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Λέξεις κλειδιά 

Εικόνα σηµείου, εικόνα ευθείας, εικόνα κύκλου, γραµµικός µετασχηµατισµός πίνακα,  

στροφή πίνακα, µετατόπιση πίνακα, παράλληλη µεταφορά πίνακα, πίνακας στροφής, πίνακας 

µη γραµµικού µετασχηµατισµού, ισοµετρίες, οµοιοθεσία, συµµετρία ως προς άξονες, σηµεία 

και ευθείες. 

 

Περίληψη 

Οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί είναι θεµελιώδεις για τα συστήµατα γραφικών και 

αποτελούν τη βάση για πιο σύνθετες εργασίες όπως η σύνθετη κίνηση, η προβολή, ο 

φωτισµός. Παρουσιάζονται αρκετές ενδεικτικές περιπτώσεις απλών και διαδοχικών 

γεωµετρικών µετασχηµατισµών στην ευθεία, στο επίπεδο και στο χώρο µε τις ιδιότητες τους 

µε χρήση πινάκων, οριζουσών και διανυσµάτων. Ακολουθούν περιπτώσεις συµµετρίας (ως 

προς άξονες, σηµεία και ευθείες), ισοµετρίες και οµοιοθεσία. 
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1. Γεωµετρικοί µετασχηµατισµό στο χώρο 

� Βρείτε το συµµετρικό µιας δίεδρης γωνίας µε κέντρο ένα σηµείο της ακµής της. 

Λύση: Επειδή το κέντρο Ο βρίσκεται πάνω στην ακµή ε, το συµµετρικό κάθε σηµείου Α της 

έδρας q βρίσκεται στο αντικείµενο ηµιεπίπεδο της 

q΄ Επίσης ,το συµµετρικό κάθε σηµείου Β της 

έδρας p βρίσκεται στο αντικείµενο ηµιεπίπεδο της 

p΄. Τέλος, αν πάρω ένα οποιοδήποτε εσωτερικό 

σηµείο Γ της δίεδρης, το συµµετρικό του  θα 

βρίσκεται στο εσωτερικό της δίεδρης που 

σχηµατίζουν τα ηµιεπίπεδα p΄ και q΄. Άρα, το 

συµµετρικό της δίεδρης γωνίας είναι η δίεδρη που 

έχει την ίδια ακµή και έδρες τα αντικείµενα 

ηµιεπίπεδα των εδρών της. 

 

� Βρείτε το συµµετρικό ενός κύκλου (Ο, ρ) ως προς σηµείο Κ, όταν το Κ βρίσκεται έξω 

από το επίπεδο του κύκλου (Ο, ρ).  

Λύση: Aν q το επίπεδο του κύκλου (Ο, ρ), το 

συµµετρικό του κύκλου βρίσκεται στο επίπεδο  q΄ 

που είναι συµµετρικό του q ως προς το Κ. Το επίπεδο  

q΄ βρίσκεται αν πάρω σηµείο Ο΄ τέτοιο ώστε 

΄Ο Κ = ΚΟ  και φέρουµε από το Ο΄ επίπεδο 

παράλληλο προς το q. Ας πάρω τώρα ένα 

οποιοδήποτε σηµείο Α του κύκλου (Ο, ρ). Το 

συµµετρικό του Α είναι ένα σηµείο Α΄ του q΄ τέτοιο 

ώστε ΄Ο Α = ΟΑ , δηλαδή το Α΄ βρίσκεται στον 

κύκλο (Ο΄, ρ) του επιπέδου q΄. Άρα, το συµµετρικό του κύκλου (Ο, ρ) είναι ο κύκλος (Ο΄, ρ).  

 

� Σχεδιάστε το συµµετρικό του απέναντι κύβου µε κέντρο: α) 

την κορυφή του Α,  β) το µέσο της πλευράς ΒΓ. 

Λύση: α) Βρίσκω τα συµµετρικά Α΄, Β΄, Γ΄,..., Θ΄ όλων των 

κορυφών του Α,Β,Γ,...,Θ, ως προς το Α (το Α΄ συµπίπτει µε το 

Α) όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

β) Βρίσκω τα συµµετρικά Α΄΄, Β΄΄, Γ΄΄,..., Θ΄΄ όλων των 

κορυφών Α, Β, Γ,..., Θ του κύβου ως προς το µέσο Μ της ΒΓ και 

όπως φαίνεται στο σχήµα  είναι ΄΄Β ≡ Γκαι .΄΄Γ ≡ Β  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Παίρνω ένα ορισµένο επίπεδο q και σε κάθε σηµείο Α του χώρου αντιστοιχίζω την 

προβολή του Α΄ στο επίπεδο q. 
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α) Εξηγήστε ότι µε αυτό τον τρόπο ορίζω ένα σηµειακό µετασχηµατισµό του χώρου και 

βρείτε τα αµετάβλητα σηµεία του µετασχηµατισµού. 

β) Αποδείξτε ότι η εικόνα ενός ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ είναι ευθύγραµµο τµήµα 

Α΄Β΄ µικρότερο ή ίσο µε το ΑΒ. Τι έχετε να πείτε, όταν AB q⊥ ; 

Λύση: α) Επειδή από ένα σηµείο µπορώ να φέρω µία µόνο κάθετη προς το επίπεδο, σε κάθε 

σηµείο Α του χώρου αντιστοιχίζεται ένα µόνο σηµείο 

(η προβολή του) και συνεπώς έχουµε ένα σηµειακό 

µετασχηµατισµό. Στο µετασχηµατισµό αυτό 

αµετάβλητα σηµεία είναι όλα τα σηµεία του q, (αφού 

κάθε σηµείο Γ q∈  συµπίπτει µε την προβολή του) 

β) Έστω ΑΒ ένα ευθύγραµµο τµήµα, όχι 

παράλληλο προς το q, και Α΄Β΄ η προβολή του. Αν 

φέρω το Β∆ | | Α΄Β΄, το Β∆Α΄Β είναι ορθογώνιο και 

συνεπώς έχω ΄ ΄Α Β = Β∆ , οπότε είναι Α΄Β΄<ΑΒ 

(αφού Β∆ < ΑΒ). Αν ΑΒ | | q, τότε το ΑΒΒ΄Α΄ είναι 

ορθογώνιο και έχουµε Α΄Β΄=ΑΒ. Γενικά ΄ ΄Α Β ≤ ΑΒ
.  Αν είναι AB q⊥ , η προβολή του ΑΒ είναι σηµείο.  

 

� ∆ίνεται ένα επίπεδο q και από κάθε σηµείο Α του χώρου φέρνω την Κ qΑ ⊥ . Αν Α΄ 

είναι το µέσο του ευθυγράµµου τµήµατος ΑΚ, εξηγήστε ότι η αντιστοιχία ΄Α → Α  

ορίζει ένα σηµειακό µετασχηµατισµό του χώρου. Βρείτε τα αµετάβλητα σηµεία του και 

την εικόνας ενός ευθυγράµµου  τµήµατος ΑΒ. 

Λύση: Αφού σε κάθε σηµείο Α αντιστοιχίζεται ένα µόνο σηµείο Α΄ (διότι για κάθε σηµείο Α 

υπάρχει ένα µόνο κάθετο τµήµα ΑΚ και αυτό έχει 

ένα µέσο Α΄) έχω ένα σηµειακό µετασχηµατισµό 

του χώρου. Στο µετασχηµατισµό αυτό αµετάβλητα 

σηµεία είναι µόνο τα σηµεία του επιπέδου q. Για 

να βρω την εικόνα ενός τµήµατος ΑΒ φέρνω από 

όλα τα σηµεία του Α,Γ,...,Β τα κάθετα τµήµατα 

ΑΚ,ΓΝ,...,ΒΛ στο επίπεδο q και παίρνουµε τα 

µέσα τους Α΄,Γ΄,...,Β΄. Βλέπω ότι τα µέσα αυτά 

αποτελούν ένα ευθύγραµµο τµήµα Α΄Β΄, αυτό που 

έχει άκρα τις εικόνες των άκρων του ΑΒ. 

 

� Βρείτε το συµµετρικό µιας δίεδρης γωνίας ως προς άξονα την ακµή της. 

Λύση: Αν ε η ακµή της δίεδρης, τα συµµετρικά των εδρών 

της p και q, ως προς τον άξονα ε είναι τα αντικείµενα 

ηµιεπίπεδα τους p΄ και q΄ ενώ το συµµετρικό κάθε 

εσωτερικού σηµείου της δίεδρης γωνίας βρίσκεται στο 

εσωτερικό της δίεδρης που έχει έδρες p΄, q΄. Το 

συµµετρικό  µιας δίεδρης ως προς την ακµή της ε είναι µια 

δίεδρη, που έχει την ίδια ακµή και έδρες τα αντικείµενα 

ηµιεπίπεδα των εδρών της αρχικής δίεδρης. 

 

� Βρείτε το συµµετρικό ενός κυκλικού 

δίσκου ως προς άξονα την ευθεία την 

κάθετη προς το επίπεδο του δίσκου στο 
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κέντρο του ή σε ένα σηµείο του κύκλου του. 

Λύση: α) Αν Μ είναι ένα οποιοδήποτε σηµείο του κυκλικού δίσκου και Μ΄ το συµµετρικό 

του ως προς το κέντρο Ο, το Μ΄ θα είναι συµµετρικό του Μ και ως προς άξονα ε, διότι 

ε΄ΜΜ ⊥ . Έτσι αρκεί να βρω το συµµετρικό του κυκλικού δίσκου ως προς το κέντρο του Ο 

και αυτό είναι ο ίδιος ο κυκλικός δίσκος. 

β) Αν ο άξονας είναι κάθετος στο επίπεδο q του κυκλικού δίσκου στο σηµείο Α, το 

συµµετρικό οποιουδήποτε σηµείου Μ του κυκλικού δίσκου (η γενικότερα του σηµείου q) ως 

προς το Α είναι και συµµετρικό του Μ ως προς τον άξονα ε διότι ε΄ΜΜ ⊥ . Έτσι αρκεί πάλι 

να βρω το συµµετρικό του κυκλικού δίσκου ως προς το Α και αυτό είναι ο κυκλικός δίσκος 

(Ο΄, ΟΆ), όπου Ο΄ είναι το συµµετρικό του Ο. 

 

� Εξετάστε αν το σχήµα που έχει ένα κουτί σπίρτα, έχει άξονες συµµετρίας και πόσους. 

Σχεδιάστε το γεωµετρικό αντίστοιχο σχήµα, που λέγεται ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, 

και τους άξονες συµµετρίας του. 

Λύση: ∆ύο οποιεσδήποτε απέναντι έδρες του, π.χ. οι ΑΒΓ∆ και ΕΖΗΘ είναι ορθογώνια και η 

ευθεία ΚΛ που ενώνει τα 

σηµεία τοµής των διαγωνίων 

τους, είναι κάθετη προς τις 

έδρες αυτές, διότι είναι 

παράλληλη προς την ΑΕ.  

Έτσι τα συµµετρικά 

όλων των κορυφών ως προς 

την ΚΛ είναι πάλι κορυφές 

του σχήµατος και συνεπώς η 

ΚΛ είναι άξονας συµµετρίας 

του. Επειδή το σχήµα αυτό 

έχει και άλλα 2 ζεύγη απέναντι εδρών, θα έχει συνολικά 3άξονες συµµετρίας (Βλ. σχ. 10α 

και 10β). 

 

� Σχεδιάστε το συµµετρικό του σχήµατος 11 ως προς 

άξονα την ευθεία ΑΒ. 

Λύση: Παίρνοντας τα συµµετρικά των κορυφών του ως 

προς την ευθεία ΑΒ έχω το σχήµα 11α και βλέπω ότι το 

συµµετρικό σχήµα είναι ένα «ανάποδο σπιτάκι».  
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� Βρείτε το συµµετρικό µίας δίεδρης γωνίας 

ως προς το επίπεδο µίας κάθετης τοµής της. 

Λύση: Αφού οι έδρες της δίεδρης είναι επίπεδα 

κάθετα προς το επίπεδο τ µιας κάθετης τοµής 

της, το συµµετρικό κάθε έδρας ως προς το 

επίπεδο τ είναι η ίδια η έδρα. Συνεπώς, το 

συµµετρικό της δίεδρης ως προς το επίπεδο τ 

µίας κάθετης τοµής της είναι η ίδια η δίεδρη. 

 

 

� Ποιό είναι το συµµετρικό µιας δίεδρης γωνίας ως προς το επίπεδο µίας έδρας της; 

Λύση: Θεωρώ µια δίεδρη γωνία που έχει έδρες q, 

p και ακµή ΑΒ. Για να βρω το συµµετρικό της ως 

προς το επίπεδο µίας έδρας, π.χ. της q, αρκεί να 

βρω το συµµετρικό ως προς το q΄ της έδρας p, 

(διότι το συµµετρικό της έδρας q είναι ο εαυτός 

της). Αν πάρω το συµµετρικό Γ΄ ενός σηµείου Γ 

της έδρας p, το ηµιεπίπεδο p΄ που ορίζεται από την 

ΑΒ και το Γ΄ είναι το συµµετρικό της έδρας p και 

έτσι η δίεδρη που έχει έδρα q και p είναι η συµµετρική της αρχικής. 

 

� Αναφέρατε µερικά φυσικά στερεά που τα αντίστοιχά τους γεωµετρικά στερεά έχουν 

επίπεδα συµµετρίας. 

Λύση: Τέτοια στερεά είναι εκείνα που έχουν σχήµα ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου όπως ένα 

κουτί σπίρτα, ένα ζάρι, ένα κιβώτιο και  φυσικά στερεά µε άλλο σχήµα που έχουν επίπεδο 

συµµετρίας όπως ένα κουτί γάλα, µία µπάλα ποδοσφαίρου. 

 

� Σχεδιάστε το συµµετρικό του ορθογώνιου παραλληλεπίπεδου ΑΒΓ∆ΕΖΗΘ ως προς το 

επίπεδο ΑΒΓ∆. 

Λύση: Επειδή το συµµετρικό της έδρας ΑΒΓ∆ ως προς το 

επίπεδό της είναι ο εαυτός της, βρίσκουµε µόνο τα συµµετρικά 

Ε΄, Ζ΄, Η΄, Θ΄ των κορυφών του Ε, Ζ, Η, Θ αντιστοίχως 

(διπλασιάζοντας τα τµήµατα ΕΑ, ΖΒ, ΗΓ, Θ∆) και έχω το 

σχήµα 14α. 

 

 
� Καθώς κοιτάζετε µέσα στον καθρέφτη τον εαυτό σας, ποιός γεωµετρικός 

µετασχηµατισµός έρχεται στο νου σας; 

Λύση: Αν θεωρήσω ως αντίστοιχο κάθε σηµείου του χώρου το είδωλό του µέσα στον 

καθρέφτη, έχω συµµετρία ως προς το επίπεδο, µε επίπεδο συµµετρίας τον ίδιο τον καθρέφτη. 

Το είδωλο του εαυτού µας µέσα στον καθρέφτη είναι ακριβώς το συµµετρικό, ως προς το 

επίπεδο του καθρέφτη, του πραγµατικού εαυτού µας και όσο πλησιάζω προς τον καθρέφτη 

τόσο πλησιάζει και το είδωλό µας. Βλέπω  ότι τα σηµεία που βρίσκονται πάνω στον 
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καθρέφτη συµπίπτουν µε τα είδωλά τους (όπως διαπιστώνω αν βάλω πάνω στον καθρέφτη το 

δάχτυλό µου) διότι είναι τα αµετάβλητα σηµεία του µετασχηµατισµού. 

� Αν Οz είναι άξονας κάθετος στο επίπεδο δύο ορθογώνιων αξόνων (Ox, Oy) στο Ο και 

Μ οποιοδήποτε σηµείο του χώρου, δείξτε ότι το µέτρο 

του διανύσµατος ΟΜ
�����

 δίνεται από τη σχέση 

2 2 2
| ΟΜ | x y z= + +
�����

 ( 1Μ  είναι η ορθή προβολή του Μ 

στο επίπεδο (Οx, Οy), z η αλγεβρική τιµή του 1Μ Μ
������

, που 

λέγεται κατηγµένη του Μ, x=OA, y = OB). 

Λύση: Από το ορθογώνιο τρίγωνο 1ΟΜ Μ έχουµε (αφού το 

| ΟΜ |
�����

 είναι το µήκος του τµήµατος ΟΜ), ότι 

2 2

1| ΟΜ | ( ) z= ΟΜ +
�����

. Επειδή το τµήµα 1ΟΜ  είναι 

υποτείνουσα στο ορθογώνιο τρίγωνο 1ΟΒΜ , είναι 

2 2 2

1( ) x yΟΜ = +  άρα 
2 2 2

| ΟΜ | x y z= + +
�����

.
 

 

� Αν κ,λ R∈ και α
�

 είναι δεδοµένο διάνυσµα, δείξτε ότι κ(λα)=(κλ)α
� �

. 

Λύση: Εξ΄ ορισµού τα δύο διανύσµατα κ(λα)
�

 και (κλ)α
�

 έχουν την ίδια διεύθυνση (τη 

διεύθυνση του α
�

) και το ίδιο µέτρο (ίσο µε |κ|. |λ| φορές το µέτρο του α
�

). Επίσης έχουν την 

ίδια φορά, διότι είναι οµόρροπα µε το α
�

, αν οι αριθµοί κ, λ είναι οµόσηµοι, ή αντίρροπα µε 

το α
�

αν οι κ, λ είναι ετερόσηµοι. Άρα, τα δύο διανύσµατα κ(λα)
�

,  (κλ)α
�

 είναι ίσα, δηλαδή

κ(λα)=(κλ)α
� �

. 

 

� Αν κ R∈  και α
�

, β
�

είναι διανύσµατα του χώρου, δείξτε ότι κ (α+β) α+κβκ=
� �� �

. 

Λύση: Έστω τα 2 διαδοχικά διανύσµατα ΟΑ=α
���� �

, 

ΑΒ=β
���� �

 και το άθροισµά τους ΟΒ=α+β
���� � �

. Αν πάρω 

στην ΟΑ το διάνυσµα ΟΓ=κα
���� �

 και στην ΟΒ το 

διάνυσµα Ο∆=κΟΒ
���� ����

, έχω 
ΟΓ Ο∆

=
ΟΑ ΟΒ

 (διότι 
ΟΓ

=κ
ΟΑ

, 
Ο∆

=κ
ΟΒ

) άρα οι ευθείες Γ∆, ΑΒ είναι παράλληλες. 

Τα τρίγωνα ΟΑΒ και ΟΓ∆ είναι όµοια µε λόγο 

οµοιότητας κ, οπότε 
Γ∆

=κ
ΑΒ

. Τότε είναι Γ∆=κ ΑΒ ⋅ ή Γ∆=κ ΑΒ κ β⋅ = ⋅
���� ���� �

 Έτσι, η 

διανυσµατική ισότητα Ο∆ = ΟΓ + Γ∆
���� ���� ����

 γράφεται κ κ ΟΑ κ ΑΒ⋅ΟΒ = ⋅ + ⋅
���� ���� ����

 ή κ(α+β)=κ α+κ β⋅ ⋅
� � � �

. 

 

� Στον απέναντι κύβο  βρείτε τα αθροίσµατα των διανυσµάτων: 

α) ΑΕ+ΕΖ+ ΖΗ
���� ���� ����

, β) ΑΕ+ΕΖ+ ΖΒ+ΒΓ+ΓΗ
���� ���� ���� ���� ����

. Τι παρατηρείτε; 

Λύση: Οι προσθετέοι και στα δύο αθροίσµατα είναι διαδοχικά 

διανύσµατα, οπότε: 

α) ΑΕ+ΕΖ+ ΖΗ = ΑΗ
���� ���� ���� ����

, β) ΑΕ+ΕΖ+ ΖΒ+ΒΓ+ΓΗ = ΑΗ
���� ���� ���� ���� ���� ����

. 

Παρατηρώ ότι τα δύο αθροίσµατα παριστάνουν το ίδιο διάνυσµα. 
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� Στο ίδιο σχήµα δείξτε ότι ( ) ( )ΑΕ+ΑΒ +Α∆ = ΑΕ+ ΑΒ+Α∆
���� ���� ���� ���� ���� ����

. 

Λύση: Παίρνοντας ξεχωριστά κάθε µέλος της ισότητας έχω: 

( ) ( )ΑΕ+ΑΒ +Α∆ = ΑΕ+ΕΖ + ΖΗ = ΑΖ+ ΖΗ = ΑΗ
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

( ) ( )ΑΕ+ ΑΒ+Α∆ = ΑΕ+ ΑΒ+ΒΓ = ΑΓ+ΑΕ = ΑΓ+ΓΗ = ΑΗ
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

. Άρα, τα δύο µέλη είναι ίσα 

διότι παριστάνουν το ίδιο διάνυσµα. 

 

� Αν Α΄ είναι το συµµετρικό ενός σηµείου Α του χώρου ως προς το κέντρο δεδοµένο 

σηµείο Κ και Α΄΄ είναι συµµετρικό του Α΄ ως προς κέντρο άλλο δεδοµένο σηµείο Λ,  

αποδείξτε ότι το αποτέλεσµα αυτών των δύο συµµετριών (δηλαδή η αντιστοιχία 

΄΄Α → Α ) είναι µεταφορά κατά διάνυσµα 2ΚΛ
����

. 

Λύση: Επειδή είναι ΑΚ=ΚΑ΄ και Α΄Λ=ΛΑ΄΄, το τµήµα 

ΚΛ συνδέει τα µέσα δύο πλευρών στο τρίγωνο ΑΑΆ΄΄ άρα 

είναι παράλληλο προς την πλευρά ΑΑ΄΄ και ίσο µε το µισό 

της. Έχω  πάντα 
2

΄΄ΑΑ
ΚΛ = , ή 2΄΄ΑΑ = ΚΛ (1). 

Αφού τα σηµεία Κ και Λ είναι εντελώς ορισµένα (κέντρα 

συµµετρίας) το διάνυσµα ΚΛ
����

 είναι γνωστό. Από την (1) 

προκύπτει η διανυσµατική ισότητα 2΄΄ΑΑ = ⋅ΚΛ
������ ����

 από την οποία καταλαβαίνω ότι η 

αντιστοιχία ΄΄Α → Α είναι µεταφορά κατά διάνυσµα 2ΚΛ
����

. 

 

� Βρείτε την εικόνα µίας γωνίας στη µεταφορά κατά διάνυσµα α
�

 κάθετο προς το 

επίπεδό της. 

Λύση: Αρκεί να βρω την εικόνα Α΄ της 

κορυφής Α και την εικόνα ενός άλλου 

σηµείου κάθε πλευράς. Επειδή οι εικόνες των 

πλευρών της γωνίας �xAy είναι ηµιευθείες 

παράλληλες προς τις πλευρές της γωνίας, η 

εικόνα της �xAy στη µεταφορά κατά 

διάνυσµα α
�

 θα βρίσκεται σε επίπεδο q΄ παράλληλο προς το q. 

 

� Βρείτε την εικόνα ενός 

τριγώνου ΑΒΓ στη 

µεταφορά κατά διάνυσµα α
�

, του οποίου η διεύθυνση 

έχει κλίση 45� προς το 

επίπεδο του τριγώνου. 

Λύση: Ένα διάνυσµα ΚΛ
����

= 

α
�

 που έχει την αρχή του στο 

επίπεδο q του τριγώνου ΑΒΓ, θα σχηµατίζει µε την προβολή του γωνία 45� , (δηλαδή θα 

είναι διάνυσµα ενός επιπέδου p κάθετου στο q  και θα σχηµατίζει µε την τοµή των p και q 

γωνία 45� ). Αν φέρω διάνυσµα ΄ΑΑ
����

, ΄ΒΒ
����

, ΄ΓΓ
����

ίσα µε το ΚΛ
����

, τα σηµεία Α΄, Β΄, Γ΄ είναι 

εικόνες των κορυφών Α, Β, Γ του τριγώνου στη µεταφορά κατά διάνυσµα α
�

 και συνεπώς το 

Α΄Β΄Γ΄ είναι η εικόνα του τριγώνου ΑΒΓ. Είναι φανερό ότι το επίπεδο Α΄, Β΄, Γ΄ είναι 

παράλληλο προς το q.  
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� Βρείτε τη µεταφορά που προκύπτει µετά από δύο 

διαδοχικές µεταφορές (η µία ακολουθεί την άλλη) 

κατά διανύσµατα αντιστοίχως α
�

, β
�

, όταν: 

α) τα α
�

, β
�

έχουν την ίδια διεύθυνση (δύο 

περιπτώσεις). 

β) τα  α
�

, β
�

έχουν κάθετες διευθύνσεις. 

Λύση: Αν Α είναι ένα οποιοδήποτε σηµείο του χώρου, 

Α΄ η εικόνα του σε µια µεταφορά κατά διάνυσµα α
�

 και 

Α΄΄  η εικόνα του Α΄ σε µια µεταφορά κατά διάνυσµα β
�

, 

ή αντίστοιχα Α →  Α΄΄ είναι επίσης µια µεταφορά κατά 

διάνυσµα δ α β= +
� � �

 (διότι όπως δείχνει το σχήµα το διάνυσµα ΄΄ΑΑ
����

είναι ίσο µε το άθροισµα 

των α
�

και β
�

). Ειδικότερα τώρα:  

α) Αν τα α
�

, β
�

έχουν την ίδια διεύθυνση, η 

αντιστοιχία Α →  Α΄΄ είναι µεταφορά κατά την ίδια 

διεύθυνση και το µέτρο του διανύσµατος µεταφοράς 

είναι δ α β= +
� � �

, όταν τα α
�

και β
�

 είναι οµόρροπα 

(σχ. 21α) ή δ α β= −
� � �

όταν α
�

και β
�

είναι 

αντίρροπα (σχ. 21β). 

β) αν τα α
�

, β
�

έχουν κάθετες διευθύνσεις, η 

µεταφορά Α →  Α΄΄ δεν έχει την ίδια διεύθυνση ούτε 

µε τη µεταφορά κατά α
�

ούτε µε τη µεταφορά κατά β
�

, ενώ το µέτρο του διανύσµατος µεταφοράς είναι 

τώρα (21γ) 
2 2

δ a b= +
�

.
 

 

� Να γίνει µεταφορά του κύβου ΑΒΓ∆ΕΖΗΘ διαδοχικά κατά τα διανύσµατα ΑΒ
����

, Α∆
����

, 

ΑΕ
����

. Ποιό διάστηµα παριστάνει τη µεταφορά που προκύπτει; 

Λύση: Τα διαστήµατα που ορίζουν τις τρεις διαδοχικές 

µεταφορές έχουν άθροισµα 

ΑΒ Α∆ Ε+ + Α = ΑΒ+ΒΓ+ΓΗ = ΑΗ
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

. Έτσι, η τελική 

εικόνα του κύβου µέσα από τις µεταφορές αυτές µπορεί 

να βρεθεί ως εικόνα του σε µια µοναδική µεταφορά 

κατά διάνυσµα ΑΗ
����

. Βρίσκω  τις εικόνες όλων των 

κορυφών του κύβου στη µεταφορά αυτή και έχουµε ως 

εικόνα του κύβου τον κύβο Η ∆΄Γ΄Β΄Θ΄Η΄Ζ΄Ε΄. 

 

� Αν ο κύβος παριστάνει το δωµάτιο σας, κάντε «το µαθηµατικό πέταγµα» από την 

κορυφή  Α στην απέναντι Η αντί να ακολουθήσετε το δρόµο κατά µήκος των ακµών  

ΑΒ
����

, ΒΖ
����

, ΖΗ
����

. Με τις µεταφορές κατά µήκος των ακµών του κύβου µπορείτε να πάτε 

από το Α στο Η χωρίς να περάσετε δύο φορές από το ίδιο σηµείο χρησιµοποιώντας α) 3 

ακµές β) 5 ακµές γ) 7 ακµές; 
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Λύση: Στον κύβο βλέπω ότι µπορώ  να πάω από το Α στο Η χρησιµοποιώντας τη µεταφορά 

κατά διάνυσµα ΑΗ
����

, το οποίο είναι άθροισµα των διανυσµάτων ΑΒ
����

, ΒΖ
����

, ΖΗ
����

.  α) 

ΑΒ+ΒΖ+ ΖΗ
���� ���� ����

 (3 ακµές), β) ΑΒ+ΒΓ + Γ∆ + ∆Θ +ΘΗ
���� ���� ���� ���� ����

 (5 ακµές) 

γ) ΑΒ+ΒΓ + Γ∆ + ∆Θ+ΘΕ + ΕΖ + ΖΗ
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 (7 ακµές). 

 

� Στο παρακάτω σχήµα το παραλληλόγραµµο S µεταφέρεται κατά τα διανύσµατα ∆Κ
����

,

ΒΚ
����

, ΠΖ
����

, ΖΙ
���

. Που θα βρίσκεται το S µετά από κάθε µεταφορά: 

Λύση: α) Στη µεταφορά κατά διάνυσµα ∆Κ
����

 πρέπει να φέρω από τις κορυφές του S 

διανύσµατα ίσα µε το ∆Κ
����

. Τέτοια είναι τα , , ,ΡΒ ΣΛ ΤΗ ΠΑ
���� ���� ���� ����

. Έτσι εικόνα του S είναι το 

ΑΒΛΗ, που βρίσκεται δύο «θέσεις» δεξιά. 

β) Στη µεταφορά κατά διάνυσµα ΒΚ = ΒΘ+ΘΚ
���� ���� ����

 βρίσκω, αν σκεφτώ µε ανάλογο 

τρόπο, ότι η εικόνα του  S  είναι Γ∆ΕΖ, που βρίσκεται δύο «θέσεις» προς τα πάνω. 

γ) Στη µεταφορά κατά διάνυσµα ΠΖ = ΠΗ+ΗΖ
���� ���� ����

, η εικόνα του S είναι το ΕΚΙΖ, διότι 

κάθε κορυφή του µεταφέρεται τρεις θέσεις προς τα δεξιά και δύο προς τα πάνω. 

δ) Στη µεταφορά κατά διάνυσµα ΖΙ
���

, η εικόνα του S είναι το ΣΒΑΤ, διότι κάθε κορυφή 

του µεταφέρεται απλώς µία θέση δεξιά. 

 

� Στο ίδιο σχήµα να ονοµάσετε τα διανύσµατα, κατά τα οποία γίνονται οι µεταφορές, 

όταν οι εικόνες του S είναι αντίστοιχα α)  ΣΒΑΤ β) ΛΖΓΒ γ) ΖΙΚΕ δ) ∆ΕΖΓ. 

Λύση: α) Αφού το Ρ µεταφέρθηκε στο Σ, το Σ στο Β, κ.τ.λ., διάνυσµα µεταφοράς θα είναι το 

ΡΣ
���

. 

β) Αφού το Ρ µεταφέρθηκε στο Γ, το Σ στο Ζ, κ.λπ., διάνυσµα µεταφοράς είναι το 

ΡΓ = ΡΒ+ΒΓ
��� ���� ����

. 

γ) Αφού το Ρ µεταφέρθηκε στο Ε, το Σ στο Κ, κ.λπ., διάνυσµα µεταφοράς είναι το 

ΡΕ = ΡΛ+ΛΕ
��� ���� ����

. 
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δ) Αφού το Ρ µεταφέρθηκε στο ∆, το Σ στο Ε, κ.λπ., διάνυσµα µεταφοράς είναι το 

Ρ∆ = ΡΒ+Β∆
��� ���� ����

. 

 

� Στο ίδιο σχήµα, αν µεταφέρεται το S κατά διάνυσµα α+2β
� ���

, που θα βρίσκεται το S; 

Ποιά  είναι η εικόνα του S στη µεταφορά κατά διάνυσµα: α) 3α+β
��� �

 β) 2α+2β
��� ���

 γ) 2α+(-β)
��� �

 

δ) β+(-α)
� �

; 

Λύση: Αρκεί να βρίσκω σε κάθε περίπτωση την εικόνα µιας κορυφής του S, π.χ. της Π, 

παρατηρώντας, ότι το α
�

 παριστάνει µεταφορά κατά µία θέση προς τα πάνω και το β
�

παριστάνει µεταφορά κατά µία θέση δεξιά. Στη µεταφορά κατά το διάνυσµα

α+2β=ΠΡ+ΡΒ=ΠΒ
� ��� ���� ���� ����

η εικόνα του Π είναι το Β και η εικόνα του S είναι το ΓΖΛΒ. Αν σκεφτώ 

ανάλογα βρίσκω ότι: 

α) Στη µεταφορά κατά διάνυσµα 

3α+β=ΠΜ+ΜΝ=ΠΝ
��� � ����� ����� ����

 εικόνα του Π είναι το Ν, άρα εικόνα 

του S είναι το ΝΞΟ∆. 

β) Στη µεταφορά κατά διάνυσµα 

2α+2β=ΠΨ+ΨΓ=ΠΓ
��� ��� ���� ���� ����

εικόνα του Π είναι το Γ, άρα εικόνα 

του S είναι το Γ∆ΕΖ. 

γ) Στη µεταφορά κατά διάνυσµα 

2α+(-β)=ΠΨ+ΨΧ=ΠΧ
��� � ���� ���� ����

εικόνα του Π είναι το Χ, άρα εικόνα του S είναι το ΧΥΜΨ. 

δ) Στη µεταφορά κατά διάνυσµα β+(-α)=ΠΤ+ΤQ=ΠQ
� � ���� ���� ����

 εικόνα του Π είναι το Q, άρα 

εικόνα του S είναι το QRAT. 

� Ποιο είναι το οµοιόθετο επίπεδο q, όταν αυτό διέρχεται από το κέντρο οµοιοθεσίας Κ 

και λόγος οµοιοθεσίας είναι οποιοσδήποτε θετικός λ; 

Λύση: Αν ένα επίπεδο q διέρχεται από το κέντρο οµοιοθεσίας Κ, το οµοιόθετο Α΄ κάθε 

σηµείου Α q∈  βρίσκεται πάνω στο επίπεδο  q ( διότι το Α΄ είναι πάνω στην ηµιευθεία ΚΑ, η 

οποία βρίσκεται πάνω στο q). Άρα, το οµοιόθετο του q είναι ο εαυτός του. 

 

� Σχεδιάστε το οµοιόθετο τρίγωνο ΑΒΓ µε  κέντρο σηµείο Κ, που βρίσκεται πάνω στην 

κάθετο προς το επίπεδό του στο κέντρο βάρους του 

και λόγο οµοιοθεσίας 
2

λ=
3

. 

Λύση: Αν πάρω πάνω στην ΚΑ σηµείο Α΄ τέτοιο ώστε 

2

3
΄ΚΑ = ΚΑ , το Α΄ είναι οµοιόθετο του Α. Με τον ίδιο 

τρόπο βρίσκω τα οµοιόθετα Β΄ και Γ΄ των Β και Γ. Έτσι 

το τρίγωνο Α΄Β΄Γ΄ είναι το οµοιόθετο του ΑΒΓ.  

 

� Σχεδιάστε το οµοιόθετο τετράγωνο πλευράς 5 cm, µε κέντρο το σηµείο Κ, που 

βρίσκεται πάνω στην κάθετη ευθεία στο επίπεδο του και στο κέντρο συµµετρίας του και 

λόγο οµοιοθεσίας 4. Πόσο είναι το εµβαδό της εικόνας του τετραγώνου που δόθηκε; 

Λύση: Αν πάρω στην ΚΑ τµήµα ΚΑ΄=4ΚΑ, το Α΄ είναι οµοιόθετο του Α. Με τον ίδιο τρόπο 

βρίσκουµε και τα οµοιόθετα Β΄, Γ΄, ∆΄ των άλλων κορυφών Β, Γ, ∆, οπότε εικόνα του 

τετραγώνου ΑΒΓ∆ είναι το σχήµα Α΄Β΄Γ΄∆΄, που είναι επίσης τετράγωνο.  Η πλευρά του 

Α΄Β΄Γ΄∆΄ E είναι τετραπλάσια από την πλευρά του τετραγώνου ΑΒΓ∆ (διότι Α΄Β΄: ΑΒ=4). 

Έχω  (Α΄Β΄) = 4·5=20 cm άρα το εµβαδόν του είναι (Α΄Β΄Γ΄∆΄)=20·20=400 
2cm . Στο ίδιο 
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αποτέλεσµα θα καταλήξω αν γράψω ότι ο λόγος των 

εµβαδών δύο τετραγώνων είναι ίσος µε το τετράγωνο 

του λόγου οµοιοθεσίας (οµοιότητας), δηλαδή µε 
24 16= . Έχω (ΑΒΓ∆) = 

25  = 25
2cm , 

( )
16

( )

΄ ΄ ΄ ΄Α Β Γ ∆
=

ΑΒΓ∆
 ή (Α΄Β΄Γ΄∆) = 16(ΑΒΓ∆) = 16 · 25 

= 400
2cm . 

 

� Πως µεταβάλλεται το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας και ο όγκος ενός κύβου, αν 

τριπλασιάσουµε την πλευρά του; 

Λύση: ∆ύο οποιοιδήποτε κύβοι είναι όµοια σχήµατα µε λόγο οµοιότητας το λόγο των 

πλευρών τους, που εδώ είναι ίσος µε το 3. Αν ονοµάσω Ε, V την επιφάνεια και τον όγκο του 

αρχικού κύβου και 1E , 1V  την επιφάνεια και τον όγκο του κύβου που έχει τριπλάσια πλευρά, 

έχω (αφού ο λόγος οµοιότητας είναι λ=3).  
21E

λ 9
Ε

= = ,  
31V

λ 27
V

= = . Άρα, 1E = 9E, 1V = 

27V, δηλαδή η επιφάνεια του κύβου γίνεται 9 φορές µεγαλύτερη και ο όγκος του γίνεται 27 

φορές µεγαλύτερος. 

 

� Στο σχήµα (α) δείχνω έναν δάσκαλο (εικόνα (i)) και τη µεγέθυνσή του (εικόνα (ii)). 

Από ποιο σηµείο περνούν οι ευθείες, που ενώνουν δύο αντίστοιχα σηµεία; Αν Ο είναι το 

σηµείο αυτό, πάρτε οποιοδήποτε σηµείο Α στην εικόνα (i) και το αντίστοιχο του Α΄ στη 

(ii). Μετρήστε µε προσέγγιση ενός δεκάτου τις αποστάσεις ΟΑ, ΟΑ΄ και να υπολογίσετε 

το λόγο οµοιοθεσίας. Αν θεωρήσετε το (ii) ως αρχικό, ποιος είναι τότε ο λόγος 

οµοιοθεσίας; Κατά τι διαφέρει η οµοιοθεσία στα σχήµατα (α) και (β); 

Λύση: Αν φέρω τις ευθείες ΒΒ΄, 

ΜΜ΄, ΑΑ΄,... βλέπω ότι όλες περνούν 

από το ίδιο σηµείο Ο. Από το σηµείο 

αυτό, το οποίο είναι το κέντρο 

οµοιοθεσίας των δύο σχηµάτων, 

περνά και οποιαδήποτε άλλη ευθεία 

που ενώνει αντίστοιχα σηµεία.    

       Μετρώντας τις αποστάσεις ΟΑ,  

ΟΑ΄ βρίσκω (ΟΑ΄)=8,8 cm, (ΟΑ) = 

4,4, cm. Αν θεωρήσω αρχικό σχήµα 

το (i) και ονοµάσω  λ τον λόγο 

οµοιοθεσίας, έχουµε (ΟΑ΄) = λ(ΟΑ) ή 

8.8=λ·(4,4), δηλαδή λ =2. Έτσι ο 

λόγος οµοιοθεσίας είναι λ=2. Αν 

θεωρήσω  ως αρχικό σχήµα το (ii) ο 

λόγος οµοιοθεσίας θα είναι 
1

2
.  

Η οµοιοθεσία στο σχήµα (α) είναι εξωτερική (αφού το κέντρο βρίσκεται έξω από το 

τµήµα ΑΑ΄), ενώ στο σχήµα (β) είναι εσωτερική (αφού το κέντρο οµοιοθεσίας Ο βρίσκεται 

ανάµεσα στα οµοιόθετα σηµεία). 
 

� Έστω σηµεία Α, Β, Γ, ∆ στο χώρο τέτοια ώστε το Α να είναι 

έξω από το επίπεδο (Β, Γ, ∆) των τριών άλλων. Σχεδιάστε το 

συµµετρικό του σχήµατος ΑΒΓ∆ ως προς το επίπεδο (Β, Γ, ∆). 
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Λύση: Βρίσκω το συµµετρικό του Α, φέρνοντας την κάθετο ΑΟ προς το επίπεδο (Β, Γ, ∆) 

και παίρνοντας στην προέκτασή της τµήµα ΟΑ΄=ΟΑ. Επειδή τα συµµετρικά των Β, Γ,  ∆ 

είναι τα ίδια τα σηµεία αυτά (αφού ανήκουν στο επίπεδο), το συµµετρικό ΑΒΓ∆ θα είναι το 

Α΄ΒΓ∆. 

 

� Σχεδιάστε το στερεό που παράγεται, όταν ένα τετράγωνο πλευράς α µεταφέρεται κατά 

διάνυσµα δ
�

, που έχει διεύθυνση κάθετη προς το επίπεδο του τετραγώνου και µέτρο α. 

Τι στέρεο είναι αυτό; 

Λύση: Για να µεταφέρουµε το τετράγωνο ΑΒΓ∆ κατά δ
�

 

φέρνουµε τα διανύσµατα ΑΕ
����

, ΒΖ
����

, ΓΗ
����

, ∆Θ
����

 ίσα µε δ
�

 και 

βρίσκουµε έτσι τις εικόνες Ε, Ζ, Η, Θ, των Α, Β, Γ, ∆ 

αντιστοίχως. Επειδή είναι (ΑΕ)=(ΒΖ)=(ΓΗ)=(∆Θ)=α και οι 

πλευρές του ΑΒΓ∆ είναι επίσης α, το στερεό είναι ορθογώνιο 

παραλληλεπίπεδο µε όλες τις ακµές  του ίσες, δηλαδή είναι 

κύβος. 

 

� Σχεδιάστε τα στερεά που παράγονται, όταν ένας κύκλος και ένα κανονικό εξάγωνο 

εγγεγραµµένο στον κύκλο µεταφέρονται κατά διάνυσµα δ
�

, του οποίου η διεύθυνση είναι 

κάθετη προς το επίπεδο του κύκλου. 

Λύση: Παίρνοντας τα διανύσµατα ΑΑ
����

, ΒΒ
����

, ΓΓ
����

, ∆∆
����

, ΕΕ
����

, ΖΖ
����

 ίσα µε δ
�

 έχω τις εικόνες 

Α΄, Β΄, Γ΄,... των κορυφών Α, Β, Γ,... του εξαγώνου. Έτσι το 

σχήµα Α΄Β΄Γ΄∆Έ΄Ζ΄ που είναι επίσης κανονικό εξάγωνο, 

είναι η εικόνα του ΑΒΓ∆ΕΖ, ενώ το στερεό που παράγεται 

κατά τη µεταφορά του εξαγώνου είναι ορθό κανονικό 

εξαγωνικό πρίσµα. Παίρνοντας και ΄ΟΟ
�����

= δ
�

, έχω την εικόνα 

του Ο στη µεταφορά κατά διάνυσµα δ
�

. Επειδή και το Α΄ 

είναι η εικόνα του Α, ο κύκλος (Ο΄,ΟΆ΄) είναι η εικόνα του 

κύκλου (Ο,ΟΑ) στην ίδια µεταφορά, ενώ το στερεό που 

παράγεται κατά τη µεταφορά του κύκλου είναι ορθός 

κύλινδρος περιγεγραµµένος στο κανονικό εξαγωνικό πρίσµα. 

 

� ∆ίνεται τετράγωνο ΑΒΓ∆ και σηµείο Σ πάνω στην κάθετη προς το επίπεδο του 

τετραγώνου στο σηµείο τοµής Ο των διαγωνίων του. Από το µέσο του ΣΟ φέρω επίπεδο 

παράλληλο προς το επίπεδο του τετραγώνου. Αν Α΄,Β΄, Γ΄, ∆΄ είναι τα σηµεία, στα οποία 

τέµνουν το επίπεδο αυτό τα ΣΑ, ΣΒ, ΣΓ, Σ∆ αντιστοίχως, να αποδείξετε ότι τα ΑΒΓ∆ 

και Α΄Β΄Γ΄∆΄ είναι οµοιόθετα µε κέντρο το Σ και λόγο οµοιοθεσίας 
1

λ=
2

. 

Λύση: Το επίπεδο ΑΣΟ τέµνει τα δύο παράλληλα επίπεδα κατά τις ευθείες ΑΟ και ΑΌ΄, οι 

οποίες είναι παράλληλες (ως τοµές παράλληλων επιπέδων από τρίτο) και επειδή στο τρίγωνο 

ΑΣΟ το Ο΄ είναι µέσο της πλευράς ΟΣ, το Α΄ θα είναι 

µέσο της ΑΣ. Με τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε ότι τα σηµεία 

Β΄, Γ΄, ∆΄ είναι µέσα των ΣΒ, ΣΓ, Σ∆ αντιστοίχως, δηλαδή 

έχω ΣΑ΄=
1

2
ΣΑ, ΣΒ΄=

1

2
ΣΒ, ΣΓ΄=

1

2
ΣΓ, Σ∆΄=

1

2
Σ∆. Οι 

ισότητες αυτές εκφράζουν ότι το Α΄Β΄Γ΄∆΄ είναι 

οµοιόθετο του ΑΒΓ∆ στην οµοιοθεσία µε κέντρο Σ και 

λόγο 
1

2
. 
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� ∆ύο οµόλογες ακµές δύο όµοιων στερεών έχουν µήκη 3 cm και 6 cm αντίστοιχα. 

Βρείτε τον λόγο των εµβαδών και τον λόγο των όγκων τους. 

Λύση: Ο λόγος της οµοιότητας των δύο στερεών είναι ίσος  µε το λόγο των οµόλογων ακµών 

τους, δηλαδή 
3 1

λ= =
2∈

. Έτσι αν 1Ε , 2Ε  είναι εµβαδά των επιφανειών τους και 1V , 2V  είναι 

οι όγκοι τους, έχουµε: 

2

21

2

Ε 1 1
=λ

Ε 2 4

 = = 
 

,  

3

31

2

V 1 1
=λ

V 2 8

 = = 
 

. 

 

� Ο όγκος ενός στερεού είναι 84
3

cm και η ακµή του 7 cm. Βρείτε τον όγκο οµοίου 

στερεού µε οµόλογη ακµή 14 cm.  

Λύση: Ο λόγος οµοιότητας των δύο στερεών είναι 
7 1

=
4 2

. Έτσι, αν V είναι ο όγκος του 

οµοίου στερεού, έχουµε 

3
84 1 1

=
V 2 8

  = 
 

. Άρα, 
3V=84 8=672cm⋅ . 

 

� ∆ίνονται δύο σηµεία Α,  Α΄ συµµετρικά ως προς επίπεδο q και σηµείο Β στον ηµίχωρο, 

που είναι το Α. ∆είξτε ότι για κάθε σηµείο Μ του q έχουµε  ΜΑ+ΜΒ=ΜΑ΄+ΜΒ. Βρείτε 

ένα σηµείο Μ του q τέτοιο ώστε ΜΑ+ΜΒ<ΝΑ+ΝΒ, όπου Ν οποιοδήποτε σηµείο του q. 

Λύση: α) Τα τµήµατα ΜΑ και ΜΑ΄ είναι ίσα διότι είναι συµµετρικά προς το q (αφού το Μ 

συµπίπτει µε το συµµετρικό του). Έτσι για κάθε qΜ∈  έχουµε ΜΑ=ΜΑ΄ και αν προσθέσω 

στα δύο µέλη της ισότητας αυτής το ΜΒ, βρίσκω 

ΜΑ+ΜΒ=ΜΑ΄+ΜΒ 

β) Η σχέση ισχύει και για οποιοδήποτε σηµείο 

Ν του q, δηλαδή είναι ΝΑ+ΝΒ=ΝΑ΄+ΝΒ. Επειδή ζητώ 

ένα ορισµένο σηµείο Μ του q τέτοιο, ώστε το 

άθροισµα ΝΑ+ΝΒ να είναι πάντα µεγαλύτερο από το 

ΜΑ+ΜΒ, αρκεί να βρω ένα σηµείο Μ του q για το 

οποίο το άθροισµα ΝΑ΄+ΝΒ να είναι πάντα 

µεγαλύτερο από το ΜΑ΄+ΜΒ. Το άθροισµα όµως 

ΝΑ΄+ΝΒ είναι πάντα µεγαλύτερο από το ευθύγραµµο 
τµήµα Α΄Β. Έτσι, αν πάρω για Μ το σηµείο τοµής της Α΄Β µε το q θα έχουµε: 

Α΄Β<Α΄Ν+ΝΒ ή Α΄Μ+ΜΒ<Α΄Ν+ΝΒ ή ΑΜ+ΜΒ<ΑΝ+ΝΒ. 

 

� ∆ίνοντας 2 ευθείες ε και 1ε που τέµνονται στο σηµείο Ο. Εξηγήστε ότι:  

α)  Το επίπεδο των δύο ευθειών ε,  1ε  είναι επίπεδο συµµετρίας του σχήµατος 1ε ε∪ . 

β) Τα επίπεδα p και q που είναι κάθετα στο επίπεδο των ευθειών και περιέχουν τις 

διχοτόµους των γωνιών των ε,  1ε  είναι επίπεδα συµµετρίας του σχήµατος 1ε ε∪ . 

γ) Οι ευθείες των διχοτόµων αυτών είναι άξονες συµµετρίας και το Ο είναι κέντρο 

συµµετρίας του σχήµατος 1ε ε∪ . 

Λύση: Οι εξηγήσεις για τις περιπτώσεις α και γ είναι απλές. Πραγµατικά αν r είναι το 

επίπεδο των ε, 1ε  βλέπω ότι: 

α) Κάθε σχήµα του r συµπίπτει µε το συµµετρικό του ως προς το r (αφού τα σηµεία 

του r είναι αµετάβλητα στην συµµετρία ως προς το r). Έτσι το συµµετρικό του σχήµατος  

1ε ε∪ συµπίπτει µε το ίδιο το σχήµα 1ε ε∪ και συνεπώς το r είναι επίπεδο συµµετρίας του. 
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γ) Αφού η διχοτόµος µιας γωνίας είναι άξονας συµµετρίας της, το συµµετρικό κάθε 

σηµείου Α της ε (ή της 1ε ) θα ανήκει στην άλλη ευθεία, δηλαδή θα ανήκει στο σχήµα 1ε ε∪ . 

Έτσι οι διχοτόµοι δ και δ΄ είναι άξονες συµµετρίας. Επίσης το Ο είναι κέντρο συµµετρίας 

του 1ε ε∪ διότι το συµµετρικό οποιουδήποτε σηµείου της ε (ή της 1ε ) ως προς το Ο ανήκει 

στην ίδια την ευθεία, δηλαδή ανήκει στο 1ε ε∪ .  

β) Για να δείξω ότι κάθε ένα από τα επίπεδα p, q είναι επίπεδο συµµετρίας του 1ε ε∪
αρκεί να δείξω ότι το συµµετρικό οποιουδήποτε 

σηµείου της ε ή  της 1ε , ως προς το p και ως προς το 

q, ανήκει στο σχήµα 1ε ε∪ . Ας βρω π.χ. το 

συµµετρικό ενός σηµείου Α της ε ως προς το p.  

        Επειδή το Α είναι σηµείο του r, η κάθετος από 

το Α στο επίπεδο p θα περιέχεται στο r και θα είναι 

κάθετη στην τοµή δ των επιπέδων p και r (αφού τα p 

και r είναι κάθετα). Έτσι, το συµµετρικό του Α ως 

προς το p συµπίπτει µε το συµµετρικό Α΄ του Α ως 

προς τη διχοτόµο δ, το οποίο είναι πάνω στην ευθεία 

ε. ∆ηλαδή, το συµµετρικό του Α (ή  οποιουδήποτε 

άλλου σηµείου του σχήµατος 1ε ε∪ ) ως προς το p 

ανήκει στο σχήµα 1ε ε∪ . Οµοίως δείχνω ότι το συµµετρικό του Α (ή οποιουδήποτε άλλου 

σηµείου) ως προς το q ανήκει στο σχήµα 1ε ε∪ . Έτσι τα επίπεδα p και q είναι επίπεδα 

συµµετρίας του 1ε ε∪ . 

 

� ∆ύο στερεά (σ) και (σ΄) είναι όµοια µε λόγο 

οµοιότητας λ. ∆είξτε ότι, αν 3 σηµεία Α, Β, Γ του (σ) 

είναι πάνω σε µια ευθεία, τότε και τα οµόλογά τους Α΄, 

Β΄, Γ΄ σηµεία του (σ΄) είναι πάνω σε µια ευθεία. 

Λύση: Αφού τα στερεά (σ) και (σ΄) είναι όµοια, θα είναι 

(ή θα γίνονται) οµοιόθετα σε µια οµοιοθεσία µε λόγο λ 

και στην οµοιοθεσία αυτή τα Α΄, Β΄, Γ΄ θα είναι εικόνες 

των Α, Β, Γ. Αφού όµως το Γ ανήκει στην ευθεία ΑΒ, η 

εικόνα του Γ΄ θα ανήκει στο οµοιόθετο της ΑΒ, δηλαδή σε ευθεία Α΄Β΄||ΑΒ. Έτσι τα Α΄, Β΄, 

Γ΄ ανήκουν σε µια ευθεία. 

 

� Η κορυφή Α τριγώνου ΑΒΓ γράφει ένα κύκλο (Κ, R) προς 

το επίπεδο του οποίου η πλευρά ΑΒ είναι κάθετη και έχει 

σταθερό µήκος, ενώ η πλευρά ΑΓ έχει σταθερό µήκος και 

σταθερή διεύθυνση. Εξετάστε αν: 

α) Το ΑΒΓ µετακινείται παράλληλα προς το εαυτό του. 

β) ∆ύο θέσεις του, 1 1 1Α Β Γ και 2 2 2Α Β Γ  µπορεί να θεωρηθούν 

αντίστοιχες σε µεταφορά. 

γ) Η ΒΓ έχει ορισµένο µήκος. 

Λύση: α) Αν 1 1 1Α Β Γ  είναι µία οποιαδήποτε άλλη θέση του ΑΒΓ, 

τότε έχουµε 1 1||ΑΒ Α Β  και 1 1||ΑΓ Α Γ , δηλαδή το επίπεδο του τριγώνου 1 1 1Α Β Γ  είναι 

παράλληλο προς το επίπεδο του ΑΒΓ. Άρα, το τρίγωνο ΑΒΓ κινείται παράλληλα προς τον 

εαυτό του. 



20 

 

β) Αν 1 1 1Α Β Γ και 2 2 2Α Β Γ  είναι δύο θέσεις του τριγώνου ΑΒΓ έχω 1 1 2 2||  = ΑΑ Β Β

(διότι και οι δύο είναι παράλληλες και ίσες προς την ΑΒ) και 1 1 2 2||  = ΑΑ Γ Γ  (διότι και οι 

δύο είναι παράλληλες και ίσες προς την ΑΓ). Έτσι, τα σχήµατα 1 1 2 2Α Β Β Α  και 1 1 2 2Α Γ Γ Α  

είναι παραλληλόγραµµα άρα 1 2 1 2 1 2Γ Γ = Α Α =Β Β . Λέµε ότι το 2 2 2Α Β Γ  είναι εικόνα του 

1 1 1Α Β Γ  σε µια µεταφορά κατά διάνυσµα 1 2Α Α
������

. 

γ) Αρκεί να δείξω ότι σε µια οποιαδήποτε άλλη θέση του ΑΒΓ, π.χ. την 1 1 1Α Β Γ  έχω 

1 1 ||  = ΒΓΒ Γ . Αλλά το κάθε τρίγωνο 1 1 1Α Β Γ  µπορεί να θεωρηθεί ως εικόνα του ΑΒΓ σε µια 

µεταφορά κατά διάνυσµα 1ΑΑ
�����

 και σε κάθε µεταφορά όπως ξέρω το τµήµα ΒΓ παραµένει 

παράλληλο και ίσο προς τον εαυτό του. 

 

� ∆ίνονται δύο επίπεδα p, q, ένα σηµείο Μ του p και ένα σηµείο Μ΄ του q. Βρείτε τι 

σχήµατα γράφουν τα σηµεία Μ, Μ΄ όταν κινούνται στα επίπεδα τους έτσι ώστε το 

διάνυσµα ΄ΜΜ
������

 να είναι ίσο µε δεδοµένο διάνυσµα α
�

. 

Λύση: Αν 1Μ , 1́Μ είναι οποιεσδήποτε άλλες θέσεις των Μ, Μ΄ αντιστοίχως έχω πάντα 

1 1||  = Μ΄ ΄ΜΜ Μ (αφού 1 1Μ α΄ ΄ΜΜ = Μ =
����� ������� �

) άρα το 1 1ΜΜ ΄ ΄Μ Μ είναι παραλληλόγραµµο, 

οπότε 1 1Μ Μ΄ ΄Μ = Μ
������ �������

. Έτσι το 1 1Μ ΄Μ
�������

µπορεί να θεωρηθεί εικόνα του ΄ΜΜ
������

σε µια µεταφορά 

κατά διάνυσµα 1ΜΜ
������

. 

Παρατηρώ ότι:  

α) Όταν τα q, p 

τέµνονται (σχ.α), οι 

παράλληλες ευθείες 1ΜΜ ,

1΄ ΄Μ Μ θα είναι παράλληλες 

και προς το την τοµή ε των δύο επιπέδων (αφού τα επίπεδα διέρχονται απ’ αυτές). Έτσι τα 

διανύσµατα µεταφοράς, έχει πάντα την ίδια διεύθυνση (παράλληλο προς την ορισµένη 

ευθεία ε) άρα τα Μ, Μ΄ θα γράφουν ευθείες παράλληλες προς την ε. 

β) Όταν τα p, q είναι παράλληλα (σχ.β) το διάνυσµα µεταφοράς 1ΜΜ
������

 µπορεί να έχει 

οποιαδήποτε διεύθυνση, άρα το Μ µπορεί να γράψει οποιαδήποτε γραµµή του επιπέδου p 

(οπότε το Μ θα γράφει µια αντίστοιχη γραµµή στο q). 

 

2. Πίνακες και µετασχηµατισµοί  

Έστω σηµείο (1,2)M  και πίνακας 
1  1

Α=
2   3

− 
 
 

. Αν γράψω τις 

συντεταγµένες του Μ στη µορφή πίνακα στήλη 
1

2

 
 
 

, τότε το 

γινόµενο 
1  1 1

2   3 2

−   
   
   

 είναι ένας πίνακας στήλη που µπορώ να 

θεωρήσω πως παριστάνει τις συντεταγµένες ενός άλλου 

σηµείου Ν, δηλαδή  
1  1 1 1

=
2   3 2  8

− −     
     
     

. 

                             

                              Συντεταγµένες του Μ    Συντεταγµένες του Ν  
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Βλέπω ότι χρησιµοποιώντας τον πίνακα Α µπορώ να αντιστοιχίσω ένα µόνο σηµείο 

Ν. Το ίδιο µπορώ να κάνω και για οποιοδήποτε άλλο σηµείο Μ. Έτσι το σηµείο ( , )M x y

αντιστοιχίζεται χρησιµοποιώντας τον πίνακα Α σε ένα µόνο σηµείο ( ),N x y′ ′  µέσω της 

σχέσης 
1  1 ΄

=
2   3 y y΄

x x−     
     
     

. Αν γνωρίζω το σηµείο ( ),x y τότε µπορώ να βρω το σηµείο 

( ),x y′ ′ .  

 

� Αν (2, 3)M − τότε οι συντεταγµένες του Ν είναι 
1  1  2  5

=
2   3 3 5

−     
     − −     

 δηλαδή ( )5, 5N − . 

Γενικά µέσω της σχέσης  
  ΄

  ΄

x x

y y

α β
γ δ
     

=     
     

κάθε σηµείο ( , )M x y αντιστοιχίζεται ένα µόνο 

σηµείο ( ),N x y′ ′ . Ονοµάζω την αντιστοιχία αυτή γραµµικό µετασχηµατισµό και τον 

πίνακα 
α  β

γ  δ

 
 
 

  του γραµµικού µετασχηµατισµού. Το σηµείο Μ ονοµάζεται πρότυπο ή 

αρχέτυπο ενώ το σηµείο Ν ονοµάζεται εικόνα του Μ. Είναι φανερό ότι η σχέση που 

καθορίζει την εικόνα όταν είναι γνωστό το πρότυπο γράφεται x ax yβ′ = + , y x yγ δ′ = + . 

 

� Βρείτε τις εικόνες των σηµείων ( )1,0A , ( )0,1B µέσω γραµµικού µετασχηµατισµού µε 

τον πίνακα 
α  β

γ  δ

 
 
 

. Έστω  1 1( , )A x y′ , 2 2( , )B x y′  οι εικόνες των Α, Β αντίστοιχα. Τότε   

1

1

  1

  0

x

y

α β α
γ δ γ

       
= =       

      
,  

2

2

  0

  1

x

y

α β β
γ δ δ

       
= =       

      
άρα τα Α΄, Β΄ έχουν συντεταγµένες Α΄ 

(α,γ), Β΄ (β,δ). 

Παρατήρηση. Από το παραπάνω παράδειγµα προκύπτει ότι η 1η  στήλη του πίνακα 

του γραµµικού µετασχηµατισµού δείχνει τις συντεταγµένες της εικόνας του ( )1,0A  ενώ η 2η  

στήλη δείχνει τις συντεταγµένες της εικόνας του ( )0,1B . ∆ηλαδή σχηµατικά έχω 

α  β

γ  δ

 
 
 

 

                                                         εικόνα του ( )1,0A  εικόνα του ( )0,1B  

Άρα, αν γνωρίζω τις εικόνες των σηµείων ( )1,0A , ( )0,1B  µέσω ενός γραµµικού 

µετασχηµατισµού τότε µπορώ να γράψω  τον πίνακα του µετασχηµατισµού αυτού. 

 

� Βρείτε την εικόνα του σηµείου Α (2,3) και το πρότυπο του σηµείου Β΄ (1,4) µέσω του 

γραµµικού µετασχηµατισµού µε πίνακα 
4  3

5  4

 
 
 

. Έστω Α΄ (x΄,y΄) η εικόνα του Α. Τότε 

x΄ 4  3 2 17
= =

y΄ 5  4 3 22

       
       

      
, δηλαδή η εικόνα του Α είναι σηµείο του Α΄ (17,22). Έστω Β (x,y) 

το πρότυπο του σηµείου Β΄. Τότε 
1 4  3

4 5  4

x

y

     
=     

     
. Ο πίνακας 

4  3

5  4

 
 
 

 είναι αντιστρέψιµος 
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και έχει αντίστροφο τον 
4  3

5  4

− 
 − 

. Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά τα δύο µέλη της 

τελευταίας σχέσης µε τον αντίστροφο προκύπτει: 

4  3 1 4  3 4  3 8 1  0 8

5  4 4 5  4 5  4 11 0  1 11

x x x

y y y

− − − −                   
= ⇔ = ⇔ =                   − −                   

. Άρα,  πρότυπο του Β΄ 

είναι το Β (-8,11).  

� ∆είξτε ότι ο γραµµικός µετασχηµατισµός µε πίνακα 
1  1

1  1

 
 
 

 απεικονίζει τα σηµεία του 

επιπέδου σε σηµεία της ευθείας  y = x. Έστω Α (x, y) τυχαίο σηµείο του επιπέδου. Τότε 

από την εικόνα του Α΄ ( x, y) ισχύει 
1  1

1  1

x΄ x x y

y΄ y x y

+       
= =       +       

. ∆ηλαδή x΄= x + y, y’ = x + 

y. Άρα, για τις συντεταγµένες του Α΄ ισχύει y΄= x΄, δηλαδή το Α΄ ανήκει στην ευθεία y = x 

όποιο και αν είναι το πρότυπο. Άρα, ο γραµµικός µετασχηµατισµός µε πίνακα 
1  1

1  1

 
 
 

 

απεικονίζει όλα τα σηµεία του επιπέδου σε σηµεία της ευθείας y = x. 

 

� Βρείτε τις εικόνες των σηµείων 1Μ (3,1), 2Μ (3,3), 3Μ (6,3), 4Μ (6,1) µέσω του 

γραµµικού µετασχηµατισµού µε πίνακα 
 1  0

Α=
2  1

 
 − 

. Σχεδιάστε γραφική παράσταση και 

περιγράψτε το αποτέλεσµα του γραµµικού µετασχηµατισµού.  

Έστω 1 1 1( , )x yΝ ,  2 2 2( , )x yΝ ,  3 3 3( , )x yΝ ,  4 4 4( , )x yΝ  οι 

εικόνες των 1Μ , 2Μ , 3Μ , 4Μ  αντίστοιχα. Είναι: 

1

1

1   0 3  3
= =

2  1 1 5

x

y

       
       − −      

,
2

2

1   0 3  3
= =

2  1 3 3

x

y

       
       − −      

, 

3

3

x 1   0 6  6
= =

y 2  1 3 9

       
       − −      

,
4

4

x 1   0 6  6
= =

y -2  1 1 -11

       
       

      
. ∆ηλαδή  1Ν

(3,-5), 2Ν (3,-3), 3Ν (6,-9), 4Ν (6,-11). Αυτός ο γραµµικός 

µετασχηµατισµός µετατοπίζει και παραµορφώνει το ορθογώνιο 

1 2 3 4Μ Μ Μ Μ  µετατρέποντάς το στο παραλληλόγραµµο 

1 2 3 4Ν Ν Ν Ν . Όλοι οι γραµµικοί µετασχηµατισµοί έχουν ως 

αποτέλεσµα παρόµοιες µετατοπίσεις και παραµορφώσεις σχηµάτων του επιπέδου. 

Αποδεικνύεται  πως αν ο πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού αντιστρέφεται, τότε 

µέσω του µετασχηµατισµού αυτού κάθε ευθεία αντιστοιχίζεται σε ευθεία, κάθε ευθύγραµµο 

τµήµα αντιστοιχίζεται σε ευθύγραµµο τµήµα µε άκρα τις εικόνες των άκρων και κάθε 

πολύγωνο αντιστοιχίζεται σε πολύγωνο µε κορυφές τις εικόνες των κορυφών. 

 

� Βρείτε την εικόνα της ευθείας  ε: y = x – 5 µέσω του γραµµικού µετασχηµατισµού µε 

πίνακα 
2  1

1  2

− 
 − 

. Ο πίνακας 
2  1

1  2

− 
 − 

 έχει ορίζουσα
2  1

4 1 3 0
1  2

−
= − = ≠

−
 άρα αντιστρέφεται. 

Άρα, η εικόνα της ευθείας είναι ευθεία. Για να την προσδιορίσω  µπορώ να εργαστώ µε δύο 

τρόπους. 
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Α΄ τρόπος.  Έστω ( ),x y τυχαίο σηµείο της ευθείας ε και ( ),x y′ ′  η εικόνα του. Τότε 

΄ 2  1

΄ 1  2

x x

y y

−     
=     −     

. Παρατηρώ ότι ο πίνακας
2  1

1  2

− 
 − 

  έχει αντίστροφο τον 
2  11

1  23

 
 
 

. 

Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά και τα δύο µέλη της τελευταίας εξίσωσης µε τον 

αντίστροφο προκύπτει: 

2  1 ΄ 2  1 2  1 2 ΄ ΄ 1  01 1 1 2 ΄ ΄ ΄ 2 ΄
 &  

1  2 ΄ 1  2 1  2 ΄ 2 ΄ 0  13 3 3 3 3 3 3

x x x y x x y x y
x y

y y x y y

− +               
= ⇔ = ⇔ = + = +               − +               

Όµως ξέρω ότι οι συντεταγµένες του ( ),x y  ικανοποιούν την εξίσωση 5y x= − , άρα 

1 2 2 1
5 5 2 2 15 15

3 3 3 3
y x x΄ y΄ x΄ y΄ x΄ y΄ x΄ y΄ y΄ x΄= − ⇔ + = + − ⇔ + = + − ⇔ = −  δηλαδή 

το σηµείο ( ),x y′ ′ ανήκει στην ευθεία µε εξίσωση 5y x= − . Άρα, η εικόνα της ευθείας (ε): 

5y x= −  είναι η ευθεία (ε΄): 15y x= − . 

Β΄ τρόπος. Θεωρώ δύο τυχαία σηµεία Α, Β της ε, π.χ. τα Α(0, -5), Β(1, -4), τότε η 

εικόνα της ευθείας ε είναι η ευθεία Α΄Β΄, όπου Α΄Β΄  είναι οι εικόνες των Α, Β αντίστοιχα. 

Προσδιορίζω τώρα τα Α΄, Β΄.  Αν 1 1Α (́x , y ) , 2 2B (́x , y ) τότε: 

1 2

1 2

2  1  0  5 2  1  1  6
,   

1  2 5 10 1  2 4 9

x x

y y

− −              
= = = =              − − − − − −              

. ∆ηλαδή Α΄(5, -10), Β΄(6, -9). Ο 

συντελεστής διεύθυνσης της ευθείας Α΄Β΄ είναι:
9 ( 10) 1

1
6 5 1

− − −
= =

−
και συνεπώς η εξίσωση 

της ευθείας Α΄Β΄ είναι η ( 10) 5 15y x y x− − = − ⇔ = − . Άρα, η εικόνα της ευθείας (ε): 

5y x= −  είναι η ευθεία (ε΄): 15y x= − .  Γενικά αν ξέρω την εξίσωση µιας γραµµής c τότε 

για να βρω την εικόνα της c΄ µέσω ενός γραµµικού µετασχηµατισµού εφαρµόζω τα εξής 

βήµατα: 

� Εκφράζω τις συντεταγµένες ( ),x y  του τυχαίου σηµείου της c συναρτήσει των 

συντεταγµένων της εικόνας ( ),x y′ ′ . 

� Αντικαθιστώ τα x, y στην εξίσωση της c µε τις εκφράσεις που βρήκαµε στο 

προηγούµενο βήµα. Προκύπτει έτσι µια εξίσωση που περιέχει µόνο x΄, y΄. Αυτή είναι η 

εξίσωση της c΄. Συχνά στο πρώτο από τα παραπάνω βήµατα διευκολύνει η χρήση του 

αντίστροφου (εφόσον υπάρχει) του πίνακα γραµµικού µετασχηµατισµού.  
 

� Βρείτε την εικόνα του κύκλου 2 2 1x y+ =  µέσω του γραµµικού µετασχηµατισµού µε 

πίνακα 
4  0

0  9

 
 
 

. Έστω 1 1(x , y )  η εικόνα του σηµείου (x, y). Θα εκφράσω τις συντεταγµένες 

x, y του προτύπου συναρτήσει των συντεταγµένων 1 1x , y  της εικόνας. Είναι 

1

1

4  0 4

0  9 9

x x x

y y y

       
= =       

      
  δηλαδή

1

1

11

4 4

9

9

x
x

x x

yy y
y

 = =   
⇔   

=   =
  

. Όµως οι συντεταγµένες x, y του 

προτύπου ικανοποιούν την 
2 2x +y =1 . Άρα 

2 2x +y =1⇔ 
2 2

1 1 1
16 81

x y
+ =  ⇔ 

2 2

1 1x y
+ =1

16 81
 δηλαδή 

η εικόνα ( 1 1x , y ) του (x, y) ανήκει στην έλλειψη  
2 2

1 1 1
16 81

x y
+ = . Άρα, ισχύει και το 
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αντίστροφο, δηλαδή αν το σηµείο ( 1 1x , y ) ανήκει στην έλλειψη 
2 2

1 1 1
16 81

x y
+ = τότε το σηµείο 

(x, y) ανήκει στον κύκλο 2 2 1x y+ = . Άρα, η εικόνα του 2 2 1x y+ =  είναι η  
2 2

1 1 1
16 81

x y
+ = . 

 

� Βρείτε γραµµικό µετασχηµατισµό ώστε οι εικόνες των σηµείων Α (2, 3), Β(-1, 1) να 

είναι τα σηµεία Α΄(13, -5), Β΄(1, 5). Έστω 
α  β

Μ=
γ  δ

 
 
 

 ο πίνακας του γραµµικού 

µετασχηµατισµού. Τότε  

  2  13 2 3 13

  3 5 2 3 5

α β α β
γ δ γ δ

+ =      
= ⇔       − + = −      

,          
  1 1 1

   1 5 5

α β α β
γ δ γ δ

− − + =      
= ⇔        − + =      

 

Από 
2 3 13 2

1 3

α β α
α β β

+ = =   
⇔   

− + = =   
, 

2 3 5 4

5 1

γ δ γ
γ δ δ
+ = − = −   

⇔   
− + = =   

. Άρα, ο πίνακας του 

γραµµικού µετασχηµατισµού είναι ο 
   2  3

  4  1

α β
γ δ
   

=   −   
. 

 

� Έστω ο γραµµικός µετασχηµατισµός 
΄ 2  1

΄ 3  0

x x

y y

     
=     

     
. Βρείτε τα α, β ώστε η ευθεία 

y xβ α= +   να έχει εικόνα τον εαυτό της µέσω του παραπάνω µετασχηµατισµού. 

 

Έστω y xβ α= +  ευθεία που έχει ως εικόνα τον εαυτό της. Η εικόνα (x΄, y΄) του τυχαίου 

σηµείου ( ),x y  της ευθείας αυτής είναι 
΄ 2  1 2

΄ 3  0    3

x x x y

y y x

+       
= =       

       
 δηλαδή 

΄ 2

΄ 3

x x y

y x

= + 
 

= 

άρα 
΄ 2 ΄
, ΄

3 3

y y
x y x= = − . Όµως το σηµείο ( ),x y  ανήκει στην ευθεία y xβ α= +  άρα, 

2 ΄ ΄ 2
  ΄ ΄ ΄

3 3 3

y y
y x x y x

β
β α β α α

+
= + ⇔ − = + ⇔ = − . 

� Αν 2β = −  τότε x΄-α =0⇔ x΄=α, άρα η εικόνα της y xβ α= +  είναι η κατακόρυφη 

ευθεία x a= . Άρα, η ευθεία    y xβ α= +  δεν έχει εικόνα τον εαυτό της. 

� Αν 2β ≠ −  τότε
3 ΄ 3

΄
2 2

x
y

α
β β

= −
+ +

 δηλαδή  η εικόνα της y xβ α= +  είναι η 

3 3

2 2

x
y

α
β β

= −
+ +

. Όµως η ευθεία y xβ α= +  έχει εικόνα τον εαυτό της άρα οι ευθείες 

y xβ α= + , 
3 3

2 2

x
y

α
β β

= −
+ +

 ταυτίζονται. Άρα, 
3

2
β

β
=

+
, 

3

2

α
α

β
−

=
+

 άρα β = 1,  0a =  ή 

3β = − ,  α = 0 άρα, οι ευθείες που έχουν εικόνα τον εαυτό τους είναι οι y x= , 3y x= − . 

 

3. Ισοµετρίες 

Ένας 2 1x  πίνακας (πίνακας – στήλη) παριστάνει ένα σηµείο στο επίπεδο. Π.χ. Ο πίνακας 

1

2

 
 
 

 παριστάνει το σηµείο Α(1, 2). Όµοια ένας πίνακας µε 3 στήλες παριστάνει ένα τρίγωνο 
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στο επίπεδο. Π.χ. ο πίνακας 
1  0  1

2  3   1

− 
 
 

 παριστάνει το τρίγωνο µε κορυφές Α (1, 2), Β (0, 3), 

γ (-1, 1). Οµοίως µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε πίνακες 2 4x  για να παραστήσουµε 

τετράπλευρα και γενικότερα πίνακες 2xν  για να παραστήσουµε πολύγωνα µε ν πλευρές. 

∆ηλαδή για να βρω την εικόνα ενός τριγώνου πολλαπλασιάζουµε τον αντίστοιχο πίνακα µε 

τον πίνακα του γραµµικού µετασχηµατισµού. Το ίδιο ισχύει και για οποιαδήποτε πολύγωνα. 

 

� Έστω ο γραµµικός µετασχηµατισµός
΄ 1    0

΄ 0   1

x x

y y

     
=     −     

. 

α) Βρείτε την εικόνα Α΄Β΄ του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ µε  Α (2, 3), Β (-1, 4). Τι 

παρατηρείτε σχετικά µε τα µήκη του προτύπου ΑΒ και της εικόνας Α΄Β΄; 

β) Βρείτε την εικόνα Μ΄Ν΄ του ευθύγραµµου τµήµατος ΜΝ µε Μ ( 1x , 1y ), N ( 2x , 2y ). Τι 

παρατηρείτε σχετικά µε τα µήκη του προτύπου ΜΝ και της εικόνας Μ΄Ν΄; 

Ξέρω ότι η εικόνα του τριγώνου 
1   0   1

2   3    1

− 
 
 

µέσω του γραµµικού µετασχηµατισµού µε 

πίνακα 
2   1

3    2

− 
 
 

 είναι επίσης τρίγωνο, αφού ο πίνακας 
2   1

3    2

− 
 
 

 είναι αντιστρέψιµος. Άρα, 

η εικόνα αυτή µπορεί να παρασταθεί µε έναν πίνακα 2 3x ο οποίος προκύπτει ως εξής: 

2   1 1   0   1 0   3   3

3    2 2   3    1 7    6    1

− − − −     
⋅ =     −     

. Ο 
1    0

0   1

 
 − 

 έχει ορίζουσα 
1    0

1 0
0   1

= − ≠
−

 άρα είναι 

αντιστρέψιµος, οπότε η εικόνα κάθε ευθύγραµµου τµήµατος µέσω του γραµµικού 

µετασχηµατισµού είναι επίσης ευθύγραµµο τµήµα. 

       α) Παριστάνω το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ µε τον πίνακα
2   1

3    4

− 
 
 

 του οποίου κάθε στήλη 

σχηµατίζεται από τις συντεταγµένες ενός άκρου του τµήµατος. Για να βρω την εικόνα του 

ΑΒ πολλαπλασιάζω τον πίνακα αυτό µε τον πίνακα του γραµµικού µετασχηµατισµού. Είναι: 

1    0 2  1   2   1

0   1 3   4 3    4

− −     
=     − − −     

δηλαδή η εικόνα του τµήµατος ΑΒ είναι το τµήµα Α΄Β΄ µε 

( )2, 3′Α − , ( )1, 4′Β − − . Είναι 

2 2

2 2

(2 ( 1)) (3 4) 10

(2 ( 1)) ( 3 ( 4)) 10

 ΑΒ = − − + − = 
 

′ ′Α Β = − − + − − − =  
δηλαδή ΑΒ = Α΄Β΄. 

β) Για να βρω την εικόνα ΜΝ πολλαπλασιάζω το πίνακα 
1 2

1   2

  x x

y y

 
 
 

 µε τον πίνακα του 

γραµµικού µετασχηµατισµού. Είναι: 
1 2 1 2

1   2 1   2

      1   0

0  1

x x x x

y y y y

    
=    − − −     

δηλαδή η εικόνα του 

τµήµατος ΜΝ είναι το τµήµα Μ΄Ν΄ µε Μ΄( 1x , 1-y ) Ν΄( 2x , 2-y ). 

Είναι 

2 2

1 2 1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( )

( ) (( ) ( )) ( ) ( )

x x y y

x x y y x x y y

 ΜΝ = − + − 
 

′ ′Μ Ν = − + − − − = − + −  

δηλαδή ΜΝ = Μ΄Ν΄. 

Από τα παραπάνω συµπεραίνω ότι η εικόνα κάθε ευθύγραµµου τµήµατος έχει µήκος ίσο µε 

το µήκος του προτύπου της, δηλαδή ότι ο συγκεκριµένος γραµµικός µετασχηµατισµός 

διατηρεί τις αποστάσεις. Κάθε γραµµικός µετασχηµατισµός που διατηρεί τις αποστάσεις 

ονοµάζεται ισοµετρία. 



26 

 

� Εξετάστε αν ο γραµµικός µετασχηµατισµός µε πίνακα 
 1     1

1     0

 
 − 

 είναι ισοµετρία. 

Παρατηρώ ότι η εικόνα του Ο (0, 0) είναι ο εαυτός του ενώ η εικόνα του Α (1, 0) είναι το Α΄ 

(1, -1). Άρα,  η εικόνα του ευθύγραµµου τµήµατος ΟΑ είναι το ευθύγραµµο τµήµα ΟΑ΄ και 
2 2 2 2

(0 1) (0 0) 1,   (0 1) (0 1) 2΄ΟΑ = − + − = ΟΑ = − + + =  δηλαδή ΟΑ ≠ ΟΑ΄. Άρα, ο 

γραµµικός µετασχηµατισµός δεν είναι ισοµετρία.  

 

4. ∆ιαδοχικοί γραµµικοί µετασχηµατισµοί 

� Έστω οι γραµµικοί µετασχηµατισµοί 1Τ , 2Τ µε πίνακες 1 2

3   2 1  4
,  

1  1 2  0

   
Μ = Μ =   −   

 

αντίστοιχα και το σηµείο Α (x, y). α) Ποια είναι η εικόνα Α΄ του Α µέσω του 1Τ ; 

β) Ποια είναι η εικόνα του Α΄΄ του Α΄ µέσω του 2Τ ; 

γ) Ποιός είναι ο πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού µε πρότυπο  Α και εικόνα Α΄; 

α) Έστω ( ),x y′ ′ ′Α . Τότε 
΄ 3   2

΄ 1   1

x x

y y

     
=     −     

 δηλαδή     x΄=3x+2y, y΄=x–y 

β) Έστω ( ),x y′′ ′′ ′′Α . Τότε 
1   4

2   0

x x

y y

′′ ′     
=     ′′ ′     

 δηλαδή x΄΄=x΄+4y΄, y΄΄=2x΄ 

γ) Είναι 
1   4 ΄ 1  4 3   2 7  2

΄΄ 2   0 ΄ 2  0 1  1 6   4

x x x x

y y y y

′′ −               
= = =               −               

δηλαδή ο πίνακας του 

γραµµικού µετασχηµατισµού µε πρότυπο Α και εικόνα ′′Α  είναι ο 2 1

7  1

6   4

− 
= Μ Μ 

 
. Από το 

παράδειγµα αυτό συµπεραίνω ότι αν 1Τ , 2Τ  είναι γραµµικοί µετασχηµατισµοί µε πίνακες 

1Μ , 2Μ  αντίστοιχα, τότε η διαδοχική εφαρµογή των 1Τ , 2Τ  (µε αυτή τη σειρά) έχει ως 

αποτέλεσµα γραµµικό µετασχηµατισµό µε πίνακα 1 2Μ ⋅Μ .  Συχνά συµβολίζω το 

µετασχηµατισµό αυτό 2 1Τ ⋅Τ  (εννοώντας ότι πρώτα εφαρµόζεται ο 1Τ  και µετά ο 2Τ ). Έτσι, 

ο πίνακας του 2 1Τ ⋅Τ  είναι ο 2 1Μ Μ ενώ ο πίνακας του 1 2Τ ⋅Τ  είναι ο 1 2Μ Μ .Παρατηρείστε 

ότι παίζει ρόλο η σειρά εφαρµογής των δύο γραµµικών µετασχηµατισµών 1Τ , 2Τ αφού οι 

πίνακες 1 2Μ Μ  και 2 1Μ Μ  γενικά δεν είναι ίσοι. 

 

5. Βασικοί γραµµικοί µετασχηµατισµοί 

Ένας γραµµικός µετασχηµατισµός προκαλεί διάφορες µετατοπίσεις ή 

παραµορφώσεις στα σχήµατα του επιπέδου. Οι 

πιο σηµαντικές απ’ αυτές περιγράφονται 

σχηµατικά στο διπλανό διάγραµµα. Καθένας 

από αυτούς τους γραµµικούς 

µετασχηµατισµούς έχει  το δικό του πίνακα 

γραµµικού µετασχηµατισµού και για να τον 

προσδιορίσω λαµβάνω υπόψη ότι η πρώτη 

στήλη του είναι η εικόνα του σηµείου Α (1,0) 

ενώ η δεύτερη στήλη του είναι η εικόνα του 

σηµείου Β (0,1). Στη συνέχεια παρουσιάζω 

τους πίνακες µερικών βασικών γραµµικών 

µετασχηµατισµών. 
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6. Συµµετρία ως προς τον άξονα xx΄ 

Έστω 1Τ  γραµµικός µετασχηµατισµός της συµµετρίας ως προς τον άξονα x΄x. Προφανώς το 

συµµετρικό του Α (1, 0) ως προς τον άξονα x΄x είναι το ίδιο το Α, 

ενώ το συµµετρικό του Β (0,1) είναι το Β΄ (0, -1). Άρα ο πίνακας 

του γραµµικού µετασχηµατισµού 1Τ  είναι ο 
1   0

0  1

 
 − 

 

                                                                               
                                                                          εικόνα του Α εικόνα του Β 

         Τον πίνακα αυτό µπορώ να τον προσδιορίσω και ως εξής: 

Ξέρω ότι δύο σηµεία συµµετρικά ως προς τον άξονα x΄x έχουν 

ίδιο x και αντίθετο y. Άρα, αν Μ΄ (x΄, y΄) είναι συµµετρικό του Μ ( x, y) ως προς τον άξονα 

x΄x τότε  

1 0 1   0

0 1 0  1

x x x x y x x

y y y x y y y

′ ′ ′= = ⋅ + ⋅         
⇔ ⇔ =         ′ ′ ′= = ⋅ − ⋅ −         

άρα ο 
1   0

0  1

 
 − 

 είναι ο πίνακας του 

γραµµικού µετασχηµατισµού. 

 

7. Συµµετρία ως προς τον άξονα yy΄ 

Έστω
2

Τ  ο γραµµικός µετασχηµατισµός της 

συµµετρίας ως προς τον yy′ .  Το συµµετρικό του Α 

(1, 0) ως προς τον yy′ είναι το Α΄ (-1, 0), ενώ το 

συµµετρικό του Β (0, 1) είναι το ίδιο το Β. Άρα ο 

πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού είναι ο 

1  0

  0  1

− 
 
 

 

                       εικόνα του Α  εικόνα του Β                                                                                  

Σηµεία συµµετρικά ως προς τον yy′  έχουν αντίθετα x και  ίδιο y. 

 

8. Συµµετρία ως προ την ευθεία y=x 

Έστω 3Τ  ο γραµµικός µετασχηµατισµός της συµµετρίας ως προς 

την ευθεία y x= . Βλέπω ότι τα σηµεία Α (1, 0), Β (0, 1) είναι 

συµµετρικά ως προς την ευθεία y x= , δηλαδή η εικόνα του Α 

είναι το Β και η εικόνα του Β είναι το Α. Άρα, ο πίνακας του 

γραµµικού µετασχηµατισµού 3Τ  είναι ο 
0  1

1   0

 
 
 

 

                                    
                                                               εικόνα του Α  εικόνα του Β 

Αν δύο σηµεία είναι συµµετρικά ως προς την ευθεία y x=  τότε το x καθενός απ’ τα δύο 

σηµεία είναι ίσο µε το y του άλλου. 

 

� ∆ίνεται το τετράπλευρο
1   2   3    2

3    2   1   3

− − 
 − − 

. Εφαρµόζοντας κατάλληλο γραµµικό 

µετασχηµατισµό προσδιορίστε το συµµετρικό του τετραπλεύρου ως προς  

α) τον άξονα xx′   β) τον άξονα yy′  γ) την ευθεία y x= . 
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 α) Ο πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού της συµµετρίας ως προς τον xx′  είναι 

ο 
1   0

0  1

 
 − 

. Άρα, συµµετρικό του τετραπλεύρου ως προς τον xx′ είναι το  

1   0 1   2   3    2  1   2   3   2

0  1 3    2   1   3 3   2    1   3

− − − −     
=     − − − − −     

. 

 β) Ο πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού της συµµετρίας ως προς τον άξονα 

yy′  είναι ο 
1  0

  0  1

− 
 
 

. Άρα το συµµετρικό του τετραπλεύρου ως προς τον άξονα yy′  είναι το  

1  0 1   2   3    2  1  2   3  2

  0  1 3    2   1   3   3  2  1  3

− − − − −     
=     − − − −     

. 

 γ)  Ο πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού της συµµετρίας ως προς την ευθεία 

y x=  είναι ο 
0  1

1   0

 
 
 

. Άρα το συµµετρικό του τετραπλεύρου ως προς την ευθεία y x=  είναι 

το 
0  1 1   2   3    2  3   2   1  3

1   0 3    2   1   3  1  2   3  2

− − − −     
=     − − − − −     

. 

 

9. Συµµετρία ως προς την αρχή των αξόνων 

Έστω 4Τ  ο γραµµικός µετασχηµατισµός της συµµετρίας ως 

προς την αρχή των αξόνων. Το συµµετρικό του Α (1, 0) ως 

προς την αρχή των αξόνων είναι το Α΄ (-1, 0), ενώ το 

συµµετρικό του Β (0, 1) είναι το Β΄ (0, -1). Άρα, ο πίνακας 

του γραµµικού µετασχηµατισµού 4Τ  είναι ο 
1   0

 0  1

− 
 − 

 

                                            εικόνα του Α  εικόνα του Β                                                                  

� Θεωρώ τους γραµµικούς µετασχηµατισµούς 1Τ : συµµετρία ως προς τον άξονα xx′ , 

2Τ : συµµετρία ως προς τον άξονα yy′  . Προσδιορίστε τους πίνακες των γραµµικών 

µετασχηµατισµών 1 2Τ Τ� , 2 1Τ Τ� . Τι παρατηρείτε; Πως ερµηνεύετε γεωµετρικά το 

αποτέλεσµα αυτό; 

Ξέρω ότι οι πίνακες 1Τ , 2Τ  είναι οι  

1 2

1   0 -1  0
,  Μ

0  -1  0  1

   
Μ = =   

   
 αντίστοιχα. Άρα, 

ο πίνακας του 1 2Τ Τ�  είναι ο 

1 2

1   0 -1  0 -1   0
Μ Μ = =

0  -1  0  1  0  -1

     
     
     

 ενώ ο 

πίνακας του 2 1Τ Τ�  είναι ο  

2 1

1  0 1   0 1   0

 0  1 0  1  0  1

− −     
Μ Μ = =     − −     

. Παρατηρώ  ότι οι µετασχηµατισµοί 1 2Τ Τ� , 2 1Τ Τ�

ταυτίζονται και οι δύο µε τη συµµετρία ως προς την αρχή των αξόνων (που έχει πίνακα 

1   0

 0  1

− 
 − 

). 
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10. Στροφή µε κέντρο Ο (0,0) 

Τα σηµεία Α (1, 0), Β (0, 1) ανήκουν σε κύκλο µε 

κέντρο Ο (0, 0) και ακτίνα 1. Κάθε σηµείο του κύκλου 

αυτού έχει συντεταγµένες της µορφής  x = συνφ, y = 

ηµφ.  Π.χ. είναι Α (1, 0) = (συν0, ηµ0), Β (0, 1) = (

π
συν

2
,  

π
ηµ

2
). Θεωρώ το γραµµικό µετασχηµατισµό 

5Τ  αφού Α, Β κατά γωνία θ (κατά τη θετική φορά) 

γύρω απ’ το Ο. Προφανώς η εικόνα του Α (συν0, ηµ0) 

είναι το σηµείο Α (συν(0+θ), ηµ(0+θ)) = (συνθ, ηµθ) 

Ενώ η εικόνα του 
π π

συν ,ηµ
2 2

 Β 
 

 είναι το σηµείο 

π π
συν θ ,ηµ θ ( ηµθ, συνθ)

2 2

    Β + + = −    
    

. Άρα, ο πίνακας του γραµµικού 

µετασχηµατισµού 5Τ  είναι ο 
συνθ    -ηµθ

ηµθ      συνθ

 
 
 

. 

                                               

                                                    εικόνα του Α     εικόνα του Β 

 

� α) Γράψτε τον πίνακα της στροφής κατά γωνία π/4 µε κέντρο το Ο. 

β) Βρείτε την εικόνα της ευθείας x = 1  µέσω του παραπάνω µετασχηµατισµού και να 

παραστήσετε γραφικά το αποτέλεσµα. 

α)  Ο πίνακας της στροφής κατά γωνία θ είναι 
συνθ    -ηµθ

ηµθ      συνθ

 
 
 

. Άρα, αν 
π

θ=
4

 τότε ο πίνακας 

γίνεται: 

π π 2 2
συν     -ηµ   -

4 4 2 2

π π 2 2ηµ       συν    
4 4 2 2

  
  
 = 
  
     

. 

β) Ο πίνακας του γραµµικού µετασχηµατισµού είναι αντιστρέψιµος και εποµένως η εικόνα 

της ευθείας x = 1 είναι ευθεία. Έστω Α (1, y) τυχαίο 

σηµείο της ευθείας x = 1 και Β (x΄, y΄) η εικόνα του. Τότε 

2 2
  

1 ΄2 2

΄2 2
   

2 2

x

y y

 
−       =        

  

, δηλαδή   

2 2
  ΄

2 2

2 2
  ΄

2 2

y x

y y

 
− =  

 
 + =  

. 

Προσθέτοντας κατά µέλη τις εξισώσεις αυτές βρίσκω 

2 x΄ y΄ y΄ x΄ 2= + ⇔ = − + , δηλαδή η εικόνα της 

ευθείας x = 1 είναι η ευθεία y x 2= − +  
 

11. Οµοιοθεσία 

Θεωρώ το γραµµικό µετασχηµατισµό µε τον οποίο 

διπλασιάζονται οι συντεταγµένες κάθε σηµείου. Η εικόνα 

του σηµείου Α (1, 0) µέσω του µετασχηµατισµού αυτού 
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είναι το σηµείο Α΄(2, 0) ενώ η εικόνα του Β (0, 1) είναι το σηµείο Β΄(0, 2). Άρα ο πίνακας 

του γραµµικού µετασχηµατισµού είναι ο 
2   0

0   2

 
 
 

. 

                                                                   εικόνα του Α  εικόνα του Β 

Ο µετασχηµατισµός αυτός ονοµάζεται οµοιοθεσία µε λόγο 2. Τα µήκη ΟΑ΄, ΟΒ΄, Α΄Β΄ είναι 

διπλάσια του ΟΑ, ΟΒ, ΑΒ αντίστοιχα, δηλαδή η οµοιοθεσία µε λόγο 2 διπλασιάζει τα µήκη. 

Όµοια ορίζεται η οµοιοθεσία µε λόγο λ ( 0λ ≠ ) η οποία έχει πίνακα 
λ   0

0   λ

 
 
 

, άρα η 

οµοιοθεσία µε λόγο 1λ =  έχει πίνακα τον µοναδιαίο 2

1  0

0  1
I

 
=  

 
και απεικονίζει κάθε σηµείο 

του επιπέδου στον εαυτό του. Στην περίπτωση αυτή ο γραµµικός µετασχηµατισµός 

ονοµάζεται ταυτοτικός. 

 

� ∆ίνεται το τρίγωνο 
0   1   4

2   1   1

 
 
 

. Βρείτε την εικόνα του µέσω της οµοιοθεσίας µε λόγο α) 3,  

β) -2.  Παραστήστε γραφικά τα πρότυπα και τις εικόνες. 

 α) Η οµοιοθεσία µε λόγο 3 έχει πίνακα 
3   0

0   3

 
 
 

. Ο πίνακας αυτός είναι αντιστρέψιµος 

άρα η εικόνα του τριγώνου είναι το τρίγωνο  
3   0 0   1   4 0   3  12

=
0   3 2   1   1 6   3    3

     
     
     

. Η εικόνα του 

Α΄Β΄Γ΄ του τριγώνου ΑΒΓ είναι τρίγωνο όµοιο µε το ΑΒΓ µε λόγο οµοιότητας λ = 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 β) Η οµοιοθεσία µε λόγο 2−  έχει πίνακα 
2   0

0   2

− 
 − 

 ο οποίος  είναι αντιστρέψιµος, 

άρα η εικόνα του τριγώνου είναι το τρίγωνο 
2   0 0   1   4  0   2   8

0   2 2   1   1 4   2   2

− − −     
=     − − − −     

.
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Από το προηγούµενο παράδειγµα συµπεραίνω ότι η εικόνα ενός πολυγώνου µέσω της 

οµοιοθεσίας µε λόγο λ, είναι πολύγωνο όµοιο προς το αρχικό µε λόγο οµοιότητας |λ|. Στον 

παρακάτω πίνακα συνοψίζω τους βασικούς γραµµικούς µετασχηµατισµούς. Όλοι αυτοί 

µετασχηµατισµοί εκτός από την οµοιοθεσία είναι ισοµετρίες. 

 

12. Μη γραµµικοί γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί 

 Οι παραπάνω γραµµικοί γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί  αποτελούν µια ειδική 

περίπτωση γεωµετρικών µετασχηµατισµών. Γενικά λέµε ότι γεωµετρικός µετασχηµατισµός 

είναι κάθε διαδικασία µε την οποία σε κάθε σηµείο του επιπέδου αντιστοιχίζεται µόνο 

ένα σηµείο του επιπέδου. Έστω διαδικασία µε την οποία σε κάθε σηµείο ( ),x y  του 

επιπέδου αντιστοιχίζεται το σηµείο ( )2 2,  x y  είναι γεωµετρικός µετασχηµατισµός, αλλά όχι 

γραµµικός αφού το πρότυπο και η εικόνα δεν είναι δυνατό να συνδεθούν µε µια σχέση της 

µορφής 
   

   

x x

y y

α β
γ δ

′     
=     ′     

. 

 

� ∆ίνεται ο µετασχηµατισµός Τ:  
x΄ 1   0 x 2

=
y΄ 0   1 y 3

       
+       

       
. 

α) Είναι ο µετασχηµατισµός αυτός γραµµικός; 

β) Αν Α΄(x΄, y΄) είναι η εικόνα του σηµείου Α (x, y) µέσω του 
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µετασχηµατισµού Τ τότε να δείξετε ότι ΑΑ΄ (2,  3)=
�����

. Στη συνέχεια περιγράψτε 

γεωµετρικά πια επίδραση έχει η εφαρµογή του µετασχηµατισµού Τ. 

α) Ο µετασχηµατισµός Τ δεν είναι γραµµικός αφού δεν περιγράφεται από τη σχέση της 

µορφής 
   

   

x x

y y

α β
γ δ

′     
=     ′     

. 

β) Είναι                      

1   0 2 2 2 ΄ 2 ΄ 2

0   1 3 3 3 ΄ 3 ΄ 3

x x x x x x x x x

y y y y y y y y y

′ ′ + = + − =                  
= + ⇔ = + = ⇔ ⇔                  ′ ′ + = + − =                  

 

Επειδή Α (x, y), Α΄ (x΄, y΄) συµπεραίνω ότι  (x x, y y)΄ ΄ ΄ΑΑ = − −
�����

.  

Όµως ΄ 2x x− = ,  ΄ 3y y− =  άρα, ΑΑ΄ (2,  3)=
�����

. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι ο 

µετασχηµατισµός Τ µετατοπίζει κάθε σηµείο Α παράλληλα 

προς το διάνυσµα δ
�

 = (2, 3) και κατά διάστηµα ίσο µε το 

µέτρο του δ
�

. Γενικά, ο µη γραµµικός µετασχηµατισµός 

1

2

1   0

0   1

x x

y y

δ

δ

′       
= +       ′       

 µετατοπίζει κάθε σηµείο Α ( ),x y  

παράλληλα προς το ( )1 2,δ δ δ
��

 άρα, διάστηµα ίσο µε το 

µέτρο του δ
�

. Αυτός ο µετασχηµατισµός ονοµάζετε  

παράλληλη µεταφορά. 

 

� Βρείτε το γεωµετρικό µετασχηµατισµό Τ µέσω του οποίου η εικόνα του ορθογωνίου 

ΑΒΓ∆ είναι το ορθογώνιο Α΄Β΄Γ΄∆΄. 

Παρατηρώ ότι το Α΄Β΄Γ΄∆΄ προκύπτει από τη µετατόπιση του ΑΒΓ∆ παράλληλα προς το  

( )( ) ( )ΑΑ 4 1,2 1 3,3δ ′= = − − − =
�� �����

κατά διάστηµα ίσο µε | ΑΑ΄
�����

|. Άρα, ο µετασχηµατισµός Τ 

είναι η παράλληλη µεταφορά 
1   0 3

0   1 3

x x

y y

′       
= +       ′       

.
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