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Περίληψη 

1. Dates 

Born: Leipzig, 1 Jul 1646  

Died: Hannover, 14 Nov 1716  

Dateinfo: Dates Certain  

Lifespan: 70  

 

2. Father 

Occupation: Lawyer, Academic  

His father was Friedrich Leibnuetz (1597-1652), notary, jurist, and professor of moral 

philosophy at the University of Leipzig.  

No information on financial status.  

 

3. Nationality 

Birth: Leipzig, Germany  

Career: France; Hannover, Germany  

Death: Hannover, Germany  

 

4. Education 

Schooling: Leipzig, M.A.; Jena; Altdorf, L.D.  

1653-1661, Nicolai school, Leipzig. After the death of his father in 1652, he had had 

free access to his father's library where he read voraciously and taught himself Latin.  

1661-1666, University of Leipzig. Recieved a B.A. (1663), M.A. (1664), and J.B. 

(1665).  

Summer 1663, University of Jena.  

1666/7, University of Altdorf. Received his J.D. (1667)  

 

5. Religion 

Affiliation: Lutheran  

 

6. Scientific Disciplines 

Primary: Mathematics, Natural Philosophy, Mechanics  

Subordinate: Alchemy, Geology  

 

7. Means of Support 

Primary: Patronage, Government  

Secondary: Law  

1667, he was offered a chair at Aldorf, but declined it.  

1667, he became secretary to the Rosicrucian society in Nuremberg, receiving 

a modest salary.  

1667-1673, he entered the service of elector Johann Philipp von Schoenborn, 

working on general legal problems, developing a program for legal reform in the Holy 

Roman Empire, and writing (anonymously) a number of position papers. He was 

sucessively secretary, librarian, legal counselor in the College of Appeals at Mainz, 

and diplomat at large.  

1672, he accompanied J.C. von Boyneburg on a diplomatic mission to France, 

where he stayed, except for a short diplomatic trip to England, until 1676. Von 

Schoenborn died in 1673, ending Leibniz's salary except for a small pension. Leibniz 

stayed in Paris, hoping to establish a sufficient reputation to obtain a paid position at 
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the Acadιmie, supporting himself by tutoring Boyneburg's son for a short time and 

then establishing a Parisian law practice which prospered.  

1676, he entered the service of Johann Friedrich, Duke of Brunswick-

Lueneburg, in Hannover. He was initially a member of the Duke's personal staff, 

acting as adviser and librarian, as well as consulting on various engineering projects. 

He was soon formally appointed councillor (1677), judge (1678), and he 

superintended the mint (1679). When Johann Friedrich died in 1679, his brother Ernst 

August kept him on, and in 1685 comissioned him to write a genealogy of the house 

of Brunswick, Annales imperii occidentes Brunsvicenses, to support the imperial and 

dynastic claims of the family. In the same year he was appointed councillor for life. 

He labored on this project for the rest of his life. Initially, his research took him to 

Munich (1687), Vienna (1688), Rome, Florence, Bologna, and Modena (1690-1). 

(While there he arranged a marriage between Rinaldo d'Este of Modena and Princess 

Charlotte Felicitas of Brunswick-Lueneburg. Leibniz's efforts were influential in the 

elevation of Hannover to electoral status (1692). In recognition of this achievement, 

Ernst August appointed him Privy Councillor (1692), and the Wolffenbuettel branch 

of the Hannoverians appointed him Director of the Augusta Library (1691). When 

Ernst August died in 1698, his successor Georg Ludwig, while urging Leibniz to 

complete the family history, declined his other services.  

He was now supported by the patronage of Sophia Charlotte, daughter of Ernst 

August and Sophia (who had been Leibniz's philosophical confidante), Electress of 

Brandenburg. Elector Frederick of Brandenburg appointed him privy councillor 

(1700). In the same year, he travelled to Berlin to oversee the founding of the 

Brandenburg Society of Science (later the Berlin Academy), which had been 

established on his recommendation. He frequently visited Berlin between 1700 and 

1711. 1713-1714, he served as the imperial privy councillor in Vienna (he was 

appointed 1713 effective retroactively to 1712). When Sophie Charlotte died (1714), 

Georg Ludwig suspended his salary until he returned to court. Leibniz returned to 

Hannover only days after Georg had left for England as King George I. Leibniz 

petitioned for a position in London as court historian, but was refused until he had 

completed the history of the house of Brunswick. He died, still working on the 

project, in 1716.  

 

8. Patronage 

Types: Aristrocrat, Court Official  

It was through the former chancellor J.C. von Boyneburg, who dabbled in alchemy, 

that Leibniz met Johann Philipp von Schoenberg. Leibniz accompanied Boyneburg on 

his trip to France and collaborated on the diplomatic plans there. Elector Johann 

Philipp of Schoenberg was Leibniz's first major patron. Leibniz came to his attention 

by dedicating his Nova methodus discenda docendaeque iurisprudentiae (1668) to 

him. Johann Friedrich of Brunswick-Lueneburg was Leibniz's most enthusiastic 

patron in the Hannoverian house. As early as 1673 he had offered Leibniz a position 

as a councillor at the small salary of 400 taler. In 1676, he offered him the position of 

librarian at a salary of 1200 taler, which Leibniz accepted. This patronage was passed 

on to his brother Ernst August of Hesse-Rheinfels. Ernst's successor, Georg Ludwig, 

supported Leibniz after a fashion, but was clearly his least enthusiastic patron. Sophie 

Charlotte, Electress of Brandenburg, whom Leibniz tutored, was an important patron.  

Leibniz fished for a position with the Emperor from as early as 1680, when he 

applied for the post of imperial librarian and historian. His public call for support for 
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the Emperor when Vienna was under seige by the Turks in 1683 strengthened his 

position, and he was warmly received by Leopold I, but was not offered a position.  

Charles VI became Emperor in 1711. On the recommendation of Anton 

Ulrich, Duke of Wolffenbeuttel, he raised Leibniz to the rank of Baron of the Empire 

and named him imperial court councillor (the highest honor accorded to a Protestant). 

Principles of Nature and Grace (1714) was written for Prince Eugene of Saxony, a 

supporter of Leibniz's plans for a scientific society in Vienna. Peter the Great of 

Russia, met Leibniz in 1697. He summoned Leibniz to Torgau, Saxony, in 1711 and 

again to Carlsbad, Bohemia, in 1712. There, Peter appointed him Privy Councilor of 

Justice with a small pension.  

 

9. Technological Involvement 

Types: Applied Mathematics, Hydraulics  

He designed a calculating machine, a model of which was built in 1672. 1679-

1685, among the engineering projects he undertook for Johann Friedrich of 

Brunswick-Lueneburg was a scheme to increase the yield of the Harz silver mines by 

employing windmill-powered pumps and pipes filled with compressed air to drain it. 

He considered this a great demonstration of the practical utility of science, though the 

project was ultimately a failure. Leibniz also planned the water displays of the great 

Herrenhausen gardens in the 1680s.  

 

10. Scientific Societies 

Memberships: Académie Royal des Sciences, Berlin Academy, Royal Society  

1667, secretary to the Rosicrucian Society, Nuremberg.  

1673, member of the Royal Society.  

1674, he declined membership in the Acadιmie when it required religious conversion. 

He became a corresponding member of the Acadιmie in 1699.  

Around 1688, member of the Accademia Fisicomatematica.  

1700, founded the Brandenburg Society of Sciences (later the Berlin Academy), and 

became its president for life before any other members were chosen. He similarly 

founded the academies at Dresden (1704) and Vienna (1713).  

Sources  

Heinrich Schepers, Neue deutsche Biographie, ?, 121b-31a.  

Ronald Calinger, Gottfried Wilhelm Leibniz (Troy, New York: Rensselaer 

Polytechnic Institute, 1976). [B2597.C27]  

Not Available and Not Consulted  

1. E.J. Aiton, Leibniz: A Biography (Bristol: Hilger, 1985).  

2. [B2597.A67]  

3. Hans Poser and Albert Heinekamp, eds. Leibniz in Berlin: Symposion der 

Leibniz-Gesellschaft und des Instituts fόr Philosophie, Wissenschaftstheorie, 

Wissenschafts- und Technikgeschichte der Technischen Universitδt Berlin (Studia 

Leibnitiana, Sonderheft 16), Stuttgart, 1990).  

Compiled by: Richard S. Westfall  

Department of History and Philosophy of Science Indiana University  

 

1. Το έργο και η ζωή του Gottfried  Wilhelm Leibniz 

«Έχω  πολλές  ιδέες  που  µπορεί  να  αξιοποιηθούν  εν  καιρώ, αν  άλλοι  µε  

διεισδυτικότερο  πνεύµα  από  το  δικό  µου  εντρυφήσουν  σε  αυτές, ενώνοντας  την  

ποιότητα  του  µυαλού  τους  µε  την  εργασία  του  δικού  µου».                                                     
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Γερµανός  βαρόνος, φιλόσοφος, µαθηµατικός, διπλωµάτης, νοµικός, 

ιστορικός, φιλόλογος, και πρωτοπόρος γεωλόγος (01.07.1646–14.11.1716). Εκτέλεσε 

σηµαντικό έργο στη λογική, τη µηχανική, την οπτική, τα µαθηµατικά, την 

υδροστατική, τη µηχανική των αερίων, την επιστήµη της ναυσιπλοΐας και τις 

υπολογιστικές µηχανές. Παρ’ όλο που το επάγγελµά του ήταν η νοµική επιστήµη, το 

έργο του στα µαθηµατικά και τη φιλοσοφία συγκαταλέγεται στο σηµαντικότερο που 

έχει παραγάγει η ανθρωπότητα. Κάθε  µια  από  τις  διάφορες  συνεισφορές  του  θα  

ήταν  αρκετή  να  του  εξασφαλίσει  φήµη  και  ιστορική  µνήµη.  Γεννήθηκε  στη  

Λειψία  την  01.07.1646, ήταν  κατά  4  χρόνια  νεώτερος  του  Νεύτωνα  και  πέθανε  

στο  Ανόβερο  στις  04.11.1716, αφού  έζησε µόνο 70  χρόνια σε  σχέση  µε  τα  85  

του  Νεύτωνα. Γιος  καθηγητή  της  ηθικής  στο  πανεπιστήµιο της  Λειψίας, του  

Friedrich  Leibnuetz (1597–1652), προερχόταν  από µία  καλή  οικογένεια  που  είχε  

προσφέρει   τις  υπηρεσίες  της  στην  κυβέρνηση  της  Σαξονίας  επί  3  γενιές. ∆εν  

υπάρχουν  πληροφορίες  για  την  οικονοµική  κατάσταση  της  οικογενείας  του. Στα  

6  του  έχασε  τον  πατέρα  του, αλλά  όχι  πριν  πάρει  το πάθος  του  για  την  

ιστορία. 

Αν  και  παρακολουθούσε  µαθήµατα  στο  σχολείο  της   Λειψίας  ήταν  σε  

µεγάλο  βαθµό  αυτοδίδακτος, διαβάζοντας  ακατάπαυστα  στη  βιβλιοθήκη  του  

πατέρα  του. Από  το  1653  έως  το  1661, φοίτησε  στο  Nicolai  school  της  

Λειψίας. Ήταν  λουθηριανός στο  θρήσκευµα.  Στα  8  ξεκίνησε  να  µελετά  λατινικά  

και  µέχρι  τα  12  του, τα  είχε  κατακτήσει  σε  βαθµό  που  να  γράφει  αξιόλογους  

στίχους  σε  αυτά. Από  τα  λατινικά, πέρασε  στα  Ελληνικά, τα  οποία  έµαθε  

βασιζόµενος  κυρίως  στις  δικές  του  προσπάθειες. Παρουσίασε  πρώιµη  

πνευµατική  καλλιέργεια  και  γράφτηκε  στο  πανεπιστήµιο της Λειψίας   σε  ηλικία  

15  ετών, ως  φοιτητής  της  νοµικής. Στα  δύο  πρώτα  χρόνια  των  σπουδών  του  

διάβασε  πολύ  φιλοσοφία  και  για  πρώτη  φορά  πληροφορήθηκε  για  το  νέο  

κόσµο  που  ανακάλυψαν  οι  µοντέρνοι  ή «φυσικοί»  φιλόσοφοι  Kepler, Descartes  

(31.03.1596-11.02.1650), Γαλιλαίος.  Βλέποντας  πως  αυτή  η  νεώτερη  φιλοσοφία  

µπορούσε  να  γίνει  κατανοητή  µόνο  από  εκείνους  που  είχαν  γνώση  των  

µαθηµατικών, πέρασε  το  καλοκαίρι  του  1663  στο  πανεπιστήµιο   της  Ιένας , όπου  

παρακολούθησε  τις  διαλέξεις  στα  µαθηµατικά  του  Erhard  Weigel, ο  οποίος  

έχαιρε  αξιόλογης  εκτίµησης  στην  περιοχή, αλλά  που  δύσκολα  θα  µπορούσε  να  

θεωρηθεί  µαθηµατικός. Επιστρέφοντας  στη  Λειψία, συγκεντρώθηκε  στα  

µαθηµατικά. Μετά  3  χρόνια  πήρε  το  πτυχίο  του, σε  ηλικία  17  ετών, γράφοντας  

ένα  εξαιρετικό  δοκίµιο, προανάκρουσµα  µίας  από  τις  βασικές  θέσεις  της  ώριµης  

φιλοσοφίας  του.   Το  1666, στην  ηλικία  των  20  ετών, ήταν  καθ΄  όλα  έτοιµος  για  

την  ανακήρυξη  του σε  διδάκτορα  των  νοµικών.  Η  σχολή  της   Λειψίας , από  

ζήλια  του  αρνήθηκε  τον  τίτλο  του  διδάκτορα, µε  επίσηµη  πρόφαση  το  νεαρό  

της  ηλικίας  του, στην  πραγµατικότητα  όµως  επειδή  εκείνος  ήξερε  περισσότερα  

από  όσα  όλοι  αυτοί  µαζί. Αηδιασµένος  από  τη  µικρότητα  της  σχολής  της   

Λειψίας, άφησε  τη  γενέτειρα  του  και  πήγε  στη  Νυρεµβέργη  όπου  στις  05.11.  

1666, στο  συνεργαζόµενο  Πανεπιστήµιο  του  Altdorf, όχι  µόνο  του  απονεµήθηκε  

ο  τίτλος  του  διδάκτορα  για  τη  διατριβή  του De Arte Combinatoria,1 πάνω  σε  µία  

νέα  µέθοδο  διδασκαλίας  των  νοµικών και  την  προτεινόµενη  επανακωδικοποίηση  

τους, αλλά  του  ζήτησαν  θερµά  να  δεχθεί  θέση  καθηγητή  των  νοµικών  στο  

Πανεπιστήµιο. Η  διατριβή  του  αυτή, συνετέθη  κατά  τη  διάρκεια  του  ταξιδιού  

του  από  τη  Λειψία  στη Νυρεµβέργη. Αυτό  το  παράδειγµα  δείχνει  ένα  

χαρακτηριστικό  γνώρισµα  του   Leibniz, την  ικανότητα  του  να  δουλεύει  

 
1   Published  1690= Die  philosophische  Schriften, 4 , 27–102  
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οπουδήποτε  και οποτεδήποτε, κάτω  από  τις  πιο  διαφορετικές  συνθήκες. ∆ιάβαζε, 

έγραφε   και  σκεφτόταν  χωρίς  σταµάτηµα. Το  µεγαλύτερο  µέρος  της  

µαθηµατικής  του  δηµιουργίας – για  να  µην  αναφερθούµε  στα  παντοειδή  άλλα– 

γράφτηκε  µέσα  σε  παλιάµαξες  που  κάθε  τόσο  τραντάζονταν  στους  άθλιους  

δρόµους  της  Ευρώπης  του  17ου αιώνα, καθώς  έτρεχε   από  εδώ  και  από  εκεί  

υπακούοντας  στις  ιδιόρρυθµες  απαιτήσεις  των  εργοδοτών  του. Η  συγκοµιδή  

όλης  αυτής  της  ασίγαστης  δραστηριότητας  ήταν  µια  µεγάλη  µάζα  από  χαρτιά  

κάθε  µεγέθους  και  ποιότητας  που  δεν  έχει  ταξινοµηθεί  διεξοδικά  και  πολύ  

λιγότερο  δηµοσιευθεί. Σήµερα, το  µεγαλύτερο  µέρος  αυτής  της  παραγωγής  

βρίσκεται  στη  βασιλική  βιβλιοθήκη  του  Ανοβέρου, περιµένοντας  την  

υποµονετική  εργασία  µίας  στρατιάς  µελετητών  για  να  χωρίσουν  το  σιτάρι  από  

το  άχυρο. Φαίνεται  απίστευτο  να  είναι  ένα  κεφάλι  υπεύθυνο  για  όλες  τις  

σκέψεις, δηµοσιευµένες  και  µη, που ο Leibniz  αποτύπωσε  στο  χαρτί. Είναι  

ελεγχόµενης  αξιοπιστίας το  ότι  ανοίχθηκε  και  µετρήθηκε  το  κρανίο  του Leibniz  

και  βρέθηκε  σηµαντικά  µικρότερο  από  το  συνηθισµένο  µέγεθος  για  έναν  

ενήλικα. Ίσως  αυτό  να  σηµαίνει  κάτι, καθώς  πολλοί  από  εµάς  έχουν  δει  

ηλιθίους  µε  ευγενικά  µέτωπα  σε  κεφάλια  µεγάλα  σαν  καζάνια.  

Όµως, όπως  είχε  συµβεί  και  µε  τον  Descartes  που  αρνήθηκε  την  

προσφορά  της  αντιστρατηγίας  επειδή  ήξερε  τι  ήθελε  από  τη  ζωή, ο Leibniz 

αποποιήθηκε  την  προσφορά της  καθηγητικής  έδρας, λέγοντας  πως  είχε  πολύ  

διαφορετικές  φιλοδοξίες. Το  ποιες  ήταν  αυτές  δεν  το  αποκάλυψε.  Η  τραγωδία 

του Leibniz ήταν πως συνάντησε τους δικηγόρους  πριν από  τους  επιστήµονες. Το  

δοκίµιο  του  για  µια  νέα  µέθοδο  διδασκαλίας  των  νοµικών  υπήρξε  η  αιτία  της  

καταστροφής  του.  Το  δοκίµιο  αυτό  τράβηξε  την  προσοχή  του  πολιτικού  άνδρα  

που  ήταν  το  δεξί  χέρι  του  εκλέκτορα, ο  οποίος  παρότρυνε  τον  Leibniz  να  το  

τυπώσει  και  να  δοθεί  ένα  αντίγραφο  στον  εκλέκτορα.  Έτσι  και έγινε  και  µετά  

από  µία  προσωπική  συνέντευξη  του  ανετέθη  η  αναθεώρηση  του  νοµικού  

κώδικα. Πριν  περάσει  πολύς  χρόνος  του  ανετέθησαν  σηµαντικές  αποστολές  που  

απαιτούσαν  εξαιρετική  λεπτότητα  χειρισµών  και  παρασκηνιακές  διεργασίες.  

Έγινε  διπλωµάτης  πρώτης  τάξης, πάντα  ανοικτός  και  κινητικός, πάντοτε  

ευχάριστος  αλλά  ποτέ  σχολαστικά  έντιµος  ούτε  και  όταν  κοιµόταν!  

Ο  διπλωµάτης µε  τη  µεσολάβηση  του  οποίου  ο  αρχιεπίσκοπος  εκλέκτωρ  

του  Mainz  τον  διόρισε  νοµικό  του  σύµβουλο, ήταν ο   διπλωµάτης J.C. Von  

Boyneburg. Έτσι  µπήκε  στη  διπλωµατική  υπηρεσία, την  οποία  συνέχισε  σε  όλο  

το  βίο  του. Κατά τα έτη 1670 και 1671 ο Leibniz έγραψε τις πρώτες εργασίες του 

στη µηχανική, και από το 1671, είχε παρουσιάσει την υπολογιστική µηχανή του. Ο 

Leibniz  εργάσθηκε  για  τη  γεφύρωση του  χάσµατος  µεταξύ  προτεσταντών  και  

καθολικών  και  την  εξοµάλυνση  των  γαλλογερµανικών  σχέσεων. Η  τελευταία  

αυτή  προσπάθεια  τον  έπεισε  για  την  αναγκαιότητα  να  στρέψει  τη  γαλλική  

επιθετικότητα  προς  άλλες  κατευθύνσεις  και  για  το  σκοπό  αυτό  πήγε  στο  

Παρίσι, όπου  έµεινε  από  το   1672  ως  το  1676  προσπαθώντας  να  πείσει  τους  

Γάλλους  να  επιτεθούν  κατά  της  Αιγύπτου.  Και  από  την   άποψη  της  καθαρά  

κυνικής  εξυπνάδας, θα  ήταν  δύσκολο  ακόµη  και  σήµερα  να  ξεπεραστεί  το  

µεγάλο  του  όραµα  για  έναν  ιερό  πόλεµο  µε  σκοπό  την  κατάκτηση  και  τον  

εκπολιτισµό  της  Αιγύπτου. Ο  Μέγας  Ναπολέων  είχε  στεναχωρηθεί  αρκετά  όταν  

διαπίστωσε  πως  ο  Leibniz  τον  είχε  προλάβει  σε  αυτό. 

Στο  Παρίσι  συνδέθηκε  µε  τους  Μαλµπράνς  και  Αρνό  και  πλούτισε  τις  

µαθηµατικές  του  γνώσεις  τόσο, ώστε  να  επινοήσει  και  υπολογιστική  µηχανή, 

ικανή  να  κάνει  πολλαπλασιασµούς  και  διαιρέσεις  και  να  βγάζει  ρίζες  κατά  

πολύ  ανώτερη  εκείνης  του  Pascal  που  έκανε  µόνο  προσθέσεις  και  αφαιρέσεις.  
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Το  1673  επισκέφθηκε  το  Λονδίνο ως  ακόλουθος  του  εκλέκτορα, παρακολούθησε  

διάφορες  συναντήσεις  των  µελών  της βασιλικής  εταιρείας  όπου  εξέθεσε  την  

υπολογιστική  του  µηχανή. Για  αυτήν  και  για  την  υπόλοιπη  δουλειά  του,  έγινε  

µέλος  της  βασιλικής  εταιρείας, πριν  από  την  επιστροφή  του  στο  Παρίσι, τον  

Μάρτιο  του  1673.  Αυτός  και  ο  Νεύτωνας  έγιναν  στη  συνέχεια  (1700) τα  

πρώτα  αλλοδαπά  µέλη  της  γαλλικής  Ακαδηµίας  επιστηµών. Συνάντησε  Άγγλους  

µαθηµατικούς  και  τους  έδειξε  µέρος  της  δουλειάς  του, για  να  µάθει  ότι  τους  

ήταν  ήδη  γνωστή. Οι  Άγγλοι φίλοι  του, του  είπαν  για  τον  τετραγωνισµό  της  

υπερβολής  από  τον  Mercator, ένα  από  τα  κλειδιά  που  χρησιµοποίησε  ο  

Νεύτωνας  για  να  οδηγηθεί  στην  επινόηση  του  λογισµού . Αυτή  εισήγαγε  τον  

Leibniz  στη  µέθοδο  των  απειροσειρών  την  οποία  επεξέτεινε. Μία  από  τις  

ανακαλύψεις  του  (µερικές  φορές  αποδίδεται  στο  Σκωτσέζο  µαθηµατικό  James  

Gregory  (1638–1675) µπορεί  να  δοθεί  εδώ.  

   Αν  π  είναι  ο  λόγος  της  περιφέρειας  ενός  κύκλου  προς  τη  διάµετρο  του, 

τότε   Π/4=1 – 1/3 + 1/5 – 1/7 + 1/9 – 1/11 + … 

 

Και  η  σειρά  συνεχίζεται  µε  αυτό  τον  τρόπο  στο  άπειρο. Αυτό  το  

αποτέλεσµα  δε  δίνει  έναν  πρακτικό  τρόπο  υπολογισµού  της  αριθµητικής  τιµής  

του  π  (3,1415926…), η  απλή  σχέση  όµως  ανάµεσα  στο  π  και  σε  όλους  τους  

περιττούς  αριθµούς  είναι  κάτι  το  εντυπωσιακό. Το  1675  ο  Leibniz  πέτυχε  τη  

σπουδαιότερη  επιστηµονική  του  ανακάλυψη, τον  ολοκληρωτικό  και  διαφορικό  

λογισµό. Το  γεγονός  προκάλεσε  µεγάλη  διαµάχη, η  οποία  συνεχίσθηκε    ως  το  

θάνατο  του. Ο  Νεύτων  είχε  ανακαλύψει  παρόµοια  µέθοδο, αλλά  δεν  τη  

δηµοσίευσε  και  πολλοί  έλεγαν  ότι  ο  Leibniz  την  είχε  υποκλέψει. Φαίνεται όµως  

ότι  και  οι  δύο  κατέληξαν  στα  ίδια  συµπεράσµατα  από  διαφορετικούς  δρόµους. 

   Ο  θάνατος  του Von  Schoenborn,  εκλέκτορα  του  Mainz  το  1673  έγινε  

αφορµή  να  µείνει  ο Leibniz άνεργος. Τo  1676, έγινε  βιβλιοθηκάριος  και  

σύµβουλος  του  δούκα Johann  Friedrich του  Brunswick- Lueneburg, στο  Ανόβερο, 

θέση  στην  οποία  παρέµεινε  ως  το  θάνατο  του. Ο Leibniz δηµοσίευσε εργασίες 

στο λογισµό από το 1684 και µετά. Πάντως, πολλά από τα αποτελέσµατά του, όπως 

και η ανάπτυξη των ιδεών του, περιέχονται σε εκατοντάδες σελίδες σηµειώσεων που 

γράφηκαν από το 1673 και έπειτα, αλλά ποτέ δε δηµοσιεύθηκαν από τον ίδιο. Αυτές 

οι σηµειώσεις, όπως κάποιος θα ανέµενε, περνούν απότοµα από το ένα θέµα στο άλλο 

και περιέχουν µεταβαλλόµενο συµβολισµό καθώς αναπτύσσονταν η σκέψη του 

Leibniz. Μερικές είναι απλώς ιδέες που συνέλαβε ενόσω διάβαζε βιβλία ή άρθρα του 

Gregory St. Vincent, του Fermat, του Pascal, του Descartes και του Barrow, ή 

προσπαθούσε να εκφράσει τις σκέψεις τους µε το δικό του τρόπο προσέγγισης του 

λογισµού. Το 1714 ο Leibniz έγραψε το Historia et Origo Calculi Differentialis, στο 

οποίο δίνει µια περιγραφή της εξέλιξης των δικών του σκέψεων. Μολαταύτα, αυτό 

γράφηκε πολλά χρόνια αφότου είχε ήδη εκτελέσει το έργο του και ενόψει των 

αδυναµιών της ανθρώπινης µνήµης και της µεγαλύτερης επίγνωσης που είχε 

αποκτήσει ως τότε, η ιστορία του µπορεί να µην είναι ακριβής. Αφού ο σκοπός του 

ήταν να υπερασπισθεί τον εαυτό του έναντι της κατηγορίας της λογοκλοπής, ίσως να 

διαστρέβλωσε ασυνείδητα την περιγραφή του για τις απαρχές των ιδεών του. 

   Παρά τη συγκεχυµένη κατάσταση των σηµειώσεών του Leibniz, θα 

εξετάσουµε ένα µέρος, διότι αποκαλύπτουν πώς µια από τις µεγαλύτερες διάνοιες 

αγωνίστηκε να κατανοήσει και να δηµιουργήσει. Από το 1673 γνώριζε το σηµαντικό 

ευθύ και αντίστροφο πρόβληµα της εύρεσης εφαπτοµένων σε καµπύλες. Ήταν επίσης 

πολύ σίγουρος ότι η αντίστροφη µέθοδος ήταν ισοδύναµη µε την εύρεση εµβαδών 

και όγκων µέσω αθροίσεων. Η κατά κάποιο τρόπο συστηµατική εξέλιξη των ιδεών 
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του ξεκινά µε τις σηµειώσεις του 1675. Παρά ταύτα, φαίνεται χρήσιµο, για να 

κατανοήσουµε το σκεπτικό του, να σηµειώσουµε ότι στο De Arte Combinatoria είχε 

εξετάσει ακολουθίες αριθµών, πρώτες διαφορές, δεύτερες διαφορές, και ανώτερης 

τάξης διαφορές. Έτσι για την ακολουθία των τετραγώνων 

0, 1, 4, 9, 16, 25, 36,  

οι πρώτες διαφορές είναι 

1, 3, 5, 7, 9, 11 

και οι δεύτερες διαφορές είναι 

2, 2, 2, 2, 2, 2. 

Ο Leibniz παρατήρησε το µηδενισµό των δεύτερων διαφορών για την ακολουθία των 

φυσικών αριθµών, των τρίτων διαφορών για την ακολουθία των τετραγώνων, κοκ.  

 

Σχήµα 1  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επίσης παρατήρησε, φυσικά, ότι αν η αρχική ακολουθία ξεκινά από το 0, το 

άθροισµα των πρώτων διαφορών είναι ο τελευταίος όρος της ακολουθίας. 

  Για να συσχετίσει αυτά τα στοιχεία µε το λογισµό έπρεπε να θεωρήσει την 

ακολουθία των αριθµών ως τις y-τιµές µιας συνάρτησης και τη διαφορά 

οποιωνδήποτε δύο ως τη διαφορά δύο γειτονικών y-τιµών. Αρχικά θεώρησε ότι το x 

παριστάνει την τάξη του όρου στην ακολουθία και το y την τιµή αυτού του όρου. Το 

µέγεθος dx, το οποίο συχνά το γράφει α, είναι τότε 1 διότι είναι η διαφορά των 

τάξεων δύο διαδοχικών όρων, ενώ το dy είναι η πραγµατική διαφορά των τιµών δύο 

διαδοχικών όρων. Κατόπιν χρησιµοποιώντας το omn. ως συντοµογραφία της 

λατινικής λέξης omnia, για να συµβολίσει το άθροισµα, και χρησιµοποιώντας το l για 

το dy, ο Leibniz συµπεραίνει ότι omn.l=y, διότι το omn.l είναι το άθροισµα των 

πρώτων διαφορών µιας ακολουθίας της οποίας οι όροι ξεκινούν µε το 0 και έτσι δίνει 

τον τελευταίο όρο. Παρά ταύτα, το omn.yl παρουσιάζει ένα νέο πρόβληµα. Ο Leibniz 

φθάνει στο αποτέλεσµα ότι  το omn.yl είναι 2 / 2y  σκεπτόµενος σε σχέση µε τη 

συνάρτηση y=x. Έτσι, όπως δείχνει το Σχήµα 1 , το εµβαδόν του τριγώνου ABC είναι 

το άθροισµα των yl (για «µικρά» l) και είναι επίσης 2 / 2y . Ο Leibniz λέει, «Ευθείες 

γραµµές που αυξάνουν από το µηδέν καθεµία πολλαπλασιαζόµενη µε το αντίστοιχό 

της στοιχείο αύξησης σχηµατίζουν ένα τρίγωνο». Αυτά τα λίγα στοιχεία εµφανίζονται 

ήδη, µαζί µε περισσότερα πιο πολύπλοκα, στις εργασίες του 1673. 

   Στο επόµενο στάδιο πάλεψε µε πολλές δυσκολίες. Έπρεπε να κάνει τη 

µετάβαση από µια διακριτή σειρά τιµών στην περίπτωση όπου τα dy και dx είναι 

αυξήσεις µιας αυθαίρετης συνάρτησης y του x. Εφόσον εξακολουθούσε να είναι 

προσκολληµένος στις ακολουθίες, όπου το x αποτελεί την τάξη του όρου, το α του ή 

το dx ήταν 1. Οπότε εισήγαγε και παρέλειπε το α κατά βούληση. Όταν έκανε τη 

µετάβαση στο dy και το dx οποιασδήποτε συνάρτησης, αυτό το α δεν ήταν πλέον 1. 

Πάντως, ενώ εξακολουθούσε να αγωνίζεται µε την έννοια της άθροισης αγνοούσε 
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αυτό το γεγονός.  Έτσι σε ένα χειρόγραφο της 29.10.1675, ο Leibniz ξεκινά µε τη 

σχέση 

(1)    omn. omn.omn.
l

yl l
a

= , 

η οποία ισχύει επειδή το ίδιο το y είναι omn.l. Εδώ διαιρεί το l δια του α για να 

διατηρήσει τις διαστάσεις. Ο Leibniz λέει ότι η (7) ισχύει, οποιοδήποτε κι αν είναι το 

l. Αλλά, όπως είδαµε σε σύνδεση µε το σχήµα 1,  

(2)    
2

omn.
2

y
yl = .   Οπότε, από τις (1) και (2) είναι 

(3)    
2

omn.omn.
2

y l
l

a
= . Σε δικό µας συµβολισµό, έχει 

αποδείξει ότι { }
2

2

y dy dy
dy y

dx dx
= =∫ ∫ ∫ . Ο Leibniz λέει ότι αυτό το αποτέλεσµα είναι 

αξιοθαύµαστο. Ένα άλλο θεώρηµα του ίδιου είδους, το οποίο ο Leibniz συνήγαγε από 

ένα γεωµετρικό επιχείρηµα, είναι το  

(4)   omn. omn. omn.omn.xl x l l= − , όπου l είναι η διαφορά των 

τιµών δύο διαδοχικών όρων µιας ακολουθίας και x είναι ο αριθµός του όρου. Για µας 

αυτή η εξίσωση είναι  xdy xy ydx= −∫ ∫ . Τώρα ο Leibniz αφήνει το ίδιο το l στη (4) 

να γίνει x, και βρίσκει 
2omn. omn. omn.omn.x x x x= − . Αλλά το omn.x, λέει, είναι 

2 / 2x  (έχει δείξει ότι 
2

omn.
2

y
yl = ). Άρα 

2 2
2omn. omn.

2 2

x x
x x= − . Μεταθέτοντας 

τον τελευταίο όρο λαµβάνει 
3

2omn.
3

x
x = . Σε αυτό το χειρόγραφο της 29.10.1675, ο 

Leibniz αποφάσισε να γράψει ∫ αντί του omn., οπότε 
2

omn.   και 
2

x
l l x= =∫ ∫ . 

Το σύµβολο ∫ είναι ένα επιµηκυµένο S για το «sum». Ο Leibniz αντελήφθη 

µάλλον νωρίς, πιθανώς µέσα από τη µελέτη του έργου του Barrow, ότι η διαφόριση 

και η ολοκλήρωση ως άθροιση πρέπει να αποτελούν αντίστροφες διαδικασίες. Οπότε 

το εµβαδόν, όταν διαφοριστεί, πρέπει να δώσει ένα µήκος. Έτσι, στο ίδιο κείµενο της 

29ης Οκτωβρίου του 1675, ο Leibniz λέει, «∆οθέντος του l και της σχέσης του µε το 

x, να βρεθεί το l∫ ». Κατόπιν, λέει, «Ας υποθέσουµε ότι .l ya=∫ Έστω ότι /l ya d= . 

[Εδώ τοποθετεί το d στον παρονοµαστή. Θα σήµαινε περισσότερα για µας αν έγραφε 

( )l d ya= .] Τότε όπως ακριβώς θα αυξάνει το ∫ , το d θα µειώνει τις διαστάσεις. 

Αλλά το ∫ σηµαίνει ένα άθροισµα, και το d µια διαφορά. Από το δεδοµένο y 

µπορούµε πάντοτε να βρούµε το y/d ή l, δηλαδή, τη διαφορά των y. Οπότε η µια 

εξίσωση µπορεί να µετασχηµατιστεί στην άλλη. Όπως ακριβώς από την εξίσωση 
3

2

33

c l
c l

a
= ∫

∫ ∫ , µπορούµε να πάρουµε την εξίσωση

3

2

3
.

3

c l
c l

a d
= ∫

∫ » 

  Σ’ αυτή την πρώιµη εργασία ο Leibniz φαίνεται να εξερευνά τις πράξεις ∫ και d 

και διαπιστώνει ότι είναι αντίστροφες. Τελικά αντιλαµβάνεται ότι το ∫ είναι στην 

πραγµατικότητα µια άθροιση ορθογωνίων και εποµένως ένα άθροισµα εµβαδών. Έτσι 

αναγνωρίζει ότι, για να επιστρέψει στο dy από το y, πρέπει να σχηµατίσει τη διαφορά 
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των y ή να πάρει το διαφορικό του y. Κατόπιν λέει, «Αλλά το ∫ σηµαίνει ένα 

άθροισµα και το d µια διαφορά». Αυτό µπορεί να ήταν µια µεταγενέστερη 

καταχώριση. Οπότε µερικές εβδοµάδες αργότερα, για να µεταβεί από το y στο dy, 

αλλάζει από τη διαίρεση δια d στη λήψη του διαφορικού του y, και γράφει dy.  

   Μέχρι αυτό το σηµείο ο Leibniz θεωρούσε τις y-τιµές ως τιµές των όρων µιας 

ακολουθίας και το x συνήθως ως την τάξη αυτών των όρων, αλλά τώρα, σ’ αυτή την 

εργασία, λέει,  «Όλα αυτά τα θεωρήµατα αληθεύουν για σειρές στις οποίες οι 

διαφορές των όρων έχουν προς τους ίδιους τους όρους ένα λόγο που είναι µικρότερος 

από οποιοδήποτε µετρήσιµο µέγεθος». ∆ηλαδή, το dy/y µπορεί να είναι µικρότερο 

από οποιοδήποτε µετρήσιµο µέγεθος. Σε ένα χειρόγραφο µε ηµεροµηνία 11.11.1675, 

µε τίτλο «Παραδείγµατα της αντίστροφης µεθόδου των εφαπτοµένων», ο Leibniz 

χρησιµοποιεί το ∫ για το άθροισµα και το x/d για τη διαφορά. Λέει κατόπιν ότι το 

x/d είναι το dx, η διαφορά δύο διαδοχικών x-τιµών, αλλά προφανώς εδώ το dx είναι 

µια σταθερά και ίσο µε τη µονάδα. Από µόλις καταληπτά επιχειρήµατα όπως τα 

παραπάνω, ο Leibniz ισχυρίστηκε το γεγονός ότι η ολοκλήρωση ως διαδικασία 

άθροισης είναι η αντίστροφη της διαφόρισης. Αυτή η ιδέα βρίσκεται στο έργο του 

Barrow και του Newton, οι οποίοι έβρισκαν εµβαδά µέσω αντι-διαφόρισης, αλλά 

εκφράζεται για πρώτη φορά ως σχέση µεταξύ της άθροισης και της διαφόρισης από 

τον Leibniz. Παρά τον απερίφραστο αυτό ισχυρισµό, δεν ήταν καθόλου σαφής ως 

προς το πώς µπορεί να βρεθεί ένα εµβαδόν από κάτι που κάποιος θα µπορούσε 

χαλαρά να γράψει ως ydx∑  - δηλαδή, πώς µπορεί να βρεθεί ένα εµβαδόν κάτω από 

µια καµπύλη από ένα σύνολο ορθογωνίων. Φυσικά αυτή η δυσκολία βασάνισε όλους 

τους µαθηµατικούς του 17ου αιώνα. Μη διαθέτοντας µια σαφή έννοια του ορίου, ή 

έστω σαφείς έννοιες για το εµβαδόν, ο Leibniz θεωρούσε το τελευταίο άλλοτε ως ένα 

άθροισµα ορθογωνίων τόσο µικρών και τόσο πολλών ώστε η διαφορά µεταξύ αυτού 

του αθροίσµατος και του πραγµατικού εµβαδού κάτω από την καµπύλη θα µπορούσε 

να θεωρηθεί αµελητέα, και άλλοτε ως ένα άθροισµα τεταγµένων ή y-τιµών. Αυτή η 

τελευταία έννοια του εµβαδού ήταν συνήθης, ιδιαίτερα µεταξύ των οπαδών των 

αδιαιρέτων, που θεωρούσαν ότι η έσχατη µονάδα εµβαδού και η y-τιµή είναι ένα και 

το αυτό. 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 2  

 

Αναφορικά µε τη διαφόριση, ακόµη και µετά την αντίληψη του ότι τα dy και 

dx µπορούν να είναι αυθαίρετα µικρά µεγέθη, ο Leibniz έπρεπε ακόµη να υπερβεί τη 

θεµελιώδη δυσκολία ότι ο λόγος dy/dx δεν είναι ακριβώς η παράγωγος υπό τη δική 

µας έννοια. Βάσισε το επιχείρηµά του στο χαρακτηριστικό τρίγωνο, το οποίο είχε 



22 

 

επίσης χρησιµοποιήσει ο Pascal και ο Barrow. Αυτό το τρίγωνο (σχήµα 2) 

αποτελείται από τα dy, dχ και τη χορδή PQ, την οποία ο Leibniz θεωρούσε ως την 

καµπύλη µεταξύ των P και Q και µέρος της εφαπτοµένης στο Τ. Παρ’ όλο που 

αναφέρει αυτό το τρίγωνο ως απεριόριστα µικρό, υποστηρίζει ότι είναι όµοιο µε ένα 

καθορισµένο τρίγωνο, συγκεκριµένα, το τρίγωνο STU που σχηµατίζεται από την 

υποεφαπτοµένη SU, την τεταγµένη στο T και το µήκος της εφαπτοµένης ST. Άρα τα 

dy και dx είναι έσχατα στοιχεία και ο λόγος τους έχει ένα καθορισµένο νόηµα. 

Μάλιστα, χρησιµοποιεί το επιχείρηµα ότι, από τα όµοια τρίγωνα PRQ και STU είναι 

dy/dx=TU/SU. Στο χειρόγραφο της 11.11.1675, ο Leibniz παρουσιάζει πώς µπορεί να 

επιλύσει ένα ορισµένο πρόβληµα. Αναζητά την καµπύλη της οποίας η υποκάθετος 

είναι αντιστρόφως ανάλογη της τεταγµένης. Στο σχήµα 2, η κάθετη (normal) είναι TV 

και η υποκάθετη p είναι UV. Από την οµοιότητα των τριγώνων PRQ και TUV, έχει   

dy p

dx y
=     ή      pdx ydy= .  Αλλά η καµπύλη έχει τη δοθείσα ιδιότητα   

b
p

y
= , όπου 

το b είναι η σταθερά της αναλογίας. Οπότε,     
2y

dx dy
b

= .  Τότε   
2y

dx dy
b

=∫ ∫  ή   

3

3

y
x

b
= . Ο Leibniz έλυσε επίσης άλλα προβλήµατα αντίστροφης εφαπτοµένης. 

   Σε µια εργασία της 26.06.1676, αντιλαµβάνεται ότι η καλύτερη µέθοδος 

εύρεσης εφαπτοµένων είναι να βρεθεί το dy/dx, όπου τα dy και dx είναι διαφορές και 

το dy/dx είναι το πηλίκο. Αγνοεί το dx⋅dx και τις ανώτερες δυνάµεις του dx. Από το 

Νοέµβριο του 1676 είναι σε θέση να δώσει τους γενικούς κανόνες 
1n ndx nx dx−=  για 

ακέραιο και κλασµατικό n και 
1

1

n
n x

x
n

+

=
+∫  και λέει, «Η συλλογιστική είναι γενική, 

και δεν εξαρτάται από το ποιες µπορεί να είναι οι πρόοδοι των x». Εδώ το x 

εξακολουθεί να σηµαίνει την τάξη των όρων µιας ακολουθίας. Σε αυτό το χειρόγραφο 

λέει επίσης ότι για να διαφορίσουµε το 2a bz cz+ + , θέτουµε  
2a bz cz x+ + = , 

διαφορίζουµε το x  και πολλαπλασιάζουµε επί το dx/dz.  

Αυτός είναι ο κανόνας της αλυσίδας. Από τις 11.07.1677 ο Leibniz µπορούσε 

να δώσει τους σωστούς κανόνες για το διαφορικό του αθροίσµατος, της διαφοράς, 

του γινοµένου και του πηλίκου δύο συναρτήσεων καθώς και για δυνάµεις και ρίζες, 

αλλά όχι και τις αποδείξεις τους.  

Στο χειρόγραφο της 11.11.1675, είχε ασχοληθεί µε τα d(uv) και d(u/v), και 

σκέφτηκε ότι d(uv)=du⋅dv. Το 1680 το dx έχει καταστεί η διαφορά των τετµηµένων 

και το dy η διαφορά των τεταγµένων. Ο ίδιος λέει, «…τώρα αυτά τα dx και dy 

λαµβάνονται απείρως µικρά, ή τα δύο σηµεία πάνω στην καµπύλη νοούνται ως ότι 

απέχουν απόσταση µικρότερη από οποιοδήποτε δοθέν µήκος…». Αποκαλεί το dy 

«στιγµιαία αύξηση» του y καθώς η τεταγµένη κινείται κατά  µήκος του x-άξονα.  

Αλλά το PQ στο σχήµα 2 εξακολουθεί να θεωρείται τµήµα µιας ευθείας. Είναι 

ένα «στοιχείο της καµπύλης ή µια πλευρά του πολυγώνου µε άπειρο πλήθος γωνιών 

το οποίο παριστάνει την καµπύλη…». Συνεχίζει να χρησιµοποιεί τη συνήθη µορφή 

διαφορικού. Έτσι, αν 
2a

y
x

= , τότε      
2

2

a
dy dx

x
= − . Επίσης λέει ότι οι διαφορές είναι 

το αντίθετο των αθροισµάτων. Κατόπιν, για να βρει το εµβαδόν κάτω από µια 

καµπύλη (Σχήµα 3), παίρνει το άθροισµα των ορθογωνίων και λέει ότι µπορούµε να 

παραλείψουµε τα εναποµένοντα «τρίγωνα, εφόσον είναι απείρως µικρά σε σύγκριση 
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µε τα ορθογώνια… οπότε παριστάνω στο λογισµό µου το εµβαδόν του σχήµατος µε 

ydx∫ …». Επίσης δίνει, για το στοιχείο του τόξου, 
2 2

ds dx dy= +                                       

και για τον όγκο ενός στερεού εκ περιστροφής που παράγεται από την περιστροφή 

µιας καµπύλης περί τον x-άξονα,   
2πV y dx= ∫ .  

 

Σχήµα 3 

 

 

 

Παρά τις πρότερες δηλώσεις ότι τα dx και dy είναι µικρές διαφορές, 

εξακολουθεί να συζητά για ακολουθίες. Λέει, «Οι διαφορές και τα αθροίσµατα είναι 

αντίστροφα το ένα του άλλου, δηλαδή, το άθροισµα των διαφορών µιας σειράς 

[ακολουθίας] είναι ένας όρος της σειράς, και η διαφορά των αθροισµάτων µιας 

σειράς είναι ένας όρος της σειράς, κι έτσι συµβολίζω το πρώτο ως dx x=∫ , και το 

τελευταίο ως d x dx=∫ ». Μάλιστα, σε ένα χειρόγραφο που γράφηκε µετά το 1684, ο 

Leibniz λέει ότι η µέθοδός του των απειροστών έχει γίνει ευρέως γνωστή ως λογισµός 

των διαφορών. Η πρώτη δηµοσίευση του Leibniz για το λογισµό είναι στο Acta 

Eruditorum του 1684.2 Σ’ αυτή την εργασία το νόηµα των dy και dx παραµένει 

ασαφές. Λέει σε κάποιο σηµείο, έστω ότι το dx είναι οποιοδήποτε αυθαίρετο µέγεθος, 

και το dy ορίζεται από τη σχέση (βλ. σχήµα 2)      dy:dx=y: υποεφαπτοµένη. 

Τούτος ο ορισµός του dy προϋποθέτει κάποια έκφραση για την 

υποεφαπτοµένη. Οπότε ο ορισµός δεν είναι πλήρης. Επιπλέον, ο ορισµός του Leibniz 

για την εφαπτοµένη ως γραµµή που συνδέει δύο σηµεία που βρίσκονται απείρως 

κοντά δεν είναι ικανοποιητικός. Επίσης δίνει στην εν λόγω εργασία τους κανόνες που 

είχε συναγάγει το 1677 για το διαφορικό του αθροίσµατος, της διαφοράς, του 

γινοµένου και του πηλίκου δύο συναρτήσεων καθώς και τον κανόνα για την εύρεση 

του ( )nd x . Σε αυτή την τελευταία περίπτωση σκιαγραφεί την απόδειξη για θετικό 

ακέραιο n αλλά λέει ότι ο κανόνας αληθεύει για όλα τα n. Για τους άλλους κανόνες δε 

δίνει αποδείξεις. Κάνει εφαρµογές στην εύρεση εφαπτοµένων, µεγίστων και 

ελαχίστων και σηµείων καµπής. Αυτή η εργασία, που έχει έκταση έξι σελίδων, είναι 

τόσο ασαφής που οι αδελφοί Bernoulli την αποκάλεσαν «ένα αίνιγµα µάλλον παρά 

µια εξήγηση».3   

Σε µια εργασία του 1686 4 ο Leibniz δίνει την  
2

2
2

2

dx
y x x

x x
= − +

−
∫  ως 

την εξίσωση της κυκλοειδούς. Ο στόχος του εδώ είναι να καταδείξει ότι µέσω των 

µεθόδων του και του συµβολισµού του, κάποιες καµπύλες µπορούν να εκφραστούν 

ως εξισώσεις οι οποίες δε µπορούν να προκύψουν µε άλλους τρόπους. Αυτό το 

επαναβεβαιώνει στην Historia του όπου λέει ότι τα dx, ddx (δεύτερη διαφορά) του 

και τα αθροίσµατα που είναι τα αντίστροφα αυτών των διαφορών µπορούν να 

εφαρµοσθούν σε όλες τις συναρτήσεις του x, χωρίς να εξαιρεί τις µηχανικές καµπύλες 

του Vieta και του Descartes, για τις οποίες ο Descartes είχε πει ότι δεν έχουν 

 
2   Acta  Erud., 3, 1684 , 467–473 =Math.  Schriften , 5 , 220–226 
3   Leibniz : Math.  Schriften, 3, Part  1, 5 
4    Acta  Erud ., 5, 1686, 292–300=  Math.  Schriften, 5, 226–233 
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εξισώσεις. Ο Leibniz λέει επίσης ότι µπορεί να περιλάβει καµπύλες τις οποίες ο 

Newton δε µπορούσε να χειριστεί ακόµη και µε τη µέθοδο των σειρών του. 

   Στην εργασία του 1686 όπως και σε επόµενες εργασίες,5 ο Leibniz έδωσε τα 

διαφορικά των λογαριθµικών και εκθετικών συναρτήσεων και αναγνώρισε τις 

εκθετικές συναρτήσεις ως µια κλάση. Μελέτησε επίσης την καµπυλότητα, τον 

εφαπτόµενο κύκλο και τη θεωρία των περιβαλλουσών. Σε µια επιστολή του 1697 

προς τον Johann Bernoulli, διαφόριζε µέσα στο σύµβολο του ολοκληρώµατος ως 

προς µια παράµετρο. Επίσης είχε την ιδέα ότι πολλά αόριστα ολοκληρώµατα 

µπορούσαν να υπολογιστούν µε αναγωγή τους σε γνωστές µορφές και συζητά την 

κατασκευή πινάκων για τέτοιες αναγωγές– µε άλλες λέξεις, για έναν πίνακα 

ολοκληρωµάτων. Προσπάθησε να ορίσει τα διαφορικά ανώτερης τάξης όπως το ddy 

(d2y) και dddy (d3y), αλλά οι ορισµοί δεν υπήρξαν ικανοποιητικοί. Αν και δεν πέτυχε, 

προσπάθησε επίσης να βρει ένα νόηµα για το dαy όπου το α είναι οποιοσδήποτε 

πραγµατικός αριθµός. Σε σχέση µε το συµβολισµό, ο Leibniz εργάστηκε επιµελώς για 

να επιτύχει το βέλτιστο. Τα dx, dy και dy/dx του εξακολουθούν, φυσικά, να είναι 

τυπικά. Εισήγαγε το συµβολισµό log ,  nx d  για το n-οστό διαφορικό και ακόµη τα 
1  και nd d− −

 για το ∫ και τη n-οστή επανάληψη άθροισης, αντιστοίχως. 

Εν γένει το έργο του Leibniz,  αν και πλήρες ιδεών και προτάσεων και 

εµβριθές, υπήρξε τόσο ατελές και αποσπασµατικό που ήταν µετά βίας καταληπτό. 

Ευτυχώς, οι αδελφοί Bernoulli, James και Johann, που είχαν εξαιρετικά 

εντυπωσιαστεί και κεντριστεί από τις ιδέες του Leibniz, επεξεργάστηκαν τις 

πρόχειρες εργασίες του και συνεισέφεραν ένα τεράστιο πλήθος από νέες εξελίξεις τις 

οποίες θα συζητήσουµε στη συνέχεια. Ο Leibniz συµφώνησε ότι ο λογισµός 

οφείλονταν σ’ αυτούς τόσο όσο και σ’ αυτόν. Τo  1700 ο Εκλέκτορας του 

Βρανδεµβούργου πρότεινε στο Leibniz να εργασθεί γι’ αυτόν στο Βερολίνο. Ενόσω 

εµπλέκονταν σε όλων των ειδών τις πολιτικές διαδικασίες, συµπεριλαµβανοµένης και 

της διαδοχής του George Ludwig του Ανοβέρου στον αγγλικό θρόνο, ο Leibniz 

εργάζονταν σε πολλούς τοµείς και οι παράπλευρες δραστηριότητές του κάλυπταν ένα 

τεράστιο φάσµα. Πηγαίνοντας  στο  Ανόβερο  έµεινε  επί  ένα  χρόνο  στο  

Άµστερνταµ, όπου  γνωρίστηκε  µε  τον   εβραίο  Benedict     de Spinoza    (1632– 

1677)  και  µηχανεύτηκε  µία  από  τις  σκοτεινότερες  συναλλαγές  σε  όλη του την  

µακρά  καριέρα  ως  φιλοσόφου  διπλωµάτη. Η  ιστορία  του  πάρε–δώσε  του Leibniz  

µε  το  «µεθυσµένο  µε  το  θεό»  Σπινόζα, µπορεί  να  µην  είναι  πλήρης, αλλά  όπως 

τουλάχιστον  πιστεύεται  σήµερα, φαίνεται  ότι  ο Leibniz  φέρθηκε  για  µία  φορά  

πολύ  ανήθικα  σε  σχέση µε  ένα  θέµα  ηθικής, δηλαδή ένα  θέµα  που  πιάνει  τα  

πάντα.  Πήρε  µαζί  του  άφθονα  αποσπάσµατα  από  το  αδηµοσίευτο  αριστούργηµα  

του  Σπινόζα  Ethica  (Ordina  Geometrica  Demonstrata), µια  διατριβή  στην  ηθική, 

ανεπτυγµένη  κατά  τον  τρόπο  της  γεωµετρίας  του  Ευκλείδη. 

   Όταν  πέθανε  ο Σπινόζα   τον  επόµενο  χρόνο, ο Leibniz  φαίνεται  πως  

βρήκε  βολικό  να  χάσει  τα  αναµνηστικά  που  έφερε  από  την  επίσκεψη  του  στο  

Άµστερνταµ.  Οι  µελετητές  αυτών  των  θεµάτων  φαίνεται  να  συµφωνούν  πως  η  

φιλοσοφία  του  Leibniz, όπου  έρχεται  σε  επαφή  µε  την  ηθική, είναι  παρµένη  

από  τον  Σπινόζα  χωρίς  την  οφειλόµενη  αναγνώριση. Στο  Ανόβερο  αναγκάσθηκε  

να  παραµερίσει  την  προσωπική  του  εργασία, διότι  του  είχε  ανατεθεί  η  

συγγραφή  της  ιστορίας  του  οίκου  της  Βρουνεσβίκης. Οι  έρευνες  του  για  την  

πραγµατοποίηση  του  έργου  τον  οδήγησαν  στην  Αυστρία  και  στην  Ιταλία  

(1687–1689) όπου  εργάσθηκε  στα  αρχεία  και  συγκέντρωσε  για  προσωπική  του  
 

5    Acta  Erud ., 1692, 168–171=  Math.  Schriften, 5, 266–269 ; Acta Erud . ,1694 = Math.  Schriften, 

5 , 301–306  



25 

 

χρήση  πολύ υλικό. Μέρος  του  υλικού  αυτού  δηµοσιεύθηκε  όταν  ζούσε  ο 

Leibniz, αλλά  η  ίδια  η  «ιστορία» του  δε  δηµοσιεύθηκε  παρά  το  1843, δηλαδή  

150 περίπου  έτη  από  τον  θάνατο  του. Η  πρώτη  δηµοσίευση  έγινε  στις  

11.07.1677 , έντεκα  χρόνια  µετά  από  την  αδηµοσίευτη  ανακάλυψη  του  

Νεύτωνα, η  οποία  δε  δηµοσιεύθηκε  από  το  Νεύτωνα  παρά  µόνο  αφού  είχε  

εµφανισθεί  η  εργασία  του Leibniz.  

   Στο  διάστηµα  ανάµεσα  στο  1677  και  στο  1704  ο  λογισµός  του Leibniz 

είχε  αναπτυχθεί  στην  ηπειρωτική  Ευρώπη  ως  ισχυρό  εργαλείο  και  εύκολο  στην  

εφαρµογή  του, κυρίως  χάρις  στις  προσπάθειες  των  Ελβετών  Bernoulli, του  Jacob  

και  του  αδελφού  του  Johann.  Στην  Αγγλία  αντιθέτως, εξ΄ αιτίας  της  απροθυµίας  

του  Νεύτωνα  να  µοιραστεί  ελεύθερα  µε  άλλους  τις  µαθηµατικές  του  

ανακαλύψεις, ο  λογισµός  δεν  είχε  ακόµη  δοκιµαστεί  αρκετά. Ένα  µικρό  δείγµα  

από  τα  πράγµατα  που  κόστισαν  στον Leibniz  (και  πιθανόν  και  στον  Νεύτωνα) 

πολλή  σκέψη  και  προσπάθεια  µέχρι  να  βρεθεί  ο  σωστός  τρόπος–ενώ  σήµερα  

είναι  κάτι  το  απλό  για  τους  αρχάριους  στον  λογισµό– µπορεί  να  δώσει  µία  

ιδέα  για  το  δρόµο  που  καλύψανε  τα  µαθηµατικά  από  το  1675.   Αντί  για  τα  

απειροστά  του Leibniz  θα  χρησιµοποιήσουµε  τους  ρυθµούς  (ταχύτητες) 

µεταβολής.  Αν  u, v είναι  συναρτήσεις  του  χ, πως  µπορεί  να  εκφρασθεί  η  

ταχύτητα  µεταβολής  της  uv  ως  προς  το  χ  µε  τη  βοήθεια  των  αντίστοιχων  

ταχυτήτων  µεταβολής  των  u, v  ως  προς  χ;  

  Με  τα  σύµβολα  πως  είναι  το  d(uv) / dx  συναρτήσει  των  du/dx  και     dv/dx ; 

Στον Leibniz φάνηκε  πως  θα  έπρεπε  να  είναι  du/dx·dv/dx  το  οποίο  δεν  

έχει  καµία  σχέση  µε  το  σωστό  d(uv)/dx  = u·dv/dx+v·du / dx. Η  αντιδικία  άρχισε  

στα  σοβαρά  όταν  ο  Leibniz, διπλωµατικά  καλυµµένος  πίσω  από  την  εκδοτική  

παντογνωσία  και  ανωνυµία, έκανε  µία  αυστηρή  κριτική  επισκοπώντας  το  έργο  

του  Νεύτωνα  στο  Acta  Eruditorum,  που  είχε  ο  ίδιος  ο Leibniz  συστήσει το  

1682 και  του  οποίου  ήταν  υπεύθυνος  έκδοσης. Υπήρξε εκείνος που πρότεινε, το 

1669, την ίδρυση µιας Γερµανικής Ακαδηµίας Επιστηµών. Τελικά η Ακαδηµία του 

Βερολίνου οργανώθηκε το 1700. Η αρχική του εισήγηση ήταν για µια εταιρεία που 

θα κάνει εφευρέσεις στη µηχανική και ανακαλύψεις στη χηµεία και τη φυσιολογία 

που θα ήταν ωφέλιµες για την ανθρωπότητα. Ο Leibniz ήθελε να εφαρµόζεται η 

γνώση. Αποκαλούσε τα πανεπιστήµια «καλογερίστικα» και τα κατηγόρησε ότι 

κατείχαν µάθηση αλλά όχι κρίση και απορροφούνταν σε µικροπράγµατα. Αντ’ αυτού 

παρότρυνε την αναζήτηση της πραγµατικής γνώσης– των µαθηµατικών, της φυσικής, 

της γεωγραφίας, της χηµείας, της ανατοµίας, της βοτανολογίας, της ζωολογίας και 

της ιστορίας. Για τον Leibniz οι ικανότητες του τεχνίτη και του πρακτικού ήταν πιο 

πολύτιµες από τις σπουδασµένες λεπτολογίες  των επαγγελµατιών λογίων. Ευνοούσε 

τη γερµανική γλώσσα έναντι της λατινικής επειδή η λατινική ήταν σύµµαχη προς την 

παλαιότερη, άχρηστη διανόηση.  

Οι άνθρωποι καλύπτουν την άγνοιά τους, έλεγε, χρησιµοποιώντας τη λατινική 

γλώσσα για να εντυπωσιάζουν του άλλους. Τα γερµανικά, από την άλλη πλευρά, 

ήταν κατανοητά από τους κοινούς ανθρώπους και µπορούσαν να αναπτυχθούν για να 

βοηθήσουν τη σαφήνεια της σκέψης και την οξύνοια των συλλογισµών.    Στα  τέλη  

του  αιώνα  ο Leibniz διορίσθηκε  σε  σπουδαία  διπλωµατική  θέση  ως  

µυστικοσύµβουλος εκτός  των  εκλεκτόρων  του  Ανοβέρου  και  του 

Βρανδεµβούργου και του  Μεγάλου  Πέτρου  καθώς και ο  πρώτος  πρόεδρος  της  

βασιλικής  ακαδηµίας  του  Βερολίνου  (1700), αλλά  δεν  µπόρεσε  να  πράξει  το  

ίδιο  στην  Πετρούπολη, Βιέννη  και  ∆ρέσδη, αν  και  το  επεδίωξε. Μετά  τον  

θάνατο  του  όµως  τέθηκαν  σε  εφαρµογή  τα  σχέδια  για  την  Ακαδηµία  

Επιστηµών  της  Αγίας  Πετρούπολης, που  είχε  καταστρώσει  για  λογαριασµό  του  
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Μεγάλου  Πέτρου. Η  προσπάθεια  ίδρυσης  µίας  βιεννέζικης  Ακαδηµίας  

εµποδίστηκε  από  τους  Ιησουΐτες  όταν  ο Leibniz  επισκέφθηκε  την  Αυστρία  για  

τελευταία  φορά  το  1714. Το  ότι  οι  Ιησουΐτες  τα  κατάφεραν  απέναντι  στον  

µαέστρο  της  διπλωµατίας  σε  ένα  ζήτηµα  ακαδηµαϊκής  πολιτικής, δείχνει  πόσο  

άσχηµα  άρχισε  να  ξεπέφτει  ο  Leibniz στην  ηλικία  των  68  ετών. ∆εν  ήταν  πια  

ο  ίδιος  και  πραγµατικά  τα  τελευταία  του  χρόνια  δεν  ήταν  παρά  η  µακρινή  

σκιά  του  περασµένου  µεγαλείου  του.  Έχοντας  υπηρετήσει  πρίγκιπες  σε  όλη  του  

τη  ζωή, λάβαινε  τώρα  το  αντίτιµο  αυτής  της  υπηρεσίας. 

 Άρρωστος, γέρος  και  καταπονηµένος  από  αντιδικίες, πετάχτηκε  στο  

περιθώριο. Συνολικά  υπηρέτησε επί  40  χρόνια  3  κυρίους  ως  βιβλιοθηκάριος, 

ιστορικός  και  γενικά  ως  εγκέφαλος  της  οικογένειας  των  Brunswick.  Είχε  

µεγάλη  σηµασία  για  µία  τέτοια  οικογένεια  να  γνωρίζει  ακριβώς  την  ιστορία  

όλων  των  σχέσεων  της  µε  άλλες  οικογένειες  εξ΄ ίσου  ευνοούµενες  των  

ουρανών.  Ο  Leibniz δεν  ήταν  απλά  ο  υπεύθυνος  για  τους  καταλόγους  των  

βιβλίων  στην  οικογενειακή  βιβλιοθήκη, αλλά  ένας  καταρτισµένος  γενεαλόγος  

και  ερευνητής  των  µουχλιασµένων  αρχείων, του  οποίου  αποστολή  ήταν  να  

επιβεβαιώσει  το  δίκαιο  των  διεκδικήσεων  των  εργοδοτών  του  στους  µισούς  

θρόνους  της  Ευρώπης  και  σε  περίπτωση  που  δεν  µπορούσε  να  επιβεβαιώσει  

κάτι  τέτοιο, να  το  µεθοδεύσει  µε  προσεκτική  απόκρυψη  στοιχείων.   

Οι  ανάγκες  των  ιστορικών  του  ερευνών  τον  οδήγησαν  από  τη  µία  άκρη  

της  Γερµανίας  στην  άλλη  και  από  εκεί  στην  Αυστρία  και  την  Ιταλία  στα  

χρόνια  1687–1690. Στη  διάρκεια  της  παραµονής  του  στην  Ιταλία  επισκέφθηκε 

την  Ρώµη  και εκεί  ο  Πάπας  τον  παρότρυνε  να  δεχθεί  τη  θέση  του  

βιβλιοθηκάριου  στο  Βατικανό. Καθώς  όµως  προϋπόθεση  για  να  γίνει  κάτι  

τέτοιο  ήταν  να  ασπασθεί  τον  καθολικισµό, αρνήθηκε . Ήταν  όµως  έτσι;  Η  

απροθυµία  του  να  αφήσει  ένα  καλό  πόστο  για  ένα  άλλο  ίσως  να  τον  οδήγησε  

στην  επόµενη  εφαρµογή  του  «καθολικού  του  χαρακτηριστικού», του  πλέον  

φιλόδοξου  από  όλα  τα  καθολικά  του  οράµατα. Αν  το  πετύχαινε  αυτό, θα  

µπορούσε  να  µπει  στο  Βατικανό  χωρίς  να  χάσει  την  αξιοπρέπεια  του.  

Το  µεγαλεπήβολο  σχέδιο  του  ήταν  ούτε  λίγο  ούτε  πολύ  η  επανένωση  

των  2  Εκκλησιών, της  καθολικής  και  της  προτεσταντικής  όµως  το  µόνο  που  

κατάφερε ήταν να  κάνει  πολλούς  εξαίρετους  ανθρώπους  πιο  πεισµατάρηδες  από  

πριν και  οξύτερους  στις  µεταξύ  τους  επιθέσεις. Ήταν  τότε  που  στράφηκε  στην  

φιλοσοφία  για  να  βρει  παρηγοριά.  Οι  φιλοσοφίες  κατέλαβαν  το  υπόλοιπο  της  

ζωής  του, συνολικά  ένα  τέταρτο  του  αιώνα. Το  Σεπτέµβριο  του  1714  επέστρεψε  

στο  Brunswick. Τότε  ο εργοδότης  του, ο  εκλέκτορας  Γεώργιος  Λουδοβίκος  του  

Ανοβέρου  έγινε ο  πρώτος  Γερµανός βασιλιάς  της  Αγγλίας-  «ο  έντιµος  

χοντροκέφαλος» όπως  είναι  γνωστός  στην  αγγλική ιστορία-, αλλά   ο Leibniz  πήρε  

διαταγή  να  µην  τον  ακολουθήσει , αλλά  να  παραµείνει  στο  Ανόβερο  για  να  

συνεχίσει  την  «ιστορία» του. Τίποτα  δε  θα  ευχαριστούσε  τον  Leibniz  

περισσότερο, από  το  να ακολουθήσει  τον  Γεώργιο  στην  Αγγλία, αν  και  οι  

εχθροί  του  στη  βασιλική  εταιρεία  ήταν  πολυάριθµοι  και  γεµάτοι  µίσος  λόγω  

της  διένεξης  του  µε  το  Νεύτωνα. Στα  τελευταία  του  χρόνια  µάλιστα  

εγκαταλείφθηκε  από  όλους  και  µόνο  ο  Φοντενέλ  εξεφώνισε  εγκωµιαστικό  λόγο  

στη  Γαλλική  Ακαδηµία  για  την  προσωπικότητα  του. 

   Όταν  ύστερα  από  2  έτη  (Σάββατο, 14.11.1716, ώρα 10 p.m.)  πέθανε, αυτή  

η  «ιστορία » του, διπλωµατικά  εξωραϊσµένη, δεν είχε  ακόµη  ολοκληρωθεί. Παρά  

τη  σκληρή  δουλειά  του, δεν  είχε  καταφέρει  να  προχωρήσει  πέραν  του  έτους  

1005, έχοντας  καλύψει  διάστηµα  µικρότερο  των  300  ετών.  Η  οικογένεια  ήταν  

τόσο  µπερδεµένη  στις  γαµήλιες  περιπέτειες  της, που  ακόµα  και  ο  Leibniz  δε  
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µπορούσε  να τους  ξεκηλιδώσει  όλους. Οι  Brunswickers  έδειξαν  την  εκτίµηση  

τους  για  αυτή  την  τεράστια  εργασία  µε  το  να  ξεχάσουν  τα  πάντα  γύρω  από  

αυτή  µέχρι  το  1843  που  δηµοσιεύθηκε.  Όµως  το  κατά  πόσο  δηµοσιεύθηκε  

πλήρης  ή  αποκαθαρµένη  θα  παραµείνει  άγνωστο.  Το  φιλοσοφικό  του  σύστηµα  

ήταν  ασφαλώς  το  τελευταίο  και  το  πιο  πολύπλοκο  από  τα  µεγάλα  φιλοσοφικά  

συστήµατα  του  17ου  αιώνα. Το σύστηµα  αυτό  ήταν  ανάλυση της  ουσίας.  Με  το  

σύστηµα  του  επιχείρησε  να  οικοδοµήσει  απαγωγική  µέθοδο, η  οποία  βασιζόταν  

σε  γενικές  αρχές  αυταπόδεικτα  αληθινές, οι  οποίες  µπορούσαν  να  αναγάγουν  το  

όλο  πεδίο  του  επιστητού  σε  λογική  τάξη. Το  σύστηµα  του  αποτέλεσε  το  

κίνητρο  για  τις  ανακαλύψεις  του  στη  σφαίρα  της  λογικής  και  των  

µαθηµατικών. Μετά  από  τον  Αριστοτέλη  µπορεί  να  αποκληθεί  επίσης  ο  

δηµιουργός  της  λογικής  και  ιδιαίτερα  του  σύγχρονου  λογικού  λογικισµού. 

   Προσπάθησε  να  συµβιβάσει  τη  θρησκεία  µε  τη  φιλοσοφία. Στο  βάθος  

της  ύπαρξης  των  όντων  υπάρχουν  δύο  δυνάµεις. Η  νόηση  και  η  δύναµη.  Ο  

θεός  είναι  άπειρος  σε  νόηση  και  δύναµη. Όσο  τα  δύο αυτά  στοιχεία  

αδυνατίζουν, τόσο  µεγαλύτερη  και  η  κατάπτωση  των  όντων. Πρωτοτυπία  

παρουσιάζει  η  θεωρία  του  περί «µονάδων». Ο  κόσµος  δεν  είναι  παρά  ένα  

σύνολο  µονάδων, διαφορετικής  αξίας  και  στιλπνότητας.  Υπέρτατη  µονάδα  είναι  

ο  θεός.  Αξιοσηµείωτη  επίσης  είναι  η  αισιοδοξία  του  για  τον  κόσµο. Έλεγε  ότι  

«ο  κόσµος  µας  είναι  ο  καλύτερος  από  όλους  τους  κόσµους, που  θα  µπορούσαν  

να  γίνουν», αντίληψη  που  σατίρισε  ο  Βολτέρος  στον  «Αγαθούλη» του. 

   Για  πολλούς  µελετητές  ο  Leibniz είναι  ο  περισσότερο  σύγχρονος  από  

τους  κλασσικούς  φιλοσόφους  των  νέων  χρόνων. Βασική  του  θεωρία  είναι  

εκείνη  της  γνώσης.  Το  κέντρο  των  θεωριών  αυτών  βρίσκεται  στη  διάκριση  

µεταξύ  αληθειών του  λόγου  και  αληθειών  των  πραγµάτων. Κάθε  συλλογισµός  

βασίζεται  σε  µια  από  τις  δύο  αρχές , είτε  των  λογικών  κανόνων  της  ταυτότητας  

και  της  αντίθεσης, είτε  σε  εκείνες  της  αρχής  του  «αποχρώντος  λόγου». Η  αρχή  

του  «αποχρώντος  λόγου»  είναι πολύπλοκη. Επιφανειακά  σηµαίνει  απλώς  ότι  

συσχετισµοί  ή  αιτιώδεις  σχέσεις  µπορούν  να  βρίσκονται  µεταξύ  των  γεγονότων. 

Στην  πραγµατικότητα  όµως  οδηγούν  σε  σειρά  συλλογισµών, από  τους  οποίους  

συνάγονται  τα  επιδιωκόµενα  συµπεράσµατα. Η  µεταφυσική  του  φιλοσόφου  εξ  

άλλου, η  οποία  ουσιαστικά  πηγάζει  από  τον  Αριστοτέλη, µπορεί  να  

χαρακτηρισθεί  και  ως  πολυαρχικός  ιδεαλισµός  αν  και  όχι  φυσικά  στην  

κυριολεξία. Η  µεταφυσική  του  Leibniz  φθάνει  στο  αποκορύφωµα  της  µε  την  

ορθολογική  του  θεολογία. Στο  Θεό  αποδίδεται  η  δηµιουργία  απείρων  ουσιών, 

ενώ  η  δηµιουργία  δεν  είναι  δύναµη, η οποία  ανήκει  στην  ουσία. Λέµε  ότι  

υπάρχει, αλλά  η  ύπαρξη  του  είναι  αναγκαία  περισσότερο  παρά  τυχαία. Για  την  

ύπαρξη  του  υπάρχει  µία  απόδειξη  α priori και  µία  a  posteriori. 

   Η  πρώτη  είναι  επανάληψη  της  οντολογικής  απόδειξης  και  η  δεύτερη  

υποστηρίζει  ότι  η  τελειότητα  του  θεού  µπορεί  να  αποδειχθεί  από  την  τάξη  και  

την  αρµονία  της  φύσης. Ο Leibniz  επιδιώκει  να  αποδείξει  ότι  η  µεταφυσική  

τελειότητα  του  θεού  εξυπονοεί  ηθική  τελειότητα  και  αρµονία  της  φύσης.  Παρά  

το  πέρασµα  του  χρόνου  οι  φιλοσοφικές  θεωρίες  του  Leibniz εξακολουθούν  να  

αποτελούν  το  επίκεντρο  συζητήσεων  και  η  σχετική  µε  τις  απόψεις  του  

βιβλιογραφία  είναι  τεράστια. Γενικά  η  φιλοσοφία  του  άσκησε  γόνιµη  επίδραση  

στον  ευρωπαϊκό  φιλοσοφικό  στοχασµό  και  µελετήθηκε  όσο  λίγες  των  

τελευταίων  αιώνων. Έργα  του  «Μοναδολογία»,  «Θεοδικία», «Περί  µεταφυσικής», 

κ. α. Σήµερα, περίπου  300  χρόνια  από  τον  θάνατο  του, η  εκτίµηση  για  τον  

Leibniz ως  µαθηµατικό  είναι  µεγαλύτερη  από  όση  του  είχαν  για  πολλά  χρόνια  

από  τότε  που  ο  γραµµατέας  του  παρακολούθησε  την  κηδεία  του  και  συνεχίζει  
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να  µεγαλώνει. Ως  διπλωµάτης  και  δηµόσιος  άνδρας, ήταν  ισάξιος  µε  την  

αντίστοιχη  αφρόκρεµα  κάθε  εποχής  και  τόπου  και  ευφυέστερος  από  όλους  τους 

άλλους  µαζί.   ∆εν  υπάρχει  παρά  ένα  µόνο  επάγγελµα  στον  κόσµο  αρχαιότερο  

από  το  δικό  του και  µέχρι  αυτό  να  γίνει  παραδεκτό  θα  ήταν  πρόωρο  να  

δικάσουµε  κάποιον  γιατί  διάλεξε  τη  διπλωµατία  για  βιοπορισµό. 

   «Καθολική  µεγαλοφυΐα» είναι  ο  όρος  που  ταιριάζει  στον  Leibniz  χωρίς  

υπερβολή, κάτι  που  δε  συµβαίνει  µε  τον  Νεύτωνα, τον  ανταγωνιστή  του  στα  

µαθηµατικά  αλλά  ασύγκριτο  του  στη  φυσική  φιλοσοφία. Ακόµα  και  στα  

µαθηµατικά  η  καθολικότητα  του  Leibniz  αντιδιαστέλλεται  από  την  απαρέγκλιτη  

προσήλωση  του  Νεύτωνα  σε  ένα  µοναδικό  στόχο, εκείνον  της  εφαρµογής  του  

µαθηµατικού  συλλογισµού  στα  φαινόµενα  του  φυσικού  σύµπαντος: O Νεύτωνας  

συνέλαβε    ένα  πράγµα  πρώτου  µεγέθους  στα  µαθηµατικά, ο  Leibniz  δύο. 

Το  πρώτο  από  αυτά  ήταν  ο  λογισµός, το  δεύτερο  η  συνδυαστική  

ανάλυση. Ο  λογισµός  είναι  η  φυσική  γλώσσα  του  συνεχούς. Η  συνδυαστική  

ανάλυση  επιτυγχάνει  για  το  διακριτό, ότι  ο  Leibniz  για  το  συνεχές. Στη  

συνδυαστική  ανάλυση  έχουµε  να  κάνουµε  µε  µία  συλλογή  διακεκριµένων  

πραγµάτων, που  το  καθένα  έχει  τη  δική  του  ατοµικότητα  και  µας  ζητείται– στη  

γενικότερη  περίπτωση– να  διατυπώσουµε  τις  σχέσεις  που  υφίστανται (αν  

υφίστανται) ανάµεσα  σε  αυτά  τα  πλήρως  ετερογενή  πράγµατα. Εδώ  δεν  

εξετάζουµε  τις  επιβαλλόµενες  από  εµάς  οµοιότητες  ανάµεσα  στα  µαθηµατικά  

αντικείµενα  αλλά  οτιδήποτε  τα  ξεχωριστά  αντικείµενα, ως  ξεχωριστά  

αντικείµενα, έχουν  κοινό – προφανώς  όχι  πολλά  πράγµατα. Στην  πραγµατικότητα  

φαίνεται  πως, στο  τέλος, όλα  όσα  µπορούµε  να  πούµε  µε  συνδυαστική  γλώσσα, 

καταλήγουν  στο  να  µετρήσουµε  µε  διαφόρους  τρόπους  τα  ξεχωριστά  

αντικείµενα  και  να  συγκρίνουµε  τα  αποτελέσµατα. Το  ότι  αυτή  η  φαινοµενικά  

αφηρηµένη  και  άγονη  διαδικασία  θα  οδηγούσε  σε  κάτι  σηµαντικό, φαίνεται  σα  

θαύµα, αποτελεί  όµως  γεγονός.  Ο  Leibniz  υπήρξε  πρωτοπόρος  σε  αυτό  το  

πεδίο  και  ήταν  από  τους  πρώτους  που  αντιλήφθηκε  πως  η  ανατοµία  της  

λογικής– «οι  νόµοι  της  σκέψης» είναι  θέµα  συνδυαστικής  ανάλυσης.   

Στις  µέρες  µας, ολόκληρο  το  αντικείµενο  έχει  αριθµοποιηθεί. Με  τον  

Νεύτωνα,  το  µαθηµατικό  πνεύµα  της  εποχής  του  απέκτησε  ολοκληρωµένη  

µορφή  και  υπόσταση.  Ήταν   αναπόφευκτο  πως  µετά  το  έργο  του  Cavalieri 

(1598–1647), του  Fermat (1601–1665), του Wallis (1616- 1703), του  Barrow  

(1630-1677) και  άλλων, ο  λογισµός  σύντοµα  θα  οργανωνόταν  ως  αυτόνοµη  

γνωστική  περιοχή.   Σαν  ένας  κρύσταλλος  ριγµένος  σε  κεκορεσµένο  διάλυµα  την  

κρίσιµη  στιγµή, ο  Νεύτωνας  στερεοποίησε  τις  αιωρούµενες  ιδέες  της  εποχής  

του  και  µορφοποίησε  τον  λογισµό. Κάθε  πρώτης  τάξεως  µυαλό  θα  µπορούσε   

εξ΄ ίσου  καλά  να  παίξει  το  ρόλο  του  κρυστάλλου. Ο  Leibniz  ήταν  το  άλλο  

πρώτης  τάξης  µυαλό  της  εποχής  και  αποκρυστάλλωσε  επίσης  το  λογισµό.  

Όµως  υπήρξε  κάτι  περισσότερο  από  ένας  καταλύτης  για την έκφραση  του  

πνεύµατος  του  καιρού  του, κάτι  που  δε  συνέβαινε  στα  µαθηµατικά  µε  τον  

Νεύτωνα. 

Οραµατιζόµενος  ένα  «καθολικό  χαρακτηριστικό», ο  Leibniz  βρισκόταν  

περισσότερο  από  δύο  αιώνες  µπροστά  από  την  εποχή  του  και  περιοριζόµαστε  

µόνο  στα  µαθηµατικά  και  τη  λογική. Όπως  έχει  δείξει  µέχρι  τώρα  η  ιστορική  

έρευνα, ήταν  µόνος  του  στο  δεύτερο  µεγάλο  µαθηµατικό  όραµα  του. Ο  

συνδυασµός σε  ένα  µυαλό  εξαιρετικών  ικανοτήτων  σε  δύο  πλατιά, αντιθετικά  

πεδία  µαθηµατικής  σκέψης, το  αναλυτικό  και  το  διακριτό, δεν είχε  ξανασυµβεί  

πριν  από  τον  Leibniz, αλλά  ούτε  και  µετά  από  αυτόν. Είναι  η  µοναδική  

περίπτωση ανθρώπου  στην  ιστορία  των  µαθηµατικών που  διέθετε  και  τις  δύο  
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ποιότητες  σκέψης  σε  υπερθετικό  βαθµό. Η  συνδυαστική  του  κατεύθυνση  

αντανακλάται  στο  έργο  των  γερµανών  διαδόχων  του, κυρίως  σε  τετριµµένα  

πράγµατα. Μόνο στον 20 ο  αιώνα  µε  το  έργο  των  Whitehead  και  Russell, που  

συνέχισαν  εκείνο  του  Boole  στον  19ο, πραγµατοποιήθηκε  µερικώς  το  όραµα  του  

Leibniz  για  έναν  καθολικό  συµβολικό  λογισµό, ώστε  η  µέγιστη  σηµασία  για  

ολόκληρη  τη  µαθηµατική  και  επιστηµονική  σκέψη  της  συνδυαστικής  πλευράς  

των  µαθηµατικών  να  αναδειχθεί  στο  βαθµό  που  ο  Leibniz  είχε  προβλέψει.  

   Σήµερα  η  συνδυαστική  µέθοδος  του  Leibniz, όπως  αναπτύχθηκε  στη  

συµβολική  λογική  και  στις  επεκτάσεις  της, είναι  τόσο  σηµαντική  για  την  

ανάλυση- που  µαζί  µε  το  Νεύτωνα  την  ώθησαν  προς  τη  σηµερινή  της  

πολυπλοκότητα- όσο  η  ίδια  η  ανάλυση, διότι  η  συµβολική  µέθοδος  προσφέρει  

τη  µόνη  ορατή  δυνατότητα  απαλλαγής  της  µαθηµατικής  ανάλυσης  από  τα  

παράδοξα  και  τις  αντινοµίες  που  έχουν  µολύνει  τα  θεµέλια  της  από  τα  χρόνια  

του  Ζήνωνα. Ο  Leibniz  δεν  επεξεργάστηκε  ο  ίδιος  το  µεγάλο  του  σχέδιο  της  

αναγωγής  όλου  του  ακριβούς  λογισµού  σε  µία  συµβολική  τεχνική. Όµως  το  

συνέλαβε  ολόκληρο  και  έκανε  ένα  σηµαντικό  ξεκίνηµα.  Οι  υπηρεσίες  προς  

τους  πριγκιπούληδες  του  καιρού  του, που  του  απέφεραν  ανάξιες  λόγου  τιµές  

και  περισσότερα  πράγµατα  από  όσα  χρειαζόταν, η  καθολικότητα  του  µυαλού  

του  και  οι  εξαντλητικές  αντιπαραθέσεις  κατά  τη  διάρκεια  των  τελευταίων  του  

χρόνων, όλα  συνέτειναν  στο  να  µην  καταφέρει  ο  Leibniz  να  δηµιουργήσει  ένα  

αριστούργηµα  ανάλογο  µε  το  Principia  του  Νεύτωνα. 

   Σε  µια  σύντοµη  περίληψη  όσων  πέτυχε  ο Leibniz, των  πολυποίκιλων  

δραστηριοτήτων  του  και  της  ακοίµητης  περιέργειας  του, θα  ξαναδούµε  να  

επανεµφανίζεται  η  τραγωδία  του  κοινωνικά  ανικανοποίητου  που  πρόωρα  

ανέκοψε  τη  δηµιουργική  πορεία  σε  περισσότερα  από  ένα  µαθηµατικά  ταλέντα  

υψίστου  επιπέδου.  Την  είδαµε  στην  περίπτωση  του  Νεύτωνα, ο  οποίος  επεδίωκε  

τη  λαϊκή  εκτίµηση  που  δεν  άξιζε  ούτε  το  φτύσιµο  του  και  θα  την δούµε  στον  

Gauss, που  η  ανάγκη  του  να  πετύχει  την  αναγνώριση  ανθρώπων  διανοητικά  

κατώτερων  του  τον  αποµάκρυνε  από  το  µεγαλύτερο  του  έργο. Μόνο  ο  

Αρχιµήδης  ανάµεσα  στους  µέγιστους  µαθηµατικούς  κράτησε  διαφορετική  στάση.  

Μόνο  αυτός  γεννήθηκε  µέσα  στην  κοινωνική  τάξη  της  οποίας  οι  άλλοι  

επεδίωκαν  να  γίνουν  µέλη.  Ο  Νεύτωνας  το  έκανε  µε  τρόπο  ωµό  και  άµεσο. Ο  

Gauss  έµµεσα  και  χωρίς  αµφιβολία  υποσυνείδητα, µε  το  να  αναζητήσει  την  

επιδοκιµασία  ανθρώπων  µε  εδραιωµένη  φήµη  και  αναγνωρισµένη  κοινωνική  

θέση, µολονότι  ο  ίδιος  ήταν  ο  πιο  απλός  ανάµεσα  στους  απλούς. Και  έτσι  

µπορεί  να  ειπωθεί  για  την  αριστοκρατία:  το  να  είσαι  αριστοκράτης  από  

γεννησιµιού  σου, ή  το  να  κατέχεις  κάποια  κοινωνική  διάκριση, είναι  το  µόνο  

πράγµα  που  θα  σου  δείξει  το  µέγεθος  της  ασηµαντότητας  της. 

   Στην  περίπτωση  του  Leibniz, η  απληστία  του  για  χρήµατα, που  του  

µεταδόθηκε  από  τους  αριστοκράτες  εργοδότες  του, συνέβαλε  στη  διανοητική  

του  απραξία: µία  ζωή  καταπιανόταν  µε  το  να  ξεµπερδεύει  τα  γενεαλογικά  

δέντρα  των  µισοβασιλικών  µπαστάρδων- οι  απόγονοι  των  οποίων  του  πλήρωναν  

µεγάλους  µισθούς- και  µε  το  να  αποδεικνύει, βασισµένος  στην  αξεπέραστη  

νοµική  γνώση  του, τα  κληρονοµικά  τους  δικαιώµατα  σε  δουκάτα, κάτι  που  οι  

«je  m’ en  fou » πρόγονοι  τους  είχαν  αµελήσει  να  ξεκαθαρίσουν. Αλλά  ακόµη  

πιο  καταστροφικό  για  αυτόν  από  την  επιθυµία  του  για  τα  χρήµατα, ήταν  το  

καθολικό  του  µυαλό  και  η  ικανότητα  του  να  κινείται  σε  πολλά  επίπεδα, κάτι  

για  το  οποίο  χρειαζόταν  χίλια  χρόνια  ζωής  και  όχι  εβδοµήντα  µόνο. 

   Σύµφωνα  µε  τις  επικρίσεις  του  Gauss, ο  Leibniz  σπατάλησε  το  λαµπρό  

του  µαθηµατικό  ταλέντο  σε  µία  πλησµονή  γνωστικών  αντικειµένων, τέτοιων  που  
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κανένα  ανθρώπινο  πλάσµα  δε  θα  µπορούσε  να  ελπίζει  ότι  θα  πετύχαινε  

εξαιρετικά  αποτελέσµατα, ενώ –κατά  τον  Gauss– στα  µαθηµατικά  είχε  όντως  

έµφυτες  εξαιρετικές  ικανότητες. Όµως  γιατί  να  τον  κατακρίνουµε; Ήταν  ότι  

ήταν  και  είτε  το  ήθελε  είτε  όχι, έπρεπε  να  υποταχθεί  σε  αυτό  και  να  δεχθεί  

τις  συνέπειες  της  ιδιαιτερότητας  του.   Ακριβώς  η  διάχυση  της  µεγαλοφυΐας  του  

ήταν  που  τον  κατέστησε  ικανό  του  οράµατος  του  «καθολικού  

χαρακτηριστικού», κάτι  που  δε  µπόρεσαν  να  συλλάβουν  οι  Αρχιµήδης, 

Νεύτωνας  και  Gauss. Μπορεί  να   χρειάστηκαν  άλλοι  για  να  υλοποιηθεί, ο  

Leibniz  έκανε  τη  δουλειά  του  µε  το  να  δει  το  εφικτό  και  τη  σηµασία  του. 

 

2. Το αρµονικό τρίγωνο του Leibniz 

 

Σχήµα 3. Ένα  κοµµάτι  από  το  αρµονικό  τρίγωνο  του  Leibniz 

 

Οι  ιδιότητες  του  είναι  «ανάλογες  λόγω  αντίθεσης» προς  αυτές  του  

τριγώνου  Pascal. Το  τελευταίο  περιλαµβάνει  ακεραίους, ενώ  το  τρίγωνο  του  

Leibniz  περιέχει  αντίστροφους  των  ακεραίων. Στο  τρίγωνο  του  Pascal, ο  κάθε  

αριθµός  είναι  το  άθροισµα  του  βορειοδυτικού  και  βορειοανατολικού  γείτονα  

του. Στο  τρίγωνο  του  Leibniz  ο  κάθε  αριθµός  ισούται  µε  το  άθροισµα  του  

νοτιοδυτικού  και  του  νοτιοανατολικού  γείτονα  του. Για  παράδειγµα:  

1 1 1

2 3 6
= +   ,   

1 1 1

3 4 12
= +   ,      

1 1 1

6 12 12
= +           

το  οποίο  αποτελεί  και  τον  αναδροµικό  τύπο  του  τριγώνου  του    Leibniz . 

Υπάρχει  επίσης  και  η  εξής  συνοριακή  συνθήκη  του  τριγώνου: Οι  αριθµοί  που  

ανήκουν  στη  βορειοδυτική  µεθόριο  (τη  «µηδενική  λεωφόρο») είναι  οι  

αντίστροφοι  των  διαδοχικών  ακεραίων, 1/1 , ½ , 1/3 , …. Ξεκινώντας  από  τις  

συνοριακές  τιµές  που  είναι  γνωστές, παίρνουµε  τους  υπόλοιπους  αριθµούς  µέσω  

πρόσθεσης  στην  περίπτωση  του  τριγώνου  Pascal, αλλά  µέσω  αφαίρεσης  στο  

παρόν  τρίγωνο.  Στο  παραπάνω  σχήµα  υπάρχουν  µερικά  κενά  τα  οποία  µπορούν  

αµέσως  να  συµπληρωθούν  µε  τη  βοήθεια  του  αναδροµικού  τύπου, λόγου  χάρη, 

1 1 1

4 20 5
− =    και   

1 1 1

7 8 56
− =  . 
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Στο  αριθµητικό  τρίγωνο  κάθε  στοιχείο (εκτός  αυτών  της  πρώτης  στήλης) 

ισούται  µε  τη  διαφορά  των  δύο  όρων  ακριβώς  από  κάτω  του  και  προς  τα  

αριστερά.  Στο  αρµονικό  τρίγωνο  κάθε  όρος  (εκτός  αυτών  της  πρώτης  γραµµής) 

ισούται  µε  τη  διαφορά  των  δύο  όρων  ακριβώς  από  πάνω  του  και  προς  τα  

δεξιά.   Επιπλέον, στο  αριθµητικό  τρίγωνο  κάθε  στοιχείο (εκτός  αυτών  της  

πρώτης  στήλης ή  γραµµής) ισούται  µε  το  άθροισµα  όλων  των  όρων  στην  από  

πάνω  γραµµή  και  προς  τα  αριστερά. Στο  αρµονικό  τρίγωνο  κάθε  στοιχείο  

ισούται  µε  το  άθροισµα  όλων  των  όρων  στην  από  κάτω  γραµµή  και  προς  τα  

δεξιά. Ο  αριθµός  των  όρων  στην  τελευταία  περίπτωση  είναι  άπειρος  και  έτσι  ο   

Leibniz  εξασκήθηκε  αρκετά  στην  άθροιση  των  απειροσειρών. Η  σειρά  στην  

πρώτη  γραµµή  είναι  η  αρµονική  σειρά, η  οποία  αποκλίνει. Σε  όλες  τις  

υπόλοιπες  σειρές  η  σειρά  συγκλίνει. Οι  αριθµοί  στη  2η   σειρά ισούται  µε  το  

ήµισυ  των  αντιστρόφων  των  τρίγωνων  αριθµών  και  ο  Leibniz  γνώριζε  ότι  το  

άθροισµα  αυτής  της  σειράς  είναι  1. Οι  αριθµοί  στην  3η   σειρά  ισούται  µε  το  

1/3  των  αντιστρόφων  των  πυραµιδικών  αριθµών  n ·( n + 1 )·( n + 2 ) / 1·2 · 3  και  

το  αρµονικό  τρίγωνο  δείχνει  ότι  το    άθροισµα  αυτής  της  σειράς  είναι  ½ .  Οι  

αριθµοί  στην  4η   σειρά  είναι  το  ένα  τέταρτο  των  αντιστρόφων  των  

πολυγωνικών  αριθµών  που  αντιστοιχούν  στο  τετραδιάστατο  ανάλογο  του  

τετραέδρου  και  το  άθροισµα  τους  είναι  1/3. Στο αρµονικό τρίγωνο και στο 

αριθµητικό τρίγωνο του Pascal, υπάρχουν εκπληκτικές σχέσεις.    

Λόγου χάρη, στο αριθµητικό τρίγωνο κάθε στοιχείο είναι το άθροισµα όλων 

των όρων στη γραµµή που βρίσκεται πάνω και προς τα αριστερά από αυτό, και είναι 

επίσης η διαφορά µεταξύ των δύο όρων ακριβώς κάτω από αυτό. Οµοίως, στο 

αρµονικό τρίγωνο κάθε στοιχείο είναι το άθροισµα των όρων της γραµµής που 

βρίσκεται κάτω και προς τα δεξιά από αυτό και είναι επίσης η διαφορά µεταξύ των 

δύο όρων που βρίσκονται ακριβώς πάνω από αυτό. ∆ηλαδή, στο αριθµητικό τρίγωνο 

του Pascal, αν συµβολίσουµε µε x τους αριθµούς σε οποιαδήποτε γραµµή, οι αριθµοί 

της πρώτης γραµµής που βρίσκεται από κάτω θα είναι το άθροισµα όλων των x ως 

εκείνο το σηµείο, από αριστερά προς τα δεξιά. Εκείνοι της δεύτερης γραµµής προς τα 

κάτω θα είναι το άθροισµα των αθροισµάτων όλων των x, κοκ. Αντιστρόφως, οι 

γραµµές προς τα επάνω αντιπροσωπεύουν τις διαφορές, τις διαφορές των διαφορών, 

κοκ.  
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   Οµοίως, στο αρµονικό τρίγωνο, σε σχέση µε τα στοιχεία κάθε γραµµής, 

εκείνα που βρίσκονται από κάτω παριστάνουν τις διαφορές, τις διαφορές των 

διαφορών, κοκ. Εκείνα που βρίσκονται από πάνω είναι τα αθροίσµατα, τα 

αθροίσµατα των αθροισµάτων, κοκ – από δεξιά προς τα αριστερά, αυτή τη φορά.  

   Συνεπώς, στα δύο αυτά τρίγωνα βλέπουµε ότι αθροίσµατα και διαφορές είναι 

το ένα αντίστροφο του άλλου,6 όπως ακριβώς το πρόβληµα των εφαπτοµένων, το 

οποίο εξαρτάται από τις διαφορές των τεταγµένων, είναι το αντίστροφο του 

προβλήµατος των τετραγωνισµών, το οποίο εξαρτάται από το άθροισµα όλων των 

τεταγµένων, κατά την έννοια του Cavalieri.   Μολαταύτα, ενώ οι διαφορές µεταξύ 

στοιχείων στο αρµονικό και το αριθµητικό τρίγωνο είναι πεπερασµένες, εκείνες 

µεταξύ των τεταγµένων µιας καµπύλης είναι απειροστές, και οι τύποι που 

εφαρµόζονται στην πρώτη περίπτωση δεν ισχύουν στην περίπτωση καµπυλών.  

 

3. Σύγκριση των έργων των Leibniz και  Newton 

Τόσο ο Newton όσο και ο Leibniz, πρέπει να πιστωθούν µε τη διαπίστωση του 

ότι ο λογισµός, ήταν µια νέα και γενική µέθοδος, εφαρµόσιµη σε πολλούς τύπους 

συναρτήσεων. Μετά το έργο τους, ο λογισµός δεν αποτελούσε πλέον ένα 

προσάρτηµα και επέκταση της ελληνικής γεωµετρίας, αλλά µια ανεξάρτητη 

επιστήµη, ικανή να χειριστεί ένα εξαιρετικά εκτεταµένο φάσµα προβληµάτων. 

Επίσης και οι δύο αριθµητικοποίησαν τον λογισµό, δηλαδή δόµησαν επί αλγεβρικών 

εννοιών. Ο αλγεβρικός συµβολισµός και οι τεχνικές που χρησιµοποιήθηκαν από τον 

Newton και τον Leibniz όχι µόνο τους παρείχαν ένα εργαλείο πιο αποτελεσµατικό 

από τη γεωµετρία, αλλά επίσης επέτρεψαν τη µελέτη πολλών διαφορετικών 

γεωµετρικών και φυσικών προβληµάτων µέσω της ίδιας τεχνικής. Μια µείζων 

αλλαγή από την αρχή ως το τέλος του 17ου αιώνα υπήρξε η αλγεβρικοποίηση του 

λογισµού. Αυτό το βήµα είναι συγκρίσιµο µε την προσφορά του Vieta στη θεωρία 

των εξισώσεων και των Descartes και Fermat στη γεωµετρία. Η τρίτη ζωτικής 

σηµασίας συνεισφορά που µοιράζονται ο Newton και ο Leibniz είναι η αναγωγή στην 

αντιδιαφόριση του εµβαδού, του όγκου και άλλων προβληµάτων που είχαν 

προηγουµένως µελετηθεί ως αθροίσεις. Έτσι,  τα τέσσερα κύρια προβλήµατα–ρυθµοί, 

εφαπτόµενες, µέγιστα και ελάχιστα και άθροιση– ανήχθησαν όλα, στη διαφόριση και 

την αντι-διαφόριση. Η κύρια διάκριση µεταξύ των έργων των δύο ανδρών έγκειται 

στο ότι ο Newton χρησιµοποίησε τις απείρως µικρές αυξήσεις των x και y ως µέσο 

για τον προσδιορισµό της ροής ή παραγώγου. Ήταν ουσιαστικά το όριο του λόγου 

των αυξήσεων, καθώς γίνονταν ολοένα µικρότερες. Από την άλλη πλευρά, ο Leibniz 

ασχολήθηκε άµεσα µε τις απείρως µικρές αυξήσεις των x και y, δηλαδή, µε τα 

διαφορικά και προσδιόρισε τη µεταξύ τους σχέση. Αυτή η διαφορά αντικατοπτρίζει 

το φυσικό προσανατολισµό του Newton, στον οποίο µια έννοια όπως η ταχύτητα 

είναι κεντρική και το φιλοσοφικό ενδιαφέρον του Leibniz για τα έσχατα σωµατίδια 

της ύλης, που αποκαλούσε µονάδες. Ως επακόλουθο, ο Newton έλυνε τα προβλήµατα 

 
6   See  Leibniz, Early  Mathematical  Manuscripts, p. 142, and  Mathematische  Schriften, V, 397 
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του εµβαδού και του όγκου σκεπτόµενος αποκλειστικά σε σχέση µε το ρυθµό 

µεταβολής. Γι’ αυτόν η διαφόριση ήταν βασική. Αυτή η διαδικασία και η αντίστροφή 

της, έλυναν όλα τα προβλήµατα του λογισµού και µάλιστα η χρήση της άθροισης για 

τον υπολογισµό ενός εµβαδού, όγκου ή κέντρου βάρους, εµφανίζεται πολύ σπάνια 

στο έργο του. Ο Leibniz, από την άλλη πλευρά, σκέφθηκε αρχικά σε σχέση µε την 

άθροιση, παρ’ όλο που, φυσικά, αυτά τα αθροίσµατα υπολογίζονταν µέσω της 

αντιδιαφόρισης. Μια τρίτη διάκριση µεταξύ των έργων των δύο ανδρών, έγκειται 

στην ελεύθερη χρήση των σειρών για την αναπαράσταση συναρτήσεων, από τον 

Newton. Ο Leibniz, προτιµούσε την κλειστή µορφή. Σε µια επιστολή του 1676 προς 

τον Leibniz, ο Newton εξήρε τη χρήση των σειρών, ακόµη και για την λύση απλών 

διαφορικών εξισώσεων. Αν και ο Leibniz χρησιµοποίησε άπειρες σειρές, απάντησε 

ότι ο πραγµατικός σκοπός θα έπρεπε να είναι η εξαγωγή αποτελεσµάτων σε 

πεπερασµένους όρους, µε τη χρήση των τριγωνοµετρικών και λογαριθµικών 

συναρτήσεων, όπου οι αλγεβρικές συναρτήσεις δε θα εξυπηρετούσαν. Υπενθύµισε 

στον Newton τον ισχυρισµό του James Gregory, ότι η ευθειοποίηση της έλλειψης και 

της υπερβολής µπορούσε να αναχθεί στις κυκλικές και λογαριθµικές συναρτήσεις και 

προκάλεσε τον Newton να προσδιορίσει µε τη χρήση σειρών, αν ο Gregory είχε δίκιο.  

Ο Newton απάντησε ότι, µε τη χρήση των σειρών µπορούσε να αποφασίσει αν 

κάποιες ολοκληρώσεις µπορούσαν να επιτευχθούν σε πεπερασµένους όρους, αλλά 

δεν έδωσε κανένα κριτήριο. Και πάλι, σε µια επιστολή του 1712 προς τον Johann 

Bernoulli, ο Leibniz αντιτάχθηκε στα αναπτύγµατα συναρτήσεων σε σειρές και 

δήλωσε ότι ο λογισµός θα έπρεπε να απασχολείται µε την αναγωγή των 

αποτελεσµάτων του σε τετραγωνισµούς (ολοκληρώσεις) και, όπου ήταν απαραίτητο, 

σε τετραγωνισµούς που περιλάµβαναν υπερβατικές συναρτήσεις. Υπάρχουν διαφορές 

στον τρόπο εργασίας τους. Ο Newton υπήρξε εµπειρικός, σαφής και επιφυλακτικός, 

ενώ ο Leibniz ήταν θεωρητικός, επιδιδόµενος σε γενικεύσεις και τολµηρός. Ο Leibniz 

ασχολούνταν περισσότερο µε λειτουργικούς τύπους για να παραγάγει ένα λογισµό µε 

την ευρεία έννοια. Λόγου χάρη, κανόνες για το διαφορικό ενός γινοµένου ή πηλίκου 

συναρτήσεων, τον κανόνα του για το ( )nd uv (όπου u και v είναι συναρτήσεις του x), 

και έναν πίνακα ολοκληρωµάτων. Ο Leibniz ήταν εκείνος που έθεσε τους 

νοµοκανόνες του λογισµού, το σύστηµα των κανόνων και των τύπων. Ο Newton δεν 
ασχολήθηκε µε τη διατύπωση κανόνων, παρ’ όλο που µπορούσε εύκολα να έχει 

γενικεύσει τα σαφή του αποτελέσµατα. Γνώριζε ότι αν z=uv, τότε 
. . .

z u v vu= + , αλλά 

δεν τόνισε αυτό το γενικό αποτέλεσµα. Αν και ο Newton εγκαινίασε πολλές 

µεθόδους, δεν τις τόνισε. Οι εκπληκτικές του εφαρµογές του λογισµού όχι µόνο 

επέδειξαν την αξία του αλλά, πολύ περισσότερο από ό,τι το έργο του Leibniz, 

καθόρισαν τη συνολική κατεύθυνση της ανάλυσης του 18ου  αιώνα. Ο Newton και ο 

Leibniz διέφεραν επίσης και στο ενδιαφέρον τους για το συµβολισµό. Ο Newton δεν 

απέδωσε καµιά σηµασία στο εν λόγω ζήτηµα, ενώ ο Leibniz δαπανούσε µέρες για την 

επιλογή κατάλληλου συµβολισµού. 

 

4. Κριτική του έργου των Leibniz και Newton 

   Οι θεµελιωτές του λογισµού είχαν διατυπώσει σαφώς τους κανόνες των 

πράξεων που έπρεπε να προσεχθούν και η εκπληκτική επιτυχία αυτών των κανόνων 

όταν εφαρµόζονταν σε προβλήµατα µαθηµατικών και φυσικής από τους Euler, 

Lagrange, Laplace και πλήθος άλλους, οδήγησε κάποιους στο να παραβλέψουν σε 

κάποιο βαθµό την ιδιαίτερα µη ικανοποιητική κατάσταση της λογικής και της 

φιλοσοφίας του θέµατος. Ολόκληρο τον 18ο  αιώνα υπήρχε γενική αµφιβολία ως προς 

τη φύση των θεµελίων της µεθόδου των ροών και του διαφορικού λογισµού. Στην 
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Αγγλία η έλλειψη σαφήνειας του Newton και η ασυνέπειά του στο συµβολισµό 

ακολουθήθηκε από µια σύγχυση των ροών µε τις στιγµές. Στην Ήπειρο, ο 

µεταφυσικός ρασιοναλισµός του Leibniz παραµελήθηκε από τους οπαδούς του, οι 

οποίοι ελεύθερα επιχειρούσαν να ερµηνεύσουν τα διαφορικά ως πραγµατικά 

απειροστά ή ακόµη ως µηδενικά και οι οποίοι επέκριναν τον Leibniz για τη 

διστακτικότητά του σ’ αυτό το ζήτηµα. Μια τέτοια κατάσταση δε µπορούσε να 

συνεχιστεί επί µακρόν χωρίς αµφισβήτηση. Ο Nieuwentijdt είχε νωρίτερα 

αµφισβητήσει την εγκυρότητα των διαφορικών ανώτερων τάξεων. Ο Gassendi είχε 

αναφερθεί στη µαταιότητα των µαθηµατικών αποδείξεων που βασίζονταν σε 

µεθόδους απειροστών7 και ο Bayle είχε χρησιµοποιήσει τις δυσκολίες του απείρου 

για να υπηρετήσει ένα γενικό σκεπτικισµό.8 Εν τούτοις, η πιο γενική και σηµαντική 

επίθεση εναντίον της δοµής της νέας ανάλυσης εξαπολύθηκε το 1734 από το 

φιλόσοφο και κληρικό George Berkeley (1685–1753 ), σε ένα φυλλάδιο µε τίτλο The 

Analyst .9 Ο Berkeley είχε προηγουµένως επιτεθεί στην κοσµολογία του Newton στην 

εργασία του Essay towards a New Theory of Vision, αλλά το κίνητρο που υποκινούσε 

τις επικρίσεις του στο The Analyst ήταν τόσο εκείνο της παροχής µιας απολογίας για 

τη θεολογία, όσο και εκείνο του να καταφέρει µια σοβαρή επίπληξη στους 

συνηγόρους του νέου λογισµού για τα ασθενή θεµέλια του θέµατος. Αυτά τα 

συνάγουµε από τον υπότιτλο του φυλλαδίου: Or a Discourse Addressed to an Infidel 

Mathematician (Ή µια οµιλία που απευθύνεται σε έναν άπιστο µαθηµατικό). [αυτό 

αναφέρονταν στο φίλο του Newton, Edmund Halley.] 

  Wherein It Is Examined Whether the Object, Principles, and Inferences of the 

Modern Analysis Are More Distinctly Conceived, or More Evidently Deduced, than 

Religious Mysteries and Points of Faith. “First Cast the Beam Out of Thine Own Eye; 

and Then Shalt Thou See Clearly to Cast Out The Mote Out of Thy Brother’s Eye.”  

(Στην οποία εξετάζεται το αν ο σκοπός, οι αρχές και τα συµπεράσµατα της 

σύγχρονης ανάλυσης έχουν συλληφθεί ευκρινέστερα, ή έχουν συµπερανθεί πιο 

προφανώς, από τα θρησκευτικά µυστήρια ή τα ζητήµατα πίστης. «Πρώτα βγάλε το 

δοκάρι από το δικό σου µάτι και έπειτα θα δεις καθαρά για να βγάλεις την ακίδα από 

το µάτι του αδελφού σου.»)    Ο Berkeley σε αυτό το έργο δεν αρνήθηκε τη 

χρησιµότητα των νέων επινοηµάτων, ούτε την εγκυρότητα των προκυπτόντων 

αποτελεσµάτων. Απλώς ισχυρίζονταν, µε µια επίδειξη δικαιοκρισίας, ότι οι 

µαθηµατικοί δεν είχαν δώσει κανένα δικαιολογηµένο επιχείρηµα για την τεχνική 

τους, έχοντας χρησιµοποιήσει επαγωγικό αντί παραγωγικό συλλογισµό.10 Οι 

ενστάσεις του δεν ήταν προς τον µαθηµατικό ως καλλιτέχνη και υπολογιστή, αλλά ως 

«άνθρωπο της επιστήµης και της απόδειξης». Αφού έδωσε µια περιγραφή της 

µεθόδου των ροών του Newton ή οποία είναι εξαιρετικά δίκαια, εκτός από τον 

άσχετο εµπαιγµό των διαδοχικών ροών, ο Berkeley υπέδειξε τις συγκεκριµένες 

ενστάσεις του. Εφόσον ο Newton δε µετέβαλε καθόλου την άποψή του, ο Berkeley 

δίκαια εκµεταλλεύθηκε το γεγονός για να ασκήσει κριτική σε µια απόδειξη στο 

Principia στην οποία ο συγγραφέας είχε χρησιµοποιήσει τα απείρως µικρά µεγέθη για 

να προσδιορίσει τη στιγµή ενός γινοµένου.11 Ο Newton είχε βρει την στιγµή του 

ορθογωνίου ΑΒ δίνοντας στα Α και Β τις µειώσεις και τις αυξήσεις 
1

2
a  και 

1

2
b , και 

αφαιρώντας κατόπιν το ελαττωµένο ορθογώνιο από το αυξηµένο. Ο Berkeley 

 
7 Βλέπε  Bayle, Dictionnaire  historique  et  critique, XV, 63 
8 Cohn, Geschichte  des  Unendlichkeits  problems, pp. 193–197 
9 The  Works  of  George  Berkeley, Vol. III 
10 Cf. ibid., p. 30 
11  ibid.,pp.  22–23 
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αντέταξε ότι πρέπει να πάρουµε ολόκληρα τα ποσά α και b ως αυξήσεις και µειώσεις 

για να βρούµε την στιγµή του ΑΒ, και στην περίπτωση αυτή θα έπρεπε να 

παραλείψουµε από τον τελικό υπολογισµό το απείρως µικρό µέγεθος αb. Ο Berkeley 

µε κάθε δικαίωµα επέκρινε την παράλειψη του απείρως µικρού µεγέθους αb, αν το 

αποτέλεσµα πρέπει να είναι αυστηρά ορθό και παρέθετε ένα χωρίο από το De 

Quadratura, στο οποίο ο Newton ισχυρίζονταν ότι δεν αγνοούσε τίποτε, όσο µικρό 

και αν ήταν αυτό. 

   Ο Newton δεν είχε προχωρήσει σε αιτιολόγηση της απόδειξής του, αλλά είχε 

υποδείξει ότι αυτή θα µπορούσε να βρεθεί στην µέθοδο των πρώτων και εσχάτων 

λόγων. Συνεπώς, ο Berkeley επιτέθηκε σ’ αυτού του είδους τον συλλογισµό, όπως 

εφαρµόζονταν από τον Newton σε µια από τις κυριότερες αποδείξεις του: εκείνη της 

εύρεσης της ροής του 
nx  στο De Quadratura, στην οποία ο Newton προσπάθησε να 

αποφύγει το απείρως µικρό.12 Εδώ ο Newton είχε δώσει στο x µια αύξηση ο, είχε 

αναπτύξει το ( )n
x o+  µέσω του διωνυµικού θεωρήµατος, είχε αφαιρέσει το 

nx  για να 

βρει την αύξηση του 
nx , είχε διαιρέσει δια ο για να βρει το λόγο των αυξήσεων των 

nx  και x και κατόπιν είχε αφήσει το ο να αφανιστεί, προσδιορίζοντας έτσι τον έσχατο 

λόγο των αυξήσεων (ή των ροών).  Ο Berkeley βέβαιος ότι ο Newton εδώ αψηφούσε 

το νόµο της αντίφασης, καθώς υπέθετε πρώτα ότι το x δέχεται µια αύξηση και 

κατόπιν, µε σκοπό να φθάσει στο αποτέλεσµα, επέτρεπε στην εν λόγω αύξηση να 

γίνει µηδενική, δηλαδή, υπέθετε ότι δεν υπήρξε καµιά αύξηση. Ο Berkeley 

υποστήριξε πως η υπόθεση ότι οι αυξήσεις µηδενίζονται καταστρέφει  την υπόθεση 

ότι υπήρξαν αυξήσεις. Μια τέτοια ερµηνεία του νοήµατος του Newton, η οποία 

φυσικά προκύπτει από τη θεώρηση του λόγου 
0

0
, δεν είναι αδικαιολόγητη, αφού ο 

Newτon δεν εξήγησε επαρκώς τους όρους «αφανιζόµενο µέγεθος» και «πρώτος και 

έσχατος λόγος», στους οποίους στηρίζεται η συλλογιστική. Η σύγχρονη ερµηνεία σε 

σχέση µε τα όρια, βεβαίως, θεωρεί την άπειρη ακολουθία που σχηµατίζεται από τους 

λόγους καθώς η αύξηση πλησιάζει το µηδέν και αυτή δεν έχει τελευταίο όρο, παρ’ 

όλο που ορίζεται ως έχουσα όριο. Η έκφραση «έσχατος λόγος», του Newton, είναι 

τουλάχιστον παραπλανητική και σε κάθε περίπτωση φανερώνει έλλειψη εκτίµησης 

των λεπτών δυσκολιών που υπεισέρχονται στις έννοιες του απείρου, της συνέχειας, 

και του πραγµατικού αριθµού, δυσκολίες που δεν ξεπεράστηκαν µέχρι το δεύτερο 

ήµισυ του δεκάτου ενάτου αιώνα.  Αν και τα επιχειρήµατα του Berkeley 

κατευθύνονταν πρωτίστως εναντίον της βρετανικής µεθόδου των ροών, η µέθοδος 

των διαφορικών, όπως χρησιµοποιούνταν στην Ήπειρο από τον L’Hospital και 

άλλους, κατέστη επίσης αντικείµενο κριτικής.13 Εξηγούσε ότι κατά την εύρεση της 

εφαπτοµένης µέσω των διαφορικών, κάποιος υποθέτει αρχικά αυξήσεις, οι οποίες 

όµως προσδιορίζουν την τέµνουσα και όχι την εφαπτοµένη. Εν τούτοις, επανορθώνει 

το σφάλµα αυτό µε την αγνόηση των διαφορικών ανώτερης τάξης και συνεπώς 

«µέσω ενός διπλού σφάλµατος φθάνει κανείς, αν και όχι επιστηµονικά, πάντως, στο 

αληθές». Αυτή την ερµηνεία της εγκυρότητας των αποτελεσµάτων του λογισµού,14 

θα την συναντήσουµε και πάλι, πιο εξελιγµένη, από τους Euler, Lagrange, και Carnot, 

συνηγόρους της µεθόδου των διαφορικών που επιθυµούσαν να διασαφηνίσουν τις 

βάσεις της. Η κριτική του Berkeley για τις προτάσεις του Newton έγινε καλά 

αποδεκτή από µαθηµατικής άποψης και η ένστασή του στις συλλήψεις των 

 
12  ibid., III,  24–25  
13  ibid ., III, 20, 29 
14  ibid ., III, 32 
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απειροστών από τον Newton, µε το επιχείρηµα ότι ήταν αυτοαναιρούµενες, ήταν 

πολύ εύστοχη. Από την άλλη πλευρά, οι ενστάσεις του για κάποια από τα µεγέθη του 

Newton –όπως οι ροές, οι γεννώµενες και αφανιζόµενες αυξήσεις, οι στιγµές ως 

αυξήσεις in statu nascenti, οι πρώτοι και έσχατοι λόγοι, τα απειροστά, οι έσχατες 

µορφές των αφανιζοµένων τριγώνων– επί τη βάσει του θεωρούµενου ακατανόητου ή 

ασύλληπτου χαρακτήρα τους, παρ’ όλο που ήταν δικαιολογηµένες, καθοδηγήθηκαν 

σε λάθος κατεύθυνση.  Υποθέτοντας ότι τα εµπλεκόµενα σύµβολα έχουν οριστεί 

σαφώς και λογικά (εκτός από τα πρωταρχικά µη οριζόµενα στοιχεία του θέµατος), 

δεν υπάρχουν συνέπειες από µαθηµατικής άποψης στον αν κανείς µπορεί να τα 

συλλάβει µε κάποιον τρόπο που αντιστοιχεί στη φυσική αντίληψη. Έτσι, ο Berkeley 

ισχυρίστηκε ότι η έννοια της ταχύτητας εξαρτάται από το χώρο και τα χρονικά 

διαστήµατα και ότι συνεπώς είναι αδύνατο να συλληφθεί µια στιγµιαία ταχύτητα, 

δηλαδή, µια ταχύτητα στην οποία αυτά τα διαστήµατα είναι µηδενικά.15 Το 

επιχείρηµά του είναι φυσικά απολύτως έγκυρο καθώς δείχνει ότι η στιγµιαία 

ταχύτητα δεν έχει φυσική πραγµατικότητα, αλλά αυτός δεν είναι λόγος, αν οριστεί 

κατάλληλα ή ληφθεί ως µη ορισµένη έννοια, για να µην γίνει δεκτή ως µια 

µαθηµατική αφαίρεση. Είναι ενδιαφέρον να παρατηρήσουµε ότι όπως ακριβώς ο 

καθαρά υλιστής Hobbes, µη µπορώντας να συλλάβει τις γραµµές χωρίς πάχος, τις 

αρνήθηκε στη γεωµετρία, έτσι και ο Berkeley, ο υπέρµετρα ιδεαλιστής, ήθελε να 

εξαιρέσει από τα µαθηµατικά την «ασύλληπτη» ιδέα της στιγµιαίας ταχύτητας. Τούτο 

είναι σύµφωνο µε την πρώιµη αισθησιαρχία του Berkeley, που τον οδήγησε στο να 

θεωρεί τη γεωµετρία ως µια εφαρµοσµένη επιστήµη η οποία ασχολείται µε 

πεπερασµένα µεγέθη που συντίθενται από αδιαίρετα «minima sensibilia».16  

   Σε σύνδεση µε αυτή την ιδέα, ο Berkeley ισχυρίστηκε ότι θα ήταν καλύτερο 

στο λογισµό να θεωρούνται αυξήσεις παρά ταχύτητες. Σε κάθε περίπτωση, 

προειδοποιούσε, οι αυξήσεις και οι ταχύτητες δεν πρέπει να συγχέονται όπως 

γίνονταν συχνά από τον Newton.17 Αποδέχονταν τα αδιαίρετα του Cavalieri, αλλά 

επέµενε ότι ήταν πεπερασµένα σε πλήθος, λέγοντας ότι η έπ’ άπειρον διαιρετότητα 

αποτελεί µόνο δηµιούργηµα της φαντασίας και ότι τα απείρως µικρά µεγέθη είναι 

ασύλληπτα, διότι συνεπάγονται την ύπαρξη επέκτασης χωρίς αντίληψή της από το 

νου µέσω των αισθήσεων. Ο Berkeley δεν ήταν σε θέση να εκτιµήσει ότι τα 

µαθηµατικά δεν ασχολούνταν µε έναν κόσµο «πραγµατικών» εντυπώσεων µέσω των 

αισθήσεων. Με τον ίδιο σχεδόν τρόπο κάποιοι σύγχρονοι φιλόσοφοι επικρίνουν τις 

µαθηµατικές ιδέες του απείρου και του συνεχούς, καθώς δεν καταφέρνουν να 

αντιληφθούν ότι, αφού τα µαθηµατικά ασχολούνται µε σχέσεις µάλλον παρά µε την 

φυσική ύπαρξη, το κριτήριό τους για την αλήθεια είναι µάλλον η εσωτερική συνέπεια 

παρά η αληθοφάνεια, υπό το φως της αισθητηριακής αντίληψης ή της διαίσθησης. 

   Αν και εκείνα τα επιχειρήµατα του Berkeley που βασίζονται στο χαρακτήρα 

του ασύλληπτου των εµπλεκόµενων εννοιών χάνουν την ισχύ τους εν όψει της 

σύγχρονης άποψης για τη φύση των µαθηµατικών, είναι σαφές ότι υπήρχε µια 

εµφανής ανάγκη για λογική διασαφήνιση πολλών από τους όρους που είχε 

χρησιµοποιήσει ο Newton. Οι επικρίσεις του Berkeley, παρ’ όλο που ήταν 

παρατηρήσεις ενός µη  µαθηµατικού, υπήρξαν επιτυχείς στο να κάνουν αυτό το 

γεγονός να εκτιµηθεί. Ως αποτέλεσµα, εµφανίστηκαν µέσα στα επόµενα επτά χρόνια 

περίπου τριάντα φυλλάδια και άρθρα που επιχειρούσαν να διορθώσουν την 

κατάσταση. Το πρώτο εµφανίστηκε το 1734, προέρχονταν από τον James Jurin και 

είχε τον τίτλο Geometry No Friend to Infidelity: or, A Defence of Sir Isaac Newton 

 
15 ibid ., III, 19 
16 Johnston , The  Development  of  Berkeley’s  Philosophy, pp . 82–86  
17 The  Works  of  George  Berkeley, Vol. III , 46 47 
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and the British Mathematicians, in a Letter Addressed toy the Author of the Analyst 

by Philalethes Cantabrigiensis. Αυτή η υπεράσπιση είναι ασθενική στο έπακρον.  

Ο Jurin υποστήριζε κατηγορηµατικά ότι οι ροές είναι σαφείς για εκείνους που 

είναι έµπειροι στη γεωµετρία. Αναφορικά µε τη συγκεκριµένη κριτική του Berkeley 

για τον προσδιορισµό της στιγµής του ΑΒ από το Newton, ο Jurin έδινε δύο 

απαντήσεις: η στιγµή αb στην εξήγηση του Berkeley ήταν κατ’ αυτόν σαν κεφάλι 

καρφίτσας µπροστά στην υδρόγειο σφαίρα ή τον ήλιο ή τη σφαίρα των σταθερών 

άστρων. Παρά ταύτα, την τεχνική του Newton την υπερασπίστηκε ισχυριζόµενος ότι 

η στιγµή είναι ο αριθµητικός µέσος της αύξησης και της µείωσης! Σε απάντηση στις 

ενστάσεις του Berkeley για τον προσδιορισµό της ροής του 
nx , όπως αυτός δίνονταν 

από τον Newton  στο De Quadratura, ο Jurin έλεγε αφελώς ότι δεν πρέπει κάποιος να 

αφήσει την αύξηση να µηδενιστεί, αλλά να την αφήσει να «καταστεί αφανιζόµενη» ή 

«να βρίσκεται στο σηµείο αφανισµού», επιβεβαιώνοντας ότι «υπάρχει µια τελευταία 

αναλογία αφανιζοµένων αυξήσεων».18  Η απάντηση του Jurin δείχνει ότι ο ίδιος δε 

διέθετε επαρκή εκτίµηση ούτε των επιχειρηµάτων του Berkeley ούτε της φύσης της 

έννοιας του ορίου. Ο Berkeley απάντησε στον Jurin το 1735, στο A Defence Of 

Freethinking in Mathematics,19 και δίκαια ισχυρίστηκε ότι ο τελευταίος επιχειρούσε 

να υπερασπιστεί κάτι που δεν κατανοούσε.20 Σε αυτό το έργο ο Berkeley 

επικαλούνταν και πάλι τη διαίρεση των απόψεων του Newton (όπως παρουσιάζονταν 

στο De Analysi, το Principia και το De Quadratura) για να καταδείξει µια έλλειψη 

σαφήνειας στις ιδέες των στιγµών, των ροών και των ορίων. Η απάντηση του Jurin 

τον ίδιο χρόνο, στο The Minute Mathematician, ήταν και πάλι αοριστολογικά 

ταυτολογική. Εξηγούσε ότι «Μια γεννώµενη αύξηση είναι µια αύξηση που µόλις 

αρχίζει να υπάρχει από το µηδέν, ή µόλις αρχίζει να παράγεται, αλλά δεν έχει ακόµη 

φθάσει σε κάποιο µετρήσιµο µέγεθος οσοδήποτε µικρό».21 Τον έσχατο λόγο του 

Newton τον κατανοούσε κατά κυριολεξία ως «το λόγο τους τη στιγµή που 

µηδενίζονται».22 Αντί να εξηγήσει το λήµµα του Newton για τη στιγµή ενός 

γινοµένου σε σχέση µε τα όρια, ο Jurin επέτρεψε στον εαυτό του να εµπλακεί στη 

δύνη των  απειροστών και αναγκάστηκε να προσφύγει στην ιδέα των µη µετρήσιµων 

του Leibniz, λέγοντας ότι το µέγεθος µιας στιγµής δεν είναι κάτι σταθερό ή οριστικό, 

αλλά είναι «ένα µέγεθος αενάως προσωρινό και µεταβαλλόµενο µέχρι να µηδενιστεί. 

Εν ολίγοις, είναι εξ ολοκλήρου µη µετρήσιµο».23 Ο Berkeley, του οποίου το The 

Analyst «σηµατοδοτεί µια καµπή στην ιστορία της µαθηµατικής σκέψης στη Μεγάλη 

Βρετανία»,24 αποσύρθηκε από τη διαµάχη,25 αλλά η µη ικανοποιητική φύση των 

επιχειρηµάτων του Jurin τονίστηκε από τον Benjamin Robins στο A Discourse 

Concerning the Nature and Certainty of Sir Isaac Newton’s Methods of Fluxions and 

of Prime and Ultimate Ratios, καθώς και σε άρθρα σε περιοδικά της εποχής.26 Όπως 

υποδεικνύεται από τον τίτλο του βιβλίου του, ο Robins δε διέκρινε τρεις απόψεις στο 
έργο του Newton, αλλά δύο: εκείνη των ροών και εκείνη των πρώτων και εσχάτων 

 
18 Βλέπε  Geometry  No  Friend  to  Infidelity, pp. 35, 52 ff .: The  Minute  Mathematician, p. 74 
19 Works, III, 61 ff  
20   ibid. , III,  78 
21   Βλέπε  The  Minute  Mathematician , p . 19 
22   i bid., p. 30; cf. also p. 56 
23   ibid.,  p. 56 
24  Cajori , A  History  of  the  Conceptions  of  Limits  and  Fluxions , p. 89 
25   He had also answered the track, A Vindication of Sir Isaac Newton’s Principles of Fluxions Against 

the Objections Contained in  the Analyst, by J. Walston, but neither the Vindication– a tautological 

paraphrase of Newton – nor Berkeley’s answer contains any significantly new views . See The Works 

of George Berkeley, III, 107 
26   See  Robins, Mathematical  Tracs, Vol. II 
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λόγων. Θεώρησε την πρώτη ως την πλέον αυστηρή, λέγοντας ότι ο Newton 

χρησιµοποιούσε τη  δεύτερη µόνο για να διευκολύνει τις αποδείξεις.27 Πρόσθετε ότι η 

µέθοδος των ροών εδραιώνεται δίχως προσφυγή στην µέθοδο των ορίων.28  

Ο Robins παραδέχθηκε ότι η χρήση των στιγµών από τον Newton στο λήµµα 

του δεύτερου βιβλίου του Principia ήταν τέτοια ώστε να επιτρέψει ερµηνείες που 

µοιάζουν µε τη γλώσσα των απειροστών. Αλλά έλεγε ότι ο Newton  θεώρησε αρκετό 

το να υποδείξει άπαξ και δια παντός ότι τούτο µπορεί να προσαρµοστεί στη µέθοδο 

των πρώτων και εσχάτων λόγων, όπως παρουσιάζεται στα λήµµατα του πρώτου 

βιβλίου.29 Αν και ο Jurin είχε αρνηθεί τη δυνατότητα ύπαρξης απείρως µικρών 

σταθερών, είχε κάπως ασαφώς ενστερνιστεί τις απείρως µικρές µεταβλητές, ή τα 

µηδενιζόµενα µεγέθη. Ο Robins υπήρξε περισσότερο εµφατικός στην αποκήρυξη των 

απειροστών κάθε είδους και έλεγε ότι οι διατυπώσεις του Newton που περιείχαν 

στιγµές πρέπει να ερµηνεύονται σε σχέση µε τους πρώτους και έσχατους λόγους. 

Λόγου χάρη, ενώ ο Jurin είχε πει ότι το Ab Ba+  είναι ίσο µε το Ab Ba ab+ +  όταν 

τα α και b διωχτούν, ο Robins έλεγε ότι το Ab Ba+ αποτελούσε τέτοια αύξηση του 

ΑΒ όση ήταν απαραίτητη για την έκφραση του έσχατου λόγου. Αυτό υποδεικνύει ότι 

ο Robins αντιλαµβάνονταν σαφέστερα ότι η λογική βάση πρέπει να αναζητηθεί στη 

µέθοδο των ορίων, αν και δεν υπήρξε πολύ σαφής, εφόσον το γινόµενο ΑΒ 

περιλαµβάνει δύο ανεξάρτητες µεταβλητές, ως προς το πώς ακριβώς έπρεπε να 

εφαρµοστεί στην δεδοµένη περίπτωση. Η ιδέα του Robins για το όριο, 

αντιπροσωπεύει µια διατύπωση ιδεών που οι Valerio και Tacquet είχαν εκφράσει 

κάπως ασαφώς έναν αιώνα νωρίτερα, ιδέες στις οποίες είχε αναφερθεί ο Robins.30 

Υποδεικνύει, επίσης,  την εξάρτηση αυτής της έννοιας, στη δική του σκέψη, από τη 

γεωµετρική διαίσθηση, διότι ο Robins δε µιλούσε µόνο για τα όρια «λόγων 
µηδενιζοµένων µεγεθών» αλλά και για τα όρια των «µορφών µεταβαλλόµενων 

σχηµάτων», δίνοντας ως παράδειγµα τον κύκλο ως το όριο του εγγεγραµµένου σε 

αυτόν κανονικού πολυγώνου, καθώς το πλήθος των πλευρών του αυξάνεται 

απεριόριστα.31 Αυτή η σύγχυση του αριθµητικού µε το γεωµετρικό ήταν υπεύθυνη 

για µεγάλο µέρος της ασάφειας στο έργο του Newton και του Leibniz και επρόκειτο 

να παραµείνει κατά τη διάρκεια του επόµενου αιώνα.  

Ωστόσο, ο Robins αντελήφθη σαφέστερα από τον Jurin τη φύση της έννοιας 

του ορίου. Αναγνώρισε ότι η φράση «ο έσχατος λόγος των µηδενιζοµένων µεγεθών» 

ήταν µεταφορική έκφραση, που αναφέρονταν, όχι σε κάποιον τελευταίο λόγο, αλλά 

σε ένα «σταθερό µέγεθος το οποίο κάποιο µεταβαλλόµενο µέγεθος, µέσω συνεχούς 

αυξήσεως ή ελαττώσεως θα πλησιάζει αενάως,…αρκεί το µεταβαλλόµενο µέγεθος να 

µπορεί, κατά την προσέγγισή του στο άλλο, να διαφέρει από αυτό κατά λιγότερο από 

οποιοδήποτε µέγεθος οσοδήποτε µικρό, το οποίο µπορεί να µετρηθεί»,32 … «αν και 

δεν µπορεί ποτέ να γίνει απολύτως ίσο µε αυτό».33   

Ο Robins αντελήφθη, ενώ ο Jurin όχι, ότι το µεταβαλλόµενο µέγεθος δεν 

πρέπει να θεωρηθεί ως ότι τελικά φθάνει το σταθερό µέγεθος ως µια τελική τιµή του, 

παρ’ όλο που το τελευταίο «θεωρείται ως το µέγεθος µε το οποίο το µεταβαλλόµενο 

µέγεθος τελικά γίνεται ίσο».34 Στη διαµάχη µεταξύ των Robins και Jurin, το ζήτηµα 

 
27   Mathematical  Tracs , Vol. II, 86 
28   See  Gibson,  ‘Berkeley’s   Analyst‘, pp.  67–69 
29  Cf . Mathematical  Tracs , Vol . II, 68  ff 
30   ibid ., II, 58 
31   ibid ., II, 54 
32   Mathematical  Tracs , Vol. II, 49 
33   ibid ., II, 54 
34   ibid  
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του αν µια µεταβλητή έπρεπε να θεωρείται ότι φθάνει απαραίτητα το όριό της 

διαδραµάτισε µείζονα ρόλο. Ο Robins υποστήριζε την αρνητική πλευρά. Ο Jurin 

επέµενε ότι υπάρχουν µεταβλητές οι οποίες φθάνουν τα όριά τους και κατηγόρησε 

έντονα τον αντίπαλό του ότι παρερµήνευε το πραγµατικό νόηµα του Newton. Είναι 

δύσκολο να κρίνουµε από τα λόγια του Newton τι ακριβώς εννοούσε. Η φράση 

«έσχατος λόγος» σίγουρα ευνοεί την ερµηνεία του Jurin, αλλά για να αποφευχθούν οι 

εγγενείς λογικές δυσκολίες των ζητηµάτων που αφορούσαν τα απειροστά και το 

νόηµα του 
0

0
, ήταν απαραίτητο προς στιγµή να γίνει αποδεκτή η πιο γενική άποψη 

του Robins ότι η µεταβλητή δεν είναι απαραίτητο να φθάνει το όριό της. 

   Ο Robins επικρίθηκε πρόσφατα35 για το ότι όρισε το όριό του µε τέτοιο 

τρόπο ώστε η µεταβλητή ποτέ δε φθάνει το όριό της, επί την βάσει του ότι αν και 

αυτό έχει ορισµένα παιδαγωγικά πλεονεκτήµατα, περιλαµβάνει µια λιγότερο γενική 

αντίληψη του ορίου από εκείνη του Jurin και ότι υπό αυτή την αντίληψη για το όριο ο 

Αχιλλέας δε θα µπορούσε να ξεπεράσει τη χελώνα. Αυτή η κριτική ακολουθήθηκε 

από τον ισχυρισµό ότι κάποιος µπορεί να υποθέσει ένα χρονικό ρυθµό του 

διπλασιασµού του πλήθους των πλευρών ενός πολυγώνου που είναι εγγεγραµµένο σε 

έναν κύκλο, τέτοιο ώστε η περιφέρεια (το όριο) να επιτυγχάνεται από το πολύγωνο 

(τη µεταβλητή). Ένα τέτοιο επιχείρηµα είναι εντελώς εκτός θέµατος. Εκτός από το 

ότι συγχέει την αριθµητική έννοια του ορίου µε µια γεωµετρική αναπαράσταση, 

αντικαθιστά απλώς τη σειρά των αποστάσεων του Ζήνωνα µε µια άπειρη χρονική 

σειρά. Αυτό το κάνει, προφανώς, υπό την υπόθεση ότι τούτο είναι διαισθητικά 

περισσότερο παρακινητικό, λόγω της ασαφούς ιδέας για τη διαρκή ροή του χρόνου, η 

οποία στην περίπτωση του Αχιλλέα είναι υπεξούσια της στατικής ιδέας της 

απόστασης. Το ζήτηµα του αν η µεταβλητή nS  φθάνει το όριο S  είναι περαιτέρω 

εντελώς άσχετο και αµφιλεγόµενο, εκτός και γνωρίζουµε τι εννοούµε όταν λέµε 

φθάνει µια τιµή και πώς οι όροι «όριο» και «αριθµός» ορίζονται ανεξάρτητα από την 

ιδέα του φθάνω.  

Οι ορισµοί του αριθµού, όπως δόθηκαν από πολλούς µεταγενέστερους 

µαθηµατικούς, καθιστούν το όριο µιας άπειρης ακολουθίας ταυτίσιµο µε την ίδια την 

ακολουθία. Υπό αυτή την άποψη, το ζήτηµα του αν η µεταβλητή φθάνει το όριό της 

δεν έχει λογικό νόηµα. Συνεπώς ,η άπειρη ακολουθία .9, .99, .999, .999…, είναι ο 

αριθµός ένα και το ερώτηµα, «Φθάνει ποτέ τη µονάδα;» είναι µια προσπάθεια να 

δοθεί ένα µεταφυσικό επιχείρηµα που θα ικανοποιήσει τη διαίσθηση. Ο Robins δε θα 

µπορούσε να διαθέτει µια τόσο εκλεπτυσµένη άποψη για το θέµα, αλλά προφανώς 

αντελήφθη, κάτι που ο Jurin δε φαίνεται να έκανε,36 ότι κάθε προσπάθεια να αφεθεί 

µια µεταβλητή να «φθάσει» ένα όριο θα ενέπλεκε κάποιον στη συζήτηση για την 

φύση του
0

0
. Συνεπώς δεν πρέπει να επικριθεί για τον περιορισµό του. 

   Θα διαπιστώσουµε ότι το ζήτηµα του αν µια µεταβλητή φθάνει ή όχι το όριό 

της δεν έχει καµιά σηµασία, εν όψει των σύγχρονων ορισµών. Εκείνη την εποχή, 

όµως, ήταν σηµαντικό ως ένδειξη του ότι οι µαθηµατικοί εξακολουθούσαν να 

αισθάνονται ότι ο λογισµός έπρεπε να ερµηνευθεί σε σχέση µε τα όσα ήταν 

διαισθητικά λογικά µάλλον, παρά µε τα όσα ήταν λογικά συνεπή. Αυτός φαίνεται ότι 

ήταν ο λόγος για τον οποίο ο Robins θεώρησε τη µέθοδο των ροών περισσότερο 

ικανοποιητική από εκείνη των πρώτων και εσχάτων λόγων. Όλοι υπέθεταν ότι είχε 

 
35   Cajori , A  History  of  the  Conceptions  of  Limits  and  Fluxions , Chap. IV 
36  See Jurin , ‘Considerations upon Some Passages of Dissertation Concerning the Doctrine of 

Fluxions Published by Mr. Robins ‘, pp. 68 ff  
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µια σαφή ιδέα της στιγµιαίας ταχύτητας, παρ’ όλο που λογικά αυτή ορίζεται, όπως ο 

Robins δεν κατάφερε να αντιληφθεί, σε σχέση µε τα ακριβώς ισοδύναµα εκείνων που 

απαιτούνται για να καταστεί αυστηρή η ιδέα των πρώτων και εσχάτων λόγων. 

   Το ότι το έργο του Robins δεν εκτιµήθηκε πλήρως στην Αγγλία φαίνεται από 

το γεγονός ότι αν και το The Analyst του Berkeley συζητιόνταν συχνά στην πληθώρα 

κειµένων για τις ροές που εµφανίστηκαν το 1736 και το 1737, η διαµάχη Jurin – 

Robins δεν αναφέρονταν.37 Οι µαθηµατικοί εξακολουθούσαν να µην είναι 

ικανοποιηµένοι µε τη µέθοδο των ορίων και, παρ’ όλο που η συζήτηση για τα 

απειροστά µπορεί να είχε αποθαρρύνει την χρήση της ιδέας των στιγµών, δεν τις 

εκδίωξε. Το 1771 το άρθρο για τις ροές στην εγκυκλοπαίδεια Britannica έγραφε: «Η 

ροή οποιουδήποτε µεγέθους σε οποιοδήποτε δοθέν σηµείο είναι η αύξηση την οποία 

αυτό θα λάµβανε σε οποιονδήποτε χρόνο, µε την υπόθεση ότι αυξάνεται οµοιόµορφα 

από εκείνο το σηµείο. Και καθώς το µέτρο θα είναι το ίδιο, όποιος κι αν είναι ο 

χρόνος, έχουµε την ελευθερία να υποθέσουµε ότι είναι µικρότερο από οποιονδήποτε 

µετρήσιµο χρόνο».38 Η παλιά σύγχυση µεταξύ ροών και στιγµών δεν είχε ακόµη 

χαθεί και η διασαφήνιση της µεθόδου των πρώτων και εσχάτων λόγων του Newton 

από τον Robins δεν ήταν αρκετή για να την καθιερώσει ως βάση µέχρι αφότου οι 

ηπειρωτικές επιδράσεις, στις αρχές του 19ου αιώνα, είχαν επιφέρει µια καµπή στα 

βρετανικά µαθηµατικά. Στο µεταξύ πάντως, πολλές προσπάθειες, άλλες 

αξιοπρόσεκτες και άλλες ασήµαντες, έγιναν για να βρεθούν νέες και πιο 

ικανοποιητικές µορφές και επιχειρήµατα µε τα οποία θα µπορούσε να παρουσιαστεί η 

µέθοδος του Newton. Η πλέον αξιότατη και διάσηµη προσπάθεια υπήρξε εκείνη του 

Colin Maclaurin. Στην Treatise of Fluxions του, το 1742, είχε σκοπό, όχι να 

µεταβάλει τις ιδέες που περιλαµβάνονταν στις ροές του Newton, αλλά να αποδείξει 

την εγκυρότητα της µεθόδου του µέσω των αυστηρών τεχνικών των αρχαίων39 - να 

συναγάγει τη νέα ανάλυση από λίγες «κοινές αρχές».40  

Ο Maclaurin δήλωνε στον πρόλογο του έργου του ότι η διαµάχη του The 

Analyst είχε δώσει την αφορµή για την πραγµατεία του. Γι’ αυτό προχώρησε µε άκρα 

περίσκεψη, παραλείποντας το συµβολισµό των ροών µέχρι πριν το τέλος της 

µακροσκελούς δίτοµης πραγµατείας του. Όπως και ο Robins, εκδίωξε το απείρως 

µικρό ως ασύλληπτο και ως «πολύ τολµηρό αξίωµα για µια επιστήµη όπως η 

γεωµετρία».41 Πάντως, δεν είχε καµιά αντίρρηση για την εισαγωγή της ιδέας µιας 

στιγµιαίας ταχύτητας στη γεωµετρία, διότι αισθάνθηκε ότι δεν µπορεί να υπάρξει 

καµιά δυσκολία στη σύλληψη της ταχύτητας οπουδήποτε υπάρχει κίνηση.42 Μάλιστα, 

έλεγε ότι οι µαθηµατικές επιστήµες περιλάµβαναν την κίνηση και την ταχύτητα, όπως 

και τις ιδιότητες των σχηµάτων.43 Το χρόνο τον αντιλαµβάνονταν, όπως και ο 

Barrow, ωσάν να ρέει σε οµαλή πορεία που εξυπηρετεί τη µέτρηση των µεταβολών 

όλων των πραγµάτων.44  Ο Barrow, εν τούτοις, είχε ορίσει την ταχύτητα ως τη 

δύναµη µέσω της οποίας ένα ορισµένο διάστηµα µπορεί να διαγραφεί σε ορισµένο 

χρόνο,45 περίπου όπως ο Αριστοτέλης είχε θεωρήσει την κίνηση ως εκδήλωση µιας 

δυνητικότητας. Ο Maclaurin, από την άλλη πλευρά, προσπάθησε να ορίσει τη 

στιγµιαία ταχύτητα µε τρόπο που θυµίζει την προσπάθεια του Oresme: «Η ταχύτητα 

 
37   Cajori , A  History  of  the  Conceptions  of  Limits  and  Fluxions,  p. 179  
38   ibid., p. 240 
39   A  Treatise  of  Fluxions, I, 51 ff 
40   ibid., I, Preface. 
41   ibid., I,  iv 
42   ibid., I, iii 
43   ibid., I, 51 
44   ibid., I, 53 
45   ibid., I, 54 
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µιας µεταβλητής κίνησης σε οποιαδήποτε χρονική περίοδο δεν πρέπει να µετράται 

µέσω του διαστήµατος που έχει διαγραφεί µετά τη συγκεκριµένη περίοδο σε κάποιο 

δεδοµένο χρόνο, αλλά µέσω του διαστήµατος που θα είχε διαγραφεί αν η κίνηση είχε 

συνεχιστεί οµαλά µετά από εκείνη την περίοδο».46 Ο Maclaurin αντελήφθη ότι αν µια 

στιγµιαία ταχύτητα είναι «επιδεκτική µετρήσεως, τότε είναι υπό αυτήν την έννοια και 

µόνο».47 Αναγνώρισε δηλαδή, ότι η φυσική ασχολείται µόνο µε πραγµατικά 

διαστήµατα, αλλά δεν κατάφερε να αντιληφθεί ότι ως µαθηµατική ιδέα η στιγµιαία 

ταχύτητα µπορούσε να οριστεί µε προεκβολή πέρα από τις αισθητηριακές 

εντυπώσεις, µέσω του ορίου ενός µέσου ρυθµού µεταβολής καθώς τα διαστήµατα 

πλησιάζουν το µηδέν.  

Αν και ο Maclaurin θεωρούσε την εξήγησή του για τις ροές ως µια κριτική της 

µεθόδου των διαφορικών, η ερµηνεία του για τις ροές, σε σχέση µε τα διαστήµατα 

που θα παράγονταν αν η κίνηση επρόκειτο να συνεχιστεί οµαλά, άφησε το δρόµο 

ανοικτό για µια εξήγηση των τεχνικών του Newton µε τις ροές σε σχέση µε 

πεπερασµένες διαφορές και όρια, µέσω των οποίων επρόκειτο να εξηγηθεί και ο 

διαφορικός λογισµός του Leibniz. Ο Brook Taylor είχε αναγνωρίσει τη σηµασία 

αυτού του είδους έκθεσης και είχε λίγα χρόνια νωρίτερα συνθέσει ένα βιβλίο για το 

θέµα –το Methodus incrementorum directa et universa. Ενώ ο Robins και ο 

Maclaurin τόνισαν στο έργο του Newton τις ερµηνείες σε σχέση µε τις ροές, ο Taylor 

είπε ότι ο Newton είχε θεµελιώσει τη µέθοδό του στους πρώτους και έσχατους 

λόγους.48 Ο Newton είχε αναγνωρίσει ότι το όριο του λόγου των στιγµών ήταν το ίδιο 

µε το λόγο των αντίστοιχων ροών ή ταχυτήτων. Ενώ ο Robins και ο Maclaurin είχαν 

υποθέσει ότι όλοι διέθεταν µια σαφή ιδέα της στιγµιαίας ταχύτητας, ο Taylor 

θεώρησε ότι ήταν ευκολότερο να συλλάβει κάποιος τις στιγµές και να βρει τους 

λόγους των ροών από αυτές.49 Από αυτή την άποψη, πάντως, το έργο του σε κάποια 

σηµεία προσέγγιζε έναν ασαφή χειρισµό µηδενικών, που µοιάζει µε τις κατοπινές 

τεχνικές του Euler. Ο Taylor έλεγε ότι η σχέση των ροών έπρεπε να προκύψει από 

εκείνη που περιέχει πεπερασµένες διαφορές. Από αυτήν τη σκοπιά η άποψή του 

µοιάζει µε εκείνη των σύγχρονων µαθηµατικών, παρ’ όλο που ο Leibniz έλεγε εκείνη 

την εποχή ότι «τοποθετούσε το κάρο µπροστά από το άλογο».50  

Εν τούτοις, ο Taylor, όπως και ο Leibniz, δεν υπήρξε σαφής όσον αφορά τη 

µετάβαση από τις πεπερασµένες διαφορές στις ροές, διότι υποστήριζε ότι για να το 

επιτύχει κανείς αυτό απλά θα έθετε το µηδέν στη θέση των «αφανιζόµενων 

αυξήσεων». Κατά την άποψή του, οι έσχατοι λόγοι είναι εκείνοι στους οποίους τα 

µεγέθη έχουν ήδη αφανιστεί και έχουν γίνει µηδενικά,51 µια άποψη που επρόκειτο να 

εµφανιστεί στην Ήπειρο στο έργο του Euler. 
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