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1. Ορισµοί 

Θεωρώ τις τριγωνοµετρικές παραστάσεις 4 5( )x xηµΑ = + και 6( )x xηµΒ = + µε 

κοινό πεδίο ορισµού το σύνολο των πραγµατικών αριθµών.  

Έχω 
4

A 4 5 5 7
6 6 2

π π
συν  = + = + = 

 
  και  

1 13
6 6

6 6 2 2

π π
συν Β = + = + = 

 
. 

 Άρα 
π π

A Β
6 6

   →   
   

 4 5 6x xηµ ηµ+ > + είναι αληθείς για  
6

x
π =  
 

. 

    Λόγω αυτών των τριγωνοµετρικών παραστάσεων έχω ( ) ( )5  6π και πΑ = Β = . Άρα, 

δεν είναι αληθής η 4 5 6 για x x xηµ ηµ π+ + = . Γενικά, αν λάβω τις τριγωνοµετρικές 

παραστάσεις Α(x), B(x) οπού το x  παριστάνει τόξο µε ακτίνα και οι Α(x), B(x) έχουν 

κοινό πεδίο ορισµού, ονοµάζω τριγωνοµετρική ανισότητα µε έναν άγνωστο του 

προτασιακού τύπου Α(x)>B(x) (αντιστοίχως Α(x)<Β(x)). 

α) 2ηµ +2συv >3ηµ +1x x x 		β)   ( )ηµ 1 εφ 3 >0
2

x
x

 − − 
 

,      γ) 4 συν 3 < 2 συν   x x x x− −             

δ) 
π

2 +3>
2

x
π

2x+3>
2

,      ε) 2 2xηµ > ,                              στ) 3 x xηµ συν+ > . 

    Μια τιµή του x  που ανήκει στο κοινό πεδίο ορισµού των Α(x), Β(x) και καθιστά 

σωστή την ανισότητα, ονοµάζεται λύση της ανισότητας ή ακριβέστερα µερική λύση της 

ανισότητας. Το σύνολο των µερικών λύσεων µιας τριγωνοµετρικής ανισότητας 

ονοµάζεται γενική λύση, δηλαδή γενική λύση είναι το σύνολο αλήθειας του αντίστοιχου 

προτασιακού τύπου. Η εύρεση της γενικής λύσης µιας τριγωνοµετρικής ανισότητας 

ονοµάζεται επίλυση αυτής. Επίλυση της ανισότητας η οποία κυµαίνεται σε ειδικό 

διάστηµα π.χ. στο [ ]0,  2π  ονοµάζονται οι ειδικές λύσεις αυτής. Είναι δυνατόν η 

τριγωνοµετρική ανισότητα να επαληθεύεται x∀ ∈∆ , όπου ∆ το κοινό πεδίο ορισµού των 

Α(x), Β(x). Τότε η ανισότητα ονοµάζεται µόνιµη στο διάστηµα ∆ όπως π.χ. η (στ).  

Υπάρχει ενδεχόµενο να µην υπάρχει τιµή του x  η οποία να επαληθεύει την 

ανισότητα όπως π.χ. την (ε). Τότε η ανισότητα ονοµάζεται αδύνατη. Παρακάτω θα 

ασχοληθώ µε την επίλυση τριγωνοµετρικών ανισοτήτων κατατάσσοντας αυτές σε 

διάφορες κατηγορίες.  

 

2. Βασικές τριγωνοµετρικές ανισότητες 

Ονοµάζω βασικές τριγωνοµετρικές ανισοτήτες τις παρακάτω 

α) xηµ λ> ,   β) xσυν λ> ,    γ) xεϕ λ> ,   δ) xσϕ λ>  

α΄) xηµ λ< ,   β΄) xσυν λ< ,  γ΄) xεϕ λ< ,  δ΄) xσϕ λ<  

όπου σε όλες τις περιπτώσεις λ∈ℝ . Θα ασχοληθώ µε την επίλυση των α, β, γ, δ. 

Ανάλογη είναι και η επίλυση α', β', γ', δ'. 

 

2.1 Επίλυση της ηµx>λ 

� Αν 1λ ≥  τότε η xηµ λ>  είναι αδύνατη. 

� Αν 1λ < −  τότε η xηµ λ>  επαληθεύεται Rx∀ ∈ . 

� Αν 1λ = − τότε η xηµ λ>  επαληθεύεται Rx∀ ∈ −
π

2kπ
2

 − 
 

. 
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� Αν 0 1λ≤ <  τότε υπάρχουν µόνο δύο τόξα στο διάστηµα [ ]0,  2π  που 

επαληθεύουν την εξίσωση xηµ λ= , έστω τα 1 2
,  τ τ  που λήγουν  στα σηµεία Μ1, Μ2. 

Τότε τα τόξα του διαστήµατος [ )0,  2π που επαληθεύουν την xηµ λ>  αν τα ονοµάσω θ  

θα δίνονται από την 1 2τ θ τ< < . Η γενική λύση της ανισότητας είναι η 2x kπ θ= +  (1)  

µε k∈ℤ  και 1 2τ θ τ< < . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατηρώ ότι βρέθηκαν οι λύσεις της ανισότητας στο διάστηµα πλάτους µιας 

πρωτεύουσας περιόδου και στη συνέχεια µε τον τύπο (1) δόθηκε η γενική λύση οπού το 

2kπ  παριστάνει ακέραιο πολλαπλάσιο της περιόδου 2π .  

� Αν 1 0λ− < <  τότε υπάρχουν µόνο δύο τόξα στο διάστηµα [ )0,  2π  ώστε 

xηµ λ= . Έστω τα ω1, ω2 µε πέρατα τα σηµεία Μ3, Μ4. Αν ονοµάσω θ  τα τόξα του 

διαστήµατος [ )0,  2π  που επαληθεύουν την xηµ λ> τότε 10 θ ω≤ <  ή 2 2ω θ π< < . Η 

γενική λύση είναι  2x kπ θ= +  µε k∈ℤ  και [ ) ( )1 20,  ,  2θ ω ω π∈ ∪ . 

 

2.1.1. Εφαρµογές 

�  Να λυθεί η 
1

ηµ >
2

x . Είναι γνωστό ότι τα τόξα τ1, τ2 του διαστήµατος [ )0,  2π  

για τα οποία ισχύει ότι 
1

ηµ =
2

x  είναι τα 1

π
τ =  

6
 και 2

π
τ =  

6
. Συνεπώς τα τόξα  

[ )0,  2θ π∈  που επαληθεύουν την ανισότητα δίνονται από τη σχέση 
5

6 6

π π
θ< <  και η 

γενική λύση της ανισότητας είναι η 2x kπ θ= + , k∈ℤ ,  
5

6 6

π π
θ< < . 

      � Να λυθεί η 
2

ηµ <
2

x .  Τα τόξα 1 2
,  τ τ  του διαστήµατος [ )0,  2π   για τα οποία 

ισχύει ότι 
2

ηµ
2

x =  είναι τα 1

π
τ =  

4
, 2

3π
τ =  

4
. Τα τόξα [ )0,  2θ π∈  που επαληθεύουν 

την ανισότητα, δίνονται από
3

0     2
4 4

ή
π π

θ θ π ≤ < < < 
 

. Η γενική λύση της ανισότητας 

δίνεται από 2x kπ θ= + µε k∈ℤ και 
π 3

0,  ,  2π
4 4

π
θ    ∈      

∪ . 
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      � Να λυθεί η 
3

ηµ >
2

x − . Τα τόξα [ )1 2,  0,  2τ τ π∈ για τα οποία ισχύει ότι

3
ηµ

2
x = −   είναι τα 1

4π
τ =  

3
, 2

5π
τ =  

3
 . Τα τόξα [ )0,  2θ π∈   που επαληθεύουν την 

3
ηµ

2
x > −  δίνονται από 

4π 5π
0 <  ή  < <2π

3 3
θ θ ≤ 

 
 και η γενική λύση είναι 

2x kπ θ= +  µε k∈ℤ  και θ ∈
4π 5π

0, , 2π
3 3

   
     
∪ . 

 

2.2 Επίλυση της συνx>λ 

� Αν 1λ ≥   τότε η xσυν λ>  είναι αδύνατη. 

� Αν 1λ < −   τότε η xσυν λ>  επαληθεύεται x∀ ∈ℝ . 

� Αν 1λ = −  τότε η xσυν λ>  επαληθεύεται x∀ ∈ℝ { }2κπ ,  kπ− + ∈ℤ . 

� Αν 1 1λ− < <  τότε υπάρχουν µόνο δυο τόξα 
1 2τ ,τ  του διαστήµατος [ )0, 2π  που 

επαληθεύουν την xσυν λ= .  

Έστω 
1 2,Μ Μ  τα πέρατα αυτών των τόξων. Τότε αν θα ονοµάσω θ  τα τόξα του 

διαστήµατος [ )0, 2π  που επαληθεύουν την xσυν λ=  έχω ( ) ( )1 20 <τ  ή τ < <2πθ θ≤ . Η 

γενική λύση της xσυν λ>  θα δίνεται τότε από 2x kπ θ= +  µε k∈ℤ
[ ) ( )1 2και  0, τ τ , 2πθ ∈ ∪ . 

Παρατηρώ ότι όπως και πριν ότι δοθήκαν αρχικά οι λύσεις της ανισότητας σε 

διάστηµα πλάτους µιας πρωτεύουσας περιόδου και στη συνέχεια από τον τύπο (1) 

δόθηκε η γενική λύση οπού το 2kπ παριστάνει ακέραιο πολλαπλάσιο της περιόδου 2π . 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2.1 Εφαρµογές   

� Να λυθεί η 
1

συν >
2

x . Η εξίσωση 
1

συν
2

x =  στο διάστηµα [ )0, 2π  έχει τις λύσεις 

1

π
τ =  

3
 και 2

5π
τ =  

3
 άρα τα τόξα [ ) 0,  2θ π∈  που είναι λύσεις της 

1
συν >

2
x δίνονται από 
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π 5π
0 <  ή  < <2π

3 3
θ θ ≤ 

 
 και η γενική λύση της ανισότητας είναι 2x kπ θ= +  µε k∈ℤ  

και 
π 5π

0,  , 2π
3 3

θ    ∈      
∪ . 

     � Να λυθεί η 
1

συν < 
3

x . Η εξίσωση 
1

συν
3

x =  στο διάστηµα [ )0, 2π  έχει δυο 

λύσεις τις ο1

1
=τοξ συν

3
τ  και 2

1
2  

3
οτ π τοξ συν= − . Άρα, οι λύσεις θ  στο διάστηµα 

[ )0, 2π  της ανισότητας είναι 1 2
τ < <τθ . Η γενική λύση είναι 2x kπ θ= + µε k∈ℤ  και 

( )1 2τ ,  τθ ∈ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Να λυθεί η 
2 3

<συν <
2 2

x . Αν ( ) ( )2 3
ΟΠ = ,  OP =

2 2

������ ������
 τότε 

�( ) �( )+ +

1 2

π π
ΑΜ = ,  ΑΜ =

6 4
, 
�( ) �( )+ +

2 1

7π 11π
ΑΜ = ,  ΑΜ =

4 6
 οπότε τα τόξα θ  στο διάστηµα 

[ )0, 2π  που επαληθεύουν την ανισότητα δίνονται από  

7 11
  

6 4 4 6

π π π π
θ θ   < < < <   

   
∪ . Η γενική λύση είναι 2x kπ θ= +  µε k∈ℤ  και 

π π 7π 11π
,  U , 

6 4 4 6
θ    ∈   

   
. 

 

2.3 Επίλυση της εφx>λ 

        Η πρωτεύουσα περίοδος της xεϕ είναι το π . Άρα,  θα βρεθούν αρχικά οι λύσεις της 

xεϕ λ>  σε διάστηµα πλάτους π . Για αυτό παίρνω το [ )0, π . Στο διάστηµα αυτό 

υπάρχει ένα µόνο τόξο 1
τ έτσι ώστε xεϕ λ= . Αν ονοµάσω θ  τα τόξα στο διάστηµα 

[ )0, π  που επαληθεύουν την xεϕ λ>  αν λ 0≥  θα είναι 1

π
τ < <

2
θ  ενώ αν 0λ <  θα είναι 

1τ < <πθ  και 0
2

π
θ≤ < . Η γενική λύση αν λ 0≥  είναι η 2x kπ θ= +  µε k∈ℤ  
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1
τ , 

2
θ

π ∈ 
 

ενώ αν 0λ <  είναι η 2x kπ θ= +  µε k∈ℤ και ( )1

π
0, 

2
τ , πθ  ∈  

∪ . Στον 

τύπο 2x kπ θ= +  το kπ  παριστάνει ακέραιο πολλαπλάσιο της περιόδου π .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.3.1 Εφαρµογές 

� Να λυθεί η εφ > 3x . Στο σχήµα και πάνω στον άξονα των εφαπτοµένων βλέπω 

( )ΑΡ = 3
������

. Φέρνω την ΟΡ καθορίζοντας το σηµείο Μ. Τα τόξαθ  στο διάστηµα [ )0, π  

που επαληθεύουν την εφ > 3x  έχουν πέρατα µεταξύ των Μ και Β και επειδή �( )+ π
ΑΜ =

3
 

θα έχω < <
3 2

π π
θ  και η γενική λύση της ανισότητας θα είναι =kπ+x θ µε k∈ℤ και 

< <
3 2

π π
θ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     � Να λυθεί η εφ > 1x − .  Στον άξονα των εφαπτοµένων στο σχήµα, λαµβάνω 

( )ΑΡ = 1−
������

. Η ΟΡ δίνει το σηµείο Μ όπου �( )+ 3π
ΑΜ =

4
. Τα πέρατα των τόξων θ  στο 

διάστηµα [ )0,  π  τα οποία επαληθεύουν την εφ > 1x −  και σηµειώνονται στο σχήµα, 

δίνονται από τις 
3

<π, 0
4 2

π π
θ θ< ≤ < . Η γενική λύση της εφ > 1x − είναι η =kπ+x θ µε 

k∈ℤ  και 
π 3π

0,  ,  π
2 4

θ    ∈      
∪ .    
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� Να επιλυθεί ηεφ
3

3
<x . Έστω ( )

3

3
AP =
����

. Τότε 
�( )+ΑΜ =

π

6
. Τα πέρατα των 

τόξων θ  στο διάστηµα [ )0,  π  που επαληθεύουν την εφ
3

3
<x  είναι σηµειωµένα στο 

διπλανό σχήµα και δίνονται από τις 
π π

0 < , < <π
6 2

θ θ≤ .  Η γενική λύση είναι η =kπ+x θ  

µε k∈ℤ  και 
π π

0, , π
6 2

θ    ∈      
∪ . 

 

 

 

 

 

 

 

2.4 Επίλυση της σφx>λ 

    Η ανισότητα σφ >x λ επιλύεται όπως η xεϕ λ> . Αρχικά βρίσκω τις λύσεις του 

διαστήµατος ( )0,  π  και στη συνέχεια η γενική λύση δίνεται κατά τρόπο ανάλογο της 

xεϕ λ> .  

 

2.4.1 Εφαρµογές  

� Να λυθεί η 1xσϕ > .  Στον άξονα των συνεφαπτοµένων λαµβάνω  (ΒΣ)=1. Η 

ΟΣ δίνει το σηµείο Μ όπου 
�( )+ΑΜ =

π

4

. Τα τόξα ( )0, πθ ∈  που επαληθεύουν 

την 1xσϕ >  δίνονται από την 

0
4

π
θ< < . Η γενική λύση είναι η 

= π+x k θ  µε k∈ℤ   και 0, 
4

π
θ  ∈ 

 
. 
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     � Να λυθεί η  3xσϕ > − . Αν είναι ( ) 3ΒΣ = −
����

 τότε 
�( )+ΑΜ =

5π

6
 και τα τόξα 

( )0, θ π∈  που    επαληθεύουν την 3xσϕ > − , δίνονται από την 
5

0
6

π
θ< <  και η 

γενική λύση είναι η = π+x k θ µε k∈ℤ  και 
5

0, 
6

π
θ  ∈ 

 
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.5 Ανισότητες της µορφής ηµ(νx)>λ, συν(νx)>λ,  εφ(νx)>λ, σφ(νx)>λ,    

ν ∈ℤ ,  λ∈ℝ  

� Αν 1ν =  έχω τις βασικές ανισότητες όπου αναφέρθηκα προηγουµένως.  

� Αν ν=0 είναι µια απλή τετριµµένη περίπτωση.  

� Αν ν −∈ℤ  οι σχέσεις µεταξύ των τριγωνοµετρικών αριθµών αντίθετων τόξων, 

µπορούν να αναχθούν στους τριγωνοµετρικούς αριθµούς αυτής της µορφής αλλά µε 

συντελεστή ν  θετικό.  

� Αν { }1ν +∈Ζ −  τότε οι συναρτήσεις ( )xηµ ν , ( )xσυν ν  είναι περιοδικές µε περίοδο 

2
P

π
ν

=  ενώ οι ( )xεϕ ν , ( )xσϕ ν  είναι περιοδικές µε περίοδο P
π
ν

= . 

    Για την επίλυση µιας ανισότητας αυτής της µορφής  θέτω x yν = , οπότε ανάγονται  

στην ανισότητα της προηγουµένης µορφής δηλαδή ( ) ( )ν   1

y

x y
x

ηµ λ
ηµ λ

λ

> 
 > ⇔  

=  

.     

   Από την (1) λαµβάνω τη γενική λύση της ( )xηµ ν λ> . Ενδιαφέρον παρουσιάζει το 

πρόβληµα «Βρείτε τις λύσεις της ( )xηµ ν λ> οι οποίες  βρίσκονται σε δοθέν διάστηµα, 

συνήθως στο [ ]0,  2π ». Ακολουθούν παραδείγµατα για την κατανόηση προβληµάτων 

αυτού του είδους.  

 

2.5.1 Εφαρµογές  

� Να λυθεί η ( ) 1
3

2
xηµ > .  Αν θέσω 3x y=  λαµβάνω ( )

1

1 2
3

2

3

y

x
y

x

ηµ
ηµ

 >  
> ⇔  

 =
  

Βρίσκω τη γενική λύση της 
1

2
yηµ > . Ως γνωστόν είναι y kπ θ= +  µε k∈ℤ  και 
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π 5π
< <

6 6
θ . Επειδή 

3

y
x =  έπεται ότι η γενική λύση της ( ) 1

3
2

xηµ > είναι η 
3

3 3

k
x

π θ
= +

µε k∈ℤ  και 
π 5π

< <
6 6

θ . 

      �  Να βρεθούν οι λύσεις της ( ) 2
3

2
xσυν <  που κινείται στο διάστηµα [ )0,  2π  

ή αλλιώς να επιλυθεί το σύστηµα 
( ) 2
3

2

0 2π

x

x

συν
 

< 
 
 ≤ ≤ 

.     

1ος τρόπος. Βρίσκω τη γενική λύση της ( ) 2
3

2
xσυν < . Για αυτό θέτω 3x y=  οπότε η 

γενική λύση της 
2

2
yσυν <  είναι η y kπ θ= +  µε k∈ℤ  και 

π 7π
< <

4 4
θ .  

Συνεπώς 
2

3 3

k
x

π θ
= +  µε k∈ℤ  και 

7

12 3 12

π θ π
< <  είναι η γενική λύση της 

( ) 2
3

2
xσυν < . Για να περιορίσω τις τιµές του x  στο διάστηµα [ ]0,  2π  δουλεύω ως 

εξής. Έχω 3k λ υ= +  µε ,k λ∈ℤ  και { }0,  1,  2u∈  οπότε 

2(3 ) 2
2

3 3 3 3
x

λ υ π θ λπ θ
λπ

+
= + = + + 	. Τότε τα τόξα x  λαµβάνουν τις παρακάτω 

εκφράσεις: 

� Για υ=0 την 2
3

x
θ

λπ= +  (1) 

� Για υ=1 την 
2

2
3 3

x
π θ

λπ= + +  (2) 

� Για υ=2 την 
4

2
3 3

x
π θ

λπ= + +  (3) 

Επειδή 
π 7π

< <
12 3 12

θ
 και λ∈ℤ  οι τιµές του [ ]0,  2x π∈ που επαληθεύουν την 

( ) 2
3

2
xσυν < είναι οι 

3
x

θ
= ,

2

3 3
x

π θ
= + , 

4

3 3
x

π θ
= +  µε 

π 7π
< <

12 3 12

θ
. 

2ος τρόπος. Έχω     
( ) ( )

2
συν <

2

0 6π

0 2π 0 6

2 2
3 3

π

2

3

2

y

y

x x

x

y x

xσυν συν

 
           

⇔ ⇔ ≤ ≤     
     ≤ ≤ ≤ ≤ =  

< <

  
  
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π 7π π 7π
< < <3 <

4 4 4 4

π 7π 9π 15π
2π+ < <2π+ <3 <

4 4 4 4

π 7π 17π 23π
4π+ < <4π+ <3 <

4 4 4 4

=3

y x

y x

y x

y x

 
            

⇔ ⇔   
   
   
     
 

π 7π
< <

12 12

9π 15π
< <

4 4

17π 23π
< <

4 4

x

x

x

 
 
 
 ⇔  
 
 
  

. 

� Να λυθεί η ( )εφ 3 > 3x  και στη συνέχεια να σηµειωθούν επί της 

τριγωνοµετρικής περιφέρειας τα πέρατα των τόξων x  που την επαληθεύουν.  

Για να σηµειώσω  επί της τριγωνοµετρικής περιφέρειας τα πέρατα των τόξων x  που 

επαληθεύουν την ( )εφ 3 > 3x  αρκεί να βρεθούν 

οι λύσεις του διαστήµατος [ ]0,  2π . Θέτω 3x y=  

και ονοµάζω θ  τις λύσεις στο διάστηµα [ ]0,  2π  

της ( )εφ 3 > 3x .   Τότε 
π π

< <
3 2

θ  και 
4π 3π

< <
3 2

θ . 

Η γενική λύση της εφ > 3y  είναι η 2y kπ θ= +  

µε k∈ℤ  και 
π π 4π 3π

, , 
3 2 9 2

θ    ∈   
   

∪ . Η γενική 

λύση της αρχικής είναι 3 2x kπ θ= +  ή 

2

3 3

k
x

π θ
= +  µε k∈ℤ  και 

π π 4π π
, , 

3 9 6 9 2

θ    ∈   
   

∪ . 

     Αν στον ακέραιο k  δώσω την έκφραση 3k λ υ= +  µε λ∈ℤ  και { }0,  1,  2u∈  θα έχω   

2(3 ) 2
2

3 3 3 3
x

λ υ π θ λπ θ
λπ

+
= + = + + .     

� Αν 0u =  τότε 2
3

x
θ

λπ= +  εξ αυτών στο διάστηµα [ ]0,  2π  είναι οι 
3

θ
 που καλύπτει 

το διάστηµα 1

π π
, 

9 6
δ  =  

 
, 2

4π π
, 

9 2
δ  =  

 
. 

� Αν 1u =  τότε 
2

2
3 3

x
π θ

λπ= + +  και εξ αυτών στο διάστηµα [ ]0,  2π  είναι οι 
2

3 3

π θ
+  

που καλύπτουν τα διαστήµατα: 

 3

2 2 7 5
,  ,  

3 9 3 6 9 6

π π π π π π
δ    = + + =   

   
, 

4

2 4 2 10 7
,  ,  

3 9 3 2 9 6

π π π π π π
δ    = + + =   

   
. 
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� Αν 
4

2 2
3 3

u x
π θ

λπ= ⇒ = + +  εξ αυτών στο διάστηµα [ ]0,  2π  είναι οι 
4

3 3

π θ
+

καλύπτουν τα διαστήµατα 

 5

4 4 13 3
,  ,  

3 9 3 6 9 2

π π π π π π
δ    = + + =   

   
, 6

4 4 4 16 11
,   ,   

3 9 3 2 9 6

π π π π π π
δ    = + + =   

   
. 

    Τα διαστήµατα δ1, δ2, δ3, δ4, δ5, δ6  στην τριγωνοµετρική περιφέρεια βρίσκονται στο 

παραπάνω σχήµα δια των τόξων � � � � � �
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10,  ,  ,  ,  ,  Μ Μ Μ Β Μ Μ Μ Μ Μ Β Μ Μ

αντιστοίχως οπού τα άκρα σηµεία Μi, i=1, 2, ...., 10  και Β , Β΄ δε λαµβάνονται.  

    Με τον δεύτερο τρόπο λαµβάνω τα τόξα του διαστήµατος [ ]0,  2π  που επαληθεύουν 

την ανισότητα και σηµειώνω αυτά στην τριγωνοµετρική περιφέρεια. Με τον τρόπο αυτό 

λύνω το σύστηµα: 

    
( ) ( )

( )εφ 3 > 3
εφ 3 > 3 εφ 3 > 3

0 6π
0 2π 0 3 6π

3

x
x x

y
x x

y x

 
        

⇔ ⇔ ⇔     
       

≤ ≤
≤ ≤ ≤ ≤

= 
 

 

    2 2   3 3
3 2 3 2 3 2 3 2

 4 4   5 5
3 2 3 2

3

y ή y ή y ή y

ή

y x

y ή y

π π π π π π π π
π π π π π π

π π π π
π π π π

=

 < < + < < + + < < + + < < + 
 
 

+ < < + + < < + ⇔ 
 
 
  

               

4 3 7 5
3   3   3

3 2 3 2 3 2

10 7 13 9 16 11
 3   3   3

3 2 3 2 3 2

x ή x ή x

ή x ή x ή x

π π π π π π

π π π π π π

 < < < < < <  
⇔ 

 < < < < < <
  

 

4 7 5 10 7 13 3 16 11
          

9 6 9 2 9 6 9 6 9 2 9 6
x ή x ή x ή x ή x ή x

π π π π π π π π π π π π < < < < < < < < < < < < 
 
     Παρατηρώ ότι τα διαστήµατα µεταβολής του x είναι ακριβώς τα δ1, δ2, δ3, δ4, δ5, δ6 τα 

οποία βρήκα από τον πρώτο τρόπο, αλλά πολύ πιο σύντοµα. 

 

2.6 Ανισότητες της µορφής 

x
νπ

ηµ λ
µ

 
+ > 

  , 

x
νπ

συν λ
µ

 
+ > 

  , 

x
νπ

εϕ λ
µ

 
+ > 

  , 

x
νπ

σϕ λ
µ

 
+ > 

  , λ∈ℝ , ,  µ ν ∈ℤ , 0µ ≠  

Για τη λύση ανισότητας αυτής της µορφής θέτω x y
νπ
µ

 
+ = 

 
 οπότε 

y

x
y x

ηµ λ
νπ

ηµ λ νπ
µ

µ

> 
   

+ > ⇔    = +    

. Κατά τα γνωστά, βρίσκω τις τιµές του y  που 
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επαληθεύουν την yηµ λ>  και από την αντικατάσταση x y
νπ
µ

 
+ = 

 
 έχω στη συνέχεια 

τις τιµές του x  που επαληθεύουν την αρχική. Η συνάρτηση x
νπ

ηµ
µ

 
+ 

 
 είναι περιοδική 

µε περίοδο 2π , οπότε για το λόγο αυτό αν αναζητήσω λύσεις στο διάστηµα µιας 

πρωτεύουσας περιόδου θα λύσω το σύστηµα: 

0 2

2

2

x
x

xx

x

y

y

y

ηµ λ
νπ νπ

π
µ µνπ ν

νπ
ηµ λνπ

η

π

µ λ µ
µ

νπ
π π

νπµ µ
µ

µ

 
   >    

 
+ >   + >        

⇔ ⇔ ≤ ≤ +     
     ≤ +       = + 




≤ ≤




+ ≤

. 

2.6.1 Εφαρµογές 

� Να βρεθούν οι λύσεις της 
3

4 2
x

π
ηµ  − > − 

 
 που κείνται στο διάστηµα 

[ ]0,  2π . Για αυτό λύνω το παρακάτω σύστηµα. 

3
3

4 2
4 2

ππ 7π

4
π

4
0 2

4

x
x

x x

ππ ηµηµ
  > −   > −   

 

 
  − −   

⇔ ⇔   
   − ≤ −    

≤ ≤ ≤

 

4

4 3

7 5 7

4 4 3 4

3

2

4 4

y

y y

y x y

y

x

π π

π π π π

µ

π

η

π

   ≤ <   
   
   

≤ ≤ ⇔ < ≤ ⇔   
   
   = =    

−−

−


>

−

−

4

4 4 3

5 7

3 4 4

x

x

π π π

π π π

 ≤ <  
⇔ 

 ≤ ≤
  

− −

−

19
0

12

23
2

12

x

x

π

π
π

 ≤ <  
 
 < ≤
  

 

Οι ζητούµενες λύσεις είναι οι 
19 23

0,  ,  2
12 12

x
π π

π   ∈      
∪ . 

    � Να λυθεί η 
1

3 2
x

π
ηµ  + > 

 
. Έχω  

1

1 2

3 2

3

y

x

y x

ηµ
π

ηµ
π

 >   + > ⇔ ⇔  
   = +

  
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2 ,
2 2

3 3

5 56 6

6 6 6 6

3

y k k
x k k x k k

y x

π θ π π
π θ π ϑ

π π
θ

π π π π
θ θ

π

 
 = + ∈    + = + ∈ = − + ∈          < < ⇔ ⇔     
     < < < <

        = +  

ℤ
ℤ ℤ

. Αν 

αναζητήσω λύσεις της ανισότητας στο διάστηµα µιας πρωτεύουσας περιόδου αρκεί να 

βρεθούν οι λύσεις της ανισότητας που κείνται στο διάστηµα [ ]0,  2π . Για αυτό θέτω 

3
y x

π
= +  οπότε αναζητώντας [ ]0,  2x π∈ , αρκεί να βρω ,  2

3 3
y

π π
π ∈ +  

. Στην 

τριγωνοµετρική περιφέρεια σηµειώνω το σηµείο Μ ώστε ( )
3

AM
π+ =  . Αυτό το σηµείο 

θα είναι η αρχή µέτρησης των τόξων y .  Εξ' αλλού εάν ( ) 1

2
PΟ =
����

θα είναι ( )
1 6

π+ΑΜ =
������

, 

( )
2

5

6

π+ΑΜ =
������

 και οι λύσεις της 
1

2
yηµ >  του διαστήµατος ,  2

3 3

π π
π + 

 
θ

5
  2 2

3 6 6 3
y ή y

π π π π
π π ≤ < + < ≤ + 

 
άρα  

5 4
 2 2 0  2 2

3 3 3 6 3 3 3 6
  x ή x x ή x

π π π π π π π π
π π π π   ≤ + < + < + ≤ + ⇔ ≤ < − < ≤   

   
 

4 11
0 2

3 5
x ή x

π π
π ⇔ ≤ < < ≤ 

 
. 

              

 

 

 

 

 

 

 

2.7 Ανισότητες της µορφής ηµ(νx/µ)>λ, συν (νx/µ)>λ, εφ (νx/µ)>λ, σφ (νx/µ)>λ, 

λ∈ℝ , ν ∈ℤ , *µ∈ℤ  

Για τη λύση της ανισοτήτων αυτής της µορφής θέτω 
x

y
ν
µ

=  οπότε

y
x

y

ηµ λ
ν

ηµ λ νχ
µ

µ

> 
   

> ⇔    =    

. Βρίσκω κατά τα γνωστά τις τιµές του y που επαληθεύουν 

την yηµ λ>  και µέσω της αντικατάστασης 
x

y
ν
µ

=   έχω στη συνέχεια τις τιµές του x  
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που επαληθεύουν την αρχική. Επειδή η συνάρτηση 
xν

ηµ
µ

 
 
 

 είναι περιοδική µε 

πρωτεύουσα περίοδο την 
2µπ
ν

 αν αναζητήσω λύσεις της ανισότητας στο διάστηµα µιας 

πρωτεύουσας περιόδου θα λύσω το σύστηµα 

0 2
2

0 20

xx
y

y
x

xx
y

νν ηµ ληµ ληµ λ
µµ π
νµπ νπ
µν µ

 
      >>>               ⇔ ⇔ ≤ ≤     

     ≤ ≤≤ ≤     =      

. Αν από τις λύσεις θ  που κείνται 

στο διάστηµα µιας πρωτεύουσας περιόδου θέλω να βρω  τη γενική λύση της ανισότητας, 

εφαρµόζω τον τύπο 
2

x k
µπ

θ
ν

= +  όπου k∈ℤ . 

 

2.7.1 Εφαρµογές  

� Να λυθεί η  3
3

x
εϕ > . Έχω  

3 33

3
3 3 2

3 23

3

y k k
x k ky

x
x

y

x
y

π θ
π θεϕ π π

εϕ θ π π
θ

 
 = + ∈

  = + ∈ >  
     

> ⇔ ⇔ < < ⇔     
< <=         =  

ℤ
ℤ

. 

    � Να λυθεί η 
1

5 2

x
ηµ <  στο διάστηµα µιας πρωτεύουσας περιόδου. Η συνάρτηση 

5

x
ηµ είναι περιοδική µε περίοδο 10π . Βρίσκω τις λύσεις της 

1

5 2

x
ηµ <    που 

κυµαίνονται στο [ ]0,  10π . Προς τούτο θέτω 
5

x
y= οπότε αν [ ]0,  10x π∈   τότε 

[ ]0,  2
5

x
y π= ∈  αλλά η 

1

2
yηµ < στο διάστηµα [ ]0,  2π  έχει λύσεις τις 

5
0     2

6 6
y ή y

π π
π ≤ < < ≤ 

 
 άρα 

π 5π
0 <     < 2π

5 6 6 5

x x
ή

 ≤ ≤ 
 

 δηλαδή 

5π 25π
0, , 10π

6 6
x

   ∈      
∪ . Αν ονοµάσω θ τις λύσεις της αρχικής που κινούνται στο 

[ ]0,  10π  τότε 
5π 25π

0, , 10π
6 6

θ    ∈      
∪ οπότε έχω τη γενική λύση της αρχικής 

10 πx k θ= + , k∈ℤ . 
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2.8 Ανισότητες της µορφής f(ηµx)>0,  f(συνx)>0, f(εφx)>0,  f(σφx)>0   

Μια ανισότητα της µορφής αυτής χαρακτηρίζεται ως αλγεβρική. Η επίλυση αυτής 

αρχικά αντιµετωπίζεται µε αλγεβρικές µεθόδους για να οδηγηθώ τελικά στις βασικές 

τριγωνοµετρικές ανισοτήτες. 

 

2.8.1 Εφαρµογές  

� Να λυθεί η ( )2
4 2 2 1 2 0x xηµ ηµ− + + < . Οι ρίζες της δευτεροβάθµιας 

εξίσωσης ( )2
4 2 2 1 2 0x xηµ ηµ− + + =  ως προς xηµ είναι

1 2
,  

2 2
 αρά η ανισότητα 

γράφεται:    

1 2 1 2
4 0

2 2 2 2
x x xηµ ηµ ηµ

  − − < ⇔ < <  
  

 (1). Αν θ οι λύσεις της (1) οι οποίες 

κείνται στο διάστηµα [ ]0,  2π  έχω 

π π 3π 5π
< <  και < <

6 4 4 6
θ θ  άρα η γενική λύση είναι 2x kπ θ= +  µε k∈ℤ  και 

π π 3π 5π
,  ,  

6 4 4 6
θ    ∈   

   
∪ . 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

� Να λυθεί η
2

1xεϕ < .  Η παραπάνω ανισότητα γράφεται  

( ) ( )2 1 1 1 0 1 1x x x xεϕ εϕ εϕ εϕ< ⇔ − + < ⇔ − < < (1)  

     Αν  ονοµάσω θ  τις λύσεις στο διάστηµα [ )0,  π της (1) τότε 
π 3π

0 < , < <π
4 4

θ θ≤ . Η 

γενική λύση της (1) είναι x kπ θ= +  µε k∈ℤ και 
3

0,  ,  
4 4

π π
θ π   ∈ ∪     

. 
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2.9 Ανισότητες της µορφής f(ηµx, συνx, εφx, σφx)>0 

Για την επίλυση µίας ανισότητας αυτής της µορφής, µετατρέπω την

( ),  ,  ,  f x x x xηµ συν εϕ σϕ σε γινόµενο παραγόντων έτσι ώστε να µελετήσω το πρόσηµο 

ενός εκάστου ή την εκφράζω ως συνάρτηση ενός τριγωνοµετρικού αριθµού π.χ. 
2

x
εϕ .  

Στην 1η  περίπτωση µελετώ το πρόσηµο κάθε παράγοντα στο διάστηµα [ ]0,  p

όπου p  είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των περιόδων για τις συναρτήσεις που 

παρουσιάζονται σε κάθε παράγοντα. Στην συνέχεια προσδιορίζω τα τόξα θ  του 

διαστήµατος  [ ]0,  p  για τα οποία το γινόµενο έχει το ζητούµενο πρόσηµο. Από τις τιµές 

του θ  στον τύπο x kπ θ= +  θα έχω τη γενική λύση της ανισότητας. Στη δεύτερη 

περίπτωση η ανισότητα µετατρέπεται σε αλγεβρική και ακολούθως στη γνωστή µέθοδο.  

 

2.9.1 Εφαρµογές 

� Να λυθεί η ( ) ( ) ( )1 2 1 1 0x x xηµ συν εϕ− − − <  (1). Η ανισότητα είναι της 

µορφής ( ),  ,  0f x x xηµ συν εϕ <  µε ( ),  ,  f x x xηµ συν εϕ αναλυµένη σε γινόµενο. 

Βρίσκω το πρόσηµο του κάθε παράγοντα στο διάστηµα [ )0,  2π  διότι οι συναρτήσεις 

,  x xηµ συν  έχουν περίοδο 2π  και η συνάρτηση xεϕ  έχει περίοδο π , οπότε το 2π  

είναι το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των περιόδων. 

1. Είναι  1 0xηµ − <
π π

0, , 2π
2 2

x
   ∀ ∈      

∪ . Για  
2

x
π

= είναι 1 0xηµ − = . 

Άρα, στο διάστηµα [ )0,  2π είναι (1)
( ) ( )2συν 1 εφ 1 >0

2

x x

x
π

− − 
 ⇔  

≠  

(2) . 

2. Ο παράγοντας 2 1xσυν −  στο διάστηµα [ )0,  2π  παρουσιάζει τα εξής πρόσηµα:  

� 
1 5

2 1 0 ,  
2 3 3

x x x
π π

συν συν  − < ⇔ < ⇔ ∈ 
 

,   

� 
1 π 5π

2 1 0 0, , 2π
2 3 3

x x xσυν συν    − > ⇔ > ⇔ ∈      
∪  

� Για 
π 5π

  
3 3

x ή x= =  είναι 2 1 0xσυν − = . 

3. Ο παράγοντας 1xεϕ − στο διάστηµα [ )0,  2π  παρουσιάζει τα εξής πρόσηµα: 

� 
5 3

1 0 1 ,  ,  
4 2 4 2

x x x
π π π π

εϕ εϕ    − > ⇔ > ⇔ ∈   
   

∪  

� 
5 3

1 0 1 0,  ,  ,  2
4 2 4 4

x x x
π π π π

εϕ εϕ π     − < ⇔ < ⇔ ∈          
∪ ∪  

� Για 
5

  
4 4

x ή x
π π

= =  έχω 1 0xεϕ − = .  

� Για 
3

  
2 2

x ή x
π π

= =  η συνάρτηση xεϕ δεν είναι συνεχής και αλλάζει πρόσηµα. 
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x  
0 ως 

4

π
 ως 

4 3

π π
 ως 

3 2

π π
 

5
ως 

2 4

π π
 

5 3
ως 

4 2

π π
 

3 5
ως 

2 3

π π
 

5
ως 2

3

π
π  

2 1xσυν −  +  +  −  −  −  −  +  

1xεϕ −  −  +  +  −  +  −  −  

( ) ( )2 1 1x xσυν εϕ− −  −  +  −  +  −  +  −  

 

Η αρχική ανισότητα είναι ισοδύναµη µε την (2) για την οποία από τον πίνακα λαµβάνω  

(2)  
5 3 5

,  ,  ,  
4 3 2 4 2 3

x
π π π π π π     ⇔ ∈     
     

∪ ∪ . Έτσι βρέθηκαν οι λύσεις της ανισότητας 

στο διάστηµα [ )0,  2π . Αν ονοµάσω  αυτές θ  τότε η γενική λύση είναι 2x kπ θ= +  µε 

k ∈ℤ και 
5 3 5

,  ,  ,  
4 3 2 4 2 3

π π π π π π
θ      ∈     

     
∪ ∪ . 

� Να λυθεί η   
( ) ( )23 1 6 5 1

0
x x x

x x

ηµ ηµ ηµ

ηµ συν

− − +
>

+
 (1). Βρίσκω αρχικά τις λύσεις 

της (1) στο διάστηµα [ ]0,  2π . Είναι  

( ) ( ) ( )( )21 3 1 6 5 1 0x x x x xηµ ηµ ηµ ηµ συν⇔ − − + + > ⇔  

( ) ( ) ( )3 1 3 1 2 1 2 0
4

x x x x
π

ηµ ηµ ηµ συν  − − − − > ⇔ 
 

 

( )2 1
3 1 0

2 4
x x x

π
ηµ ηµ συν   − − − > ⇔   

   

1
0

2 4
x x

π
ηµ συν   − − >   
   

 (2) µε ,x τ≠

,x π τ≠ −   0,  ,
2

π
τ  ∈   

 
1

3
ηµτ = . Για να βρω  οι λύσεις της (2) στο διάστηµα [ ]0,  2π  

µελετώ το πρόσηµο των παραγόντων  
1

2
xηµ − 

 
, 

4
x

π
συν  − 

 
 στο διάστηµα αυτό: 

1. Για τον παράγοντα 
1

2
xηµ − 

 
έχω  

� 
1 1 5

0 ,  
2 2 6 6

x x x
π π

ηµ ηµ  − > ⇔ > ⇔ ∈ 
 

 

� 
1 1 5

0 0,  ,  2
2 2 6 6

x x x
π π

ηµ ηµ π   − < ⇔ < ⇔ ∈      
∪  

� 
1 1 5

0   
2 2 6 6

x x x ή x
π π

ηµ ηµ− = ⇔ = ⇔ = =  

 

2. Για τον παράγοντα 
4

x
π

συν  − 
 

έχω  



20 

 

 � 

0

0 4
4

3 74
,  ,0 2

7 4 2 2 4

4 4

y
y x

x
y x

yx

y

συν π
π

συν π
π π π π

π π π

 
>   = −      − >       ⇔ = − ⇔ ⇔      

        ∈ −≤ <            − ≤ <  

∪

3 7
0,  ,  2

4 4
x

π π
π   ∈      

∪  

� 
0 3 7

,  4
4 4

0 2

x
x

x

π
συν π π

π

  − <     ⇔ ∈    
  ≤ < 

 

� 
3 7

0   
4 4 4

x x ή x
π π π

συν  − = ⇔ = = 
 

. Σχηµατίζω τον πίνακα πρόσηµων 

x  0 ως 

6

π
 6

π
ως 

3

4

π
 

3

4

π
ως 

5

6

π
 

5

6

π
ως

7

4

π
 

7

4

π
ως 2π  

1

2
xηµ − 

 
 

−  +  +  −  −  

4
x

π
συν  − 

 
 

+  +  −  −  +  

1

2
xηµ − 

  4
x

π
συν  − 

 
 

−  +  −  +  −  

Από τον πίνακα λαµβάνω ότι 
1

0
2 4

x x
π

ηµ συν   − − > ⇔   
   

3 5 7
,  ,  

6 4 6 4
x

π π π π   ∈   
   

∪  

Επειδή ,  x xτ π τ≠ ≠ −  και 
5 7

0 ,  
6 6 4

π π π
τ π τ< < < − <  έπεται ότι αν ονοµάσω θ  τις 

λύσεις της αρχικής ανισότητας στο διάστηµα [ ]0,  2π  είναι  

3 5 7
,  ,  ,  

6 4 6 4

π π π π
θ π τ π τ     ∈ − −     

     
∪ ∪ και η γενική λύση  είναι 2x kπ θ= +  µε 

k ∈ℤ . 

 

2.10 Ανισότητες της µορφής 0a x xηµ βσυν γ+ + >  µε 0αβγ ≠  

Η επίλυση  των ανισώσεων αυτής της µορφής επιτυγχάνεται µε δύο τρόπους.  

Τρόπος 1 

Ελέγχω αν οι τιµές 2x kπ π= + χ=2κπ+π επαληθεύουν την ανισότητα. Για να συµβαίνει 

αυτό πρέπει να ισχύει ότι  0γ β− > . Εκφράζω τα ,  x xηµ συν  συναρτήσει της 
2

x
εϕ  

 
 
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και λαµβάνω   ( ) 2 2 0
2 2

x x
aγ β εϕ εϕ β γ   − + ⋅ + + >   

   
 δηλαδή αλγεβρική της 

2

x
εϕ  

 
 

, 

οπότε κατά τα γνωστά επιλύεται. 

Τρόπος 2 

0

0

0 0

a x x
a

a x x a x x
a a

a

γ
ηµ εϕω συν

β γ
ηµ βσυν γ ηµ συν

β
ω τοξ εϕ

  + ⋅ + >      + + > ⇔ + + > ⇔   
    =     

 

( )

0

0
a

x
a

a

γσυνω
ηµ ω

συνω

β
ω τοξ εϕ

  + + >     
⇔  

  =     

. Επειδή 
0

a

β
ω τοξ εϕ  =  

  2 2

π π
ω⇒ − < < , άρα 

0συνω > , συνεπώς η αρχική ανισότητα γράφεται ( ) 0a xηµ ω γσυνω+ + > και επειδή 

0α ≠ είναι ( )x
γσυνω

ηµ ω
α

−
+ >  ή ( )x

γσυνω
ηµ ω

α
−

+ < που είναι γνώστης µορφής. 

 

2.10.1 Εφαρµογές  

� Να λυθεί η ( )2 3 1 0x xηµ συν− − − >  (1). 

 (α) Μέσω της αντικατάστασης διαπιστώνω ότι οι 2x kπ π= + δεν είναι λύσεις της 

αρχικής. 

 (β) Μέσω του µετασχηµατισµού 
2

2
2

1
2

x

x
x

εϕ
ηµ

εϕ
=

+
, 

2

2

1
2

1
2

x

x
x

εϕ
συν

εϕ

−
=

+
  µε 2x kπ π≠ +        

είναι   (1) ( )
2

2 2

2 1
2 22 3 1 0

1 1
2 2

x x

x x

εϕ εϕ

εϕ εϕ

−
⇔ − − − > ⇔

+ +
( ) 21 3 2 3 3 0

2 2

x x
εϕ εϕ− + + − >        

( )2 1 3 3 0
2 2

x x
εϕ εϕ   ⇔ − + + > ⇔   

   
1 3 0

2 2

x x
εϕ εϕ
     − − < ⇔          

1 3
2

x
εϕ  < < 

 
 (2).       Βρίσκω λύσεις της (2) στο  διάστηµα [ ]0,  2π  διότι η 

συνάρτηση 
2

x
εϕ είναι περιοδική περιόδου 2π .  Θέτω 

2

x
y =  και επειδή  

0 2 0 0
2

x
x yπ π π≤ < ⇒ ≤ < ⇒ ≤ <  είναι 

2
1 3

4 3 4 2 3 2 3

x
y y x

π π π π π π
εϕ< < ⇒ < < ⇒ < < ⇒ < < . Αν ονοµάσω θ  τις λύσεις της 
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(2) στο διάστηµα [ ]0,  2π  είναι 
2

2 3

π π
θ< <  και η γενική λύση της (2) είναι 2x kπ θ= +  

µε k ∈ℤ  και 
π 2π

,  
2 3

θ  ∈ 
 

. 

 

 

 

 

 

 

 

� Να λυθεί η 3 1 0x xηµ συν− + >  (1).  

Είναι (1) 1 0 0
3 3 3 3

x x x x
π π π π

ηµ εϕ συν ηµ συν ηµ συν συν⇔ − + > ⇔ ⋅ − + > ⇔  

1

3 2
x

π
ηµ  − > − 

 
 (2).  Η (2) λύνεται µέσω της αντικατάστασης 

3
x y

π
− = . Αναζητώντας 

[ ]0,  2x π∈  είναι
5

2
3 3 3 3 3

x y
π π π π π

π− ≤ − < − ⇔ − ≤ < . Οπότε (2) 

1

2

5 36 6

3 3 6 3 6 6 2

3

3

y

y

y x x

y x

y x

ηµ
π π

π
π π π π π π π

π
π

π

 > −   − < < +      
⇔ − ≤ ≤ ⇔ ⇔ − < − < + ⇔ < <   

   = −
    = −  

 

Αν θ  οι λύσεις της (1) στο διάστηµα [ ]0,  2π  είναι 
3

,  
6 2

π π
θ  ∈ 

 
 και η γενική λύση 

είναι 2x kπ θ= +  µε k ∈ℤ .  

 

2.11 Ανισότητες της µορφής 
( ) 0x x x xα ηµ συν β ηµ συν γ+ + ⋅ ⋅ + >

 

Η επίλυση των ανισοτήτων αυτής της µορφής γίνεται αρχικά στο διάστηµα [ ]0,  2π και 

µε τους γνωστούς από την αντίστοιχη εξίσωση µετασχηµατισµούς. 

( )

( )2 2 0
2

0 7

4 40 2

4

y y

x x x x
y

x

y x

β
α συν συν γ

α ηµ συν β ηµ συν γ π π
π

π

 + + > 
 + + ⋅ ⋅ + >   

⇔ − ≤ < ⇔   
≤ <   

 = −  
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22 2 2 2 0

7

4 4

4

y y

y

y x

βσυν α συν γ β
π π

π

 
+ + − > 

  − ≤ < 
 
 = −  

. Η τελευταία ανισότητα είναι γνωστής µορφής 

και λύνεται κατά τα γνωστά. 

 

2.11.1 Εφαρµογές 

� Να λυθεί η ( )2 2 2 1 0x x x xηµ συν ηµ συν+ + − ⋅ − > .  

Βρίσκω αρχικά τις λύσεις στο διάστηµα [ ]0,  2π . 

( )
( ) ( )2 2 2 2 1 0

2 2 2 1 0 7

4 40 2

4

y y

x x x x
y

x

y x

συν συν

ηµ συν ηµ συν π π

π
π

 
+ − − > 

  + + − ⋅ − >   
⇔ − ≤ < ⇔   

≤ <    
 = −  

( ) ( )2 22 2 2 2 1 2 0 2 1 2 2 0

7 7

4 4 4 4

4 4

y y y y

y y

y x y x

συν συν συν συν

π π π π

π π

   
− + + − > − + + <   

      
− ≤ < ⇔ − ≤ < ⇔   
   
   = − = −      

 

1 2

2 2

7

4 4

4

y

y

y x

συν

π π

π

 
< < 

 
 
− ≤ < 
 
 = − 
 

Τα ζητούµενα τόξα y είναι 

5 7 5 7
 ή  ή 

4 3 3 4 4 4 3 3 4 4
y y x x

π π π π π π π π π π   < < < < ⇔ < − < < − < ⇔   
   

 

7 23
 ή 2

2 12 12
x x

π π π
π < < < < 

 
. Αν θ  οι λύσεις στο διάστηµα [ )0,  2π της αρχικής 

ανισότητας τότε 
7 23

,  ,  2
2 12 12

π π π
θ π   ∈   

   
∪ . Η γενική λύση είναι 2x kπ θ= + , k ∈ℤ . 
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2.12 Ανισότητες της µορφής 

1 2

1 2

,  ,  ... 0
x x

f
ν ν

ηµ συν
µ µ

 
> 

  , iν ∈ℤ
, 

*iµ ∈ℤ
 

Για τη λύση αυτών των ανισοτήτων  µετατρέπω την f  σε γινόµενο παραγόντων έτσι 

ώστε να είναι δυνατό να µελετήσω το πρόσηµο του κάθε παράγοντα σε διάστηµα 

πλάτους µιας περιόδου της f  ή µετατρέπω τα 1 2

1 2

,  ,  ...
ν ν
µ µ

 σε οµώνυµα κλάσµατα οπότε 

αν γίνουν 1 2,  ,  ...
k k

µ µ
θέτω 

x
y

µ
=  οπότε παίρνω την ( ) ( )( )1 2,  ,  ... 0f k y k yηµ συν >  η 

οποία ανάγεται στην ( ),  ,  ... 0g y yηµ συν > που είναι γνωστή. 

 

2.12.1 Εφαρµογές 

� Να λυθεί η  
1

1 1 0
2 3 2 2

x x x
ηµ συν εϕ   + − − <   
   

 (1). Παρατηρώ ότι ο 

παράγοντας 1
2

x
ηµ + 
 

 είναι θετικός 4x kπ π∀ ≠ − . Άρα (1)

1
1 0

3 2 2

4

x x

x k

συν εϕ

π π

   − − <   ⇔    
 ≠ − 

 (2). Η συνάρτηση 
1

3 2

x
συν − 
 

 είναι περιοδική µε 

πρωτεύουσα περίοδο  6π . Η συνάρτηση 1
2

x
εϕ − 
 

 είναι περιοδική µε πρωτεύουσα 

περίοδο  2π.  Γνωρίζω ότι αν µια συνάρτηση είναι περιοδική τότε έχει ως περίοδο κάθε 

ακέραιο πολλαπλάσιο της πρωτεύουσας περιόδου. Το 6π είναι περίοδος της πρώτης και 

της δεύτερης συνάρτησης άρα και του γινόµενου αυτών. Επειδή το 6π  είναι το ελάχιστο 

κοινό πολλαπλάσιο των πρωτευουσών περιόδων θα είναι η πρωτεύουσα περίοδος του 

γινοµένου αυτών των συναρτήσεων. Για τη λύση της (1) θα περιοριστώ αρχικά στην 

εύρεση των λύσεων στο διάστηµα [ )0,  6π . Προς αυτό βρίσκω το πρόσηµο του κάθε 

παράγοντα στο διάστηµα [ )0,  6π . 
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� Για τον παράγοντα 
1

3 2

x
συν − 
 

 έχω 

1
1

0 3 2
3 2

0 6 0 2
3

x
x

x
x

συνσυν

π π

 >   − >   
⇔ ⇔   

   ≤ < ≤ <    
1

2

0 2

3

y

y

x
y

συν

π

 > 
 

≤ < 
 
 =
 

 (3) οπότε 
5

0   2
3 3

y ή y
π π

π ≤ < < < 
 

άρα 
5

0   2
3 3 3 3

x x
ή

π π
π ≤ < < < 

 

συνεπώς    ( )0   5 6x ή xπ π π≤ < < < και λόγω της συνέχειας της συνάρτησης έχω 

1

53 2

0 6

x

x

x

συν
π π

π

 < 
⇔ < < 

 ≤ < 

. Είναι 
1

 ή 5
3 2

x
x xσυν π π= ⇔ = = . 

� Για τον παράγοντα 1
2

x
εϕ − 
 

	 έχω 

11
1 0 2

0 32

0 6 0 3
2

2

x yx

y
x

x x
y

εϕεϕεϕ
π

π π

 
   >>   − >     

⇔ ⇔ ≤ <     
     ≤ < ≤ <     = 

 

 

(4)  άρα 
5 3

 ή  ή 2 2
4 2 4 2 4 2

y y y
π π π π π π

π π < < < < + < < + ⇔ 
 

 

 

5 3
 ή  ή 2 2

4 2 2 4 2 2 4 2 2

x x xπ π π π π π
π π < < < < + < < + ⇔ 

 
 

5
 ή 3  ή 4 5

2 2 2
x x x

π π π
π π π π < < < < + < < 

 
. Τα σηµεία ,  3 ,  5π π π  είναι σηµεία 

ασυνέχειας στα οποία η συνάρτηση αλλάζει πρόσηµο. Τα σηµεία
5

,  ,  4
2 2 2

π π π
π +   είναι 

ρίζα της 1 0
2

x
εϕ − =  άρα αν 

5
0  ή  ή  3 4  ή  5 6

2 2 2
x x x x

π π π
π π π π π≤ < < < < < + < <  

είναι 1 0
2

x
εϕ − < .     Με βάση τα προηγούµενα κατασκευάζω  τον παρακάτω πίνακα 

x  0 ως 

π/2 

π/2 ως π π ως 5π/2 5π/2 ως 3π 3π ως 9π/2 9π/2 ως 5π 5π ως 6π 

1

3 2

x
συν −  

+  +  −  −  −  −  +  

1
2

x
εϕ −  

−  +  −  +  −  +  −  

1
1

3 2 2

x x
συν εϕ  − −  
  

 
−  +  +  −  +  −  −  
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    Αν θα ονοµάσω θ  τις λύσεις της αρχικής που κείνται στο [ )0,  6π   είναι 0  ή
2

π
θ≤ <  

5
3  ή 4  5  ή  5 6

2 2

π π
θ π π θ π π θ π< < + < < < <  όπου το 0θ =  διότι για το σηµείο αυτό  

1
0

3 2

x
συν − > και 1 0

2

x
εϕ − < , άρα το γινόµενο τους είναι αρνητικό. Η γενική λύση της 

ανισότητας δίνεται από τον τύπο 6x kπ θ= +  µε k ∈ℤ . 

� Να λυθεί η  2  2
3 2

x x
συν ηµ> +  (1). 

(1) 

( ) ( )2 2 2 3

2 2  2 3
6 6

6

y y
x x

x
y

συν ηµ
συν ηµ

> + 
    ⇔ > + ⇔ ⇔    

    =  

 

( )2 3
3 22 1 2 2 4 3

4 4 3 0

6
6

y y y
y y y

x x yy

ηµ ηµ ηµ
ηµ ηµ ηµ

 − > − +
 − − > 

⇔   
==   

 

 (2). 

Για την επίλυση της (1) αρκεί να λυθεί η (2). Στην (1), η συνάρτηση 
3

x
συν  

 
 

 είναι 

περιοδική µε πρωτεύουσα περίοδο 6π και η συνάρτηση 
2

x
ηµ  

 
 

 περιοδική µε 

πρωτεύουσα περίοδο 4π , άρα το 12π  είναι περίοδος και για τις δύο συναρτήσεις, άρα 

και για την 2 2
3 2

x x
συν ηµ   − −   

   
.  

Συνεπώς, οι λύσεις της (1) θα βρεθούν στο διάστηµα [ )0,  12π , άρα 0 12x π≤ < ⇔

0 6 0 6
2

x
yπ π≤ < ⇔ ≤ <  και οι λύσεις της (2) στο διάστηµα [ )0,  2π   

3 2 24 4 3 0 (4 4 3) 0y y y y y yηµ ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ− + > ⇔ − − > ⇔  

1 3 1
0 0

2 2 2
y y y y yηµ ηµ ηµ ηµ ηµ    + − > ⇔ + <    
    

(3).  
3

,  0
2

y yηµ ∀ ∈ − < 
 

ℝ  

(3) 
1

0
2

yηµ⇔ − < < ⇔
7 11

 ή 2
6 6

y y
π π

π π < < < < ⇔ 
 

 

7 11
 ή 2

6 6 6 6

x xπ π
π π < < < < ⇔ 
 

( )6 7  ή 11 12x xπ π π π< < < < . Αν θ είναι οι λύσεις 

της (1) στο διάστηµα [ )0,  12π τότε ( ) ( )6 ,  7 11 ,  12θ π π π π∈ ∪ . Η γενική λύση είναι 

12 ,  x k kπ θ= + ∈ℤ  
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2.13 Ανισότητες της µορφής 

1 2

1 2

,  ,  ,  ... 0
x x

f x
ν ν

ηµ συν
µ µ

 
> 

   

Μετατρέπω την f  σε γινόµενο παραγόντων ώστε να µελετήσω το πρόσηµο κάθε 

παράγοντα ώστε να προκύψει το πρόσηµο του γινοµένου. Συνήθως καταλήγω σε 

γινόµενο ενός πολυωνύµου του x  επί  µια συνάρτησης τριγωνοµετρικών αριθµών του 

αγνώστου τόξου του x . 

 

2.13.1 Εφαρµογές  

� Να λυθεί η 2 ηµ 2ηµ 1>0x x x x− − +  (1). 

(1) ( ) ( ) 1
2ηµ 1 1 >0 2( 1) ηµ >0 

2
x x x x x

 ⇔ − − − ⇔ − − 
 

(2). Η λύση της (2) ανάγεται στη 

λύση των παρακάτω συστηµάτων ( )
1 0

A 1
ηµ 0

2

x

x

− > 
 
 

− >  

, ( )
1 0

B 1
ηµ 0

2

x

x

− < 
 
 

− <  

 

(Α) 
1 5

ηµ 0 2 ,  ,  
2 6 6

x x k k
π π

π θ θ− > ⇔ = + ∈ < <ℤ . Αυτές για να είναι λύσεις του (Α) 

πρέπει να επαληθεύουν την 1 0x − >  δηλαδή πρέπει 2 1x kπ θ= + >  που ισχύει 

*k∀ ∈ℤ . Αν 0k =  πρέπει 1θ >  και επειδή 
5

 1
6 6

π π
< <  προκύπτει ότι από τις τιµές του 

θ  που επαληθεύουν την 
1

ηµ
2

x >  θα επιλεγούν όσες 
5

1
6

π
θ< < , ώστε οι λύσεις του (Α) 

να είναι οι 2x kπ θ= + , *k ∈ℤ  µε 
5

 
6 6

π π
θ< <  και 

5
 1

6
x

π
< < , όπως φαίνονται στο 

παρακάτω σχήµα . 

 

Οµοίως υπολογίζονται οι λύσεις του (Β) και είναι οι 2x kπ θ= + , k −∈ℤ ,  0
6

x
π

≤ < , 

5
0,  ,  2

6 6

π π
θ π   ∈      

∪ . 
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� Να λυθεί στο [ ],  π π− η  ( ) ( )( )2 29 4 4 2 2 2 2 0x x xηµ ηµ− − + + >  (1). 

(1)
2 2 1 2

0
3 3 2 2

x x x xηµ ηµ
    ⇔ − + − − >    

    
. Στο διάστηµα [ ],  π π−  έχω   

�
1 5

 ή 
2 6 6

x x
π π

ηµ = ⇔ = ,                           �
1 5

,  
2 6 6

x x
π π

ηµ  > ⇔ ∈ 
 

,  

� 
1 5

 ή 
2 6 6

x x x
π π

ηµ π π< ⇔ − < < < < .      Στο διάστηµα [ ],  π π−  έχω  

�
2 3

 ή 
2 4 4

x x
π π

ηµ = ⇔ = ,                          � 
2 3

 
2 4 4

x x
π π

ηµ > ⇔ < <  

� 
2 3

  ή 
2 4 4

x x x
π π

ηµ π π< ⇔ − < < < < . 

Επειδή
2 2 3 5

3 6 3 4 4 6

π π π π
π π− < − < < < < < <  λαµβάνω τον παρακάτω πίνακα. Από τον 

πίνακα προκύπτουν οι λύσεις της ανισότητας στο διάστηµα ( ),  π π− είναι οι   

2 2 3 5
 ή  ή  ή 

3 6 3 4 4 6
x x x x

π π π π
π π

−
− < < < < < < < <  

 

 

x  -π ως -2/3 -2/3 ως π/6 π/6 ως 2/3 2/3 ως 

π/4 

π/4 ως 3π/4 3π/4 ως 5π/6 5π/6 ως π 

2

3
x −  

−  −  −  +  +  +  +  

2

3
x +  

−  +  +  +  +  +  +  

1

2
xηµ −  

−  −  +  +  +  +  −  

2

2
xηµ −  

−  −  −  −  +  −  −  

Γινόµενο 

 
+  −  +  −  +  −  +  
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