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1. Γενικοί ορισµοί 

Ονοµάζουµε τριγωνοµετρικό σύστηµα πρώτης κατηγορίας δύο εξισώσεων µε 

δύο άγνωστους, κάθε σύστηµα της µορφής:
( , ) 0

( , ) 0

f t z

x yϕ
= 


= 

(1) όπου ( , )f t z   πολυώνυµο 

των t, z  τα δε t, z είναι τριγωνοµετρικοί αριθµοί των άγνωστων τόξων. Το ( , )x yϕ  

είναι πολυώνυµο των x, y. 

 

Π.χ. τριγωνοµετρικά συστήµατα πρώτης κατηγορίας είναι τα κάτωθι: 

(i) 
x y

x y

ηµ ηµ α
β

+ = 
 

+ = 
, (ii) 

x y a

x y

εϕ σϕ
β

+ = 
 

− = 
, (iii) 

x y a

x y

ηµ συν
β

⋅ = 
 

− = 
 

 

∆ηλαδή το χαρακτηριστικό των συστηµάτων της µορφής (1) είναι ότι η µία 

των εξισώσεων είναι τριγωνοµετρική και ή άλλη αλγεβρική ως προς τα άγνωστα 

τόξα. Εκτός από τα τριγωνοµετρικά συστήµατα πρώτης κατηγορίας έχουµε και τα 

τριγωνοµετρικά συστήµατα δεύτερης κατηγορίας. Αυτά έχουν τη µορφή: 

( , ) 0

( , ) 0

f t z

ϕ ω θ
= 


= 

(2) όπου τα f (t, z), φ(ω, θ) πολυώνυµα δύο µεταβλητών και τα  t, z, ω, θ 

τριγωνοµετρικοί αριθµοί των άγνωστων τόξων x, y.  

 

Π.χ.  συστήµατα δευτέρας κατηγορίας είναι τα κάτωθι: 

  (i)   
x y a

x y

ηµ ηµ
συν συν β

⋅ = 
 

⋅ = 
,    (ii)  

x y a

x y

ηµ συν
συν ηµ β

+ = 
 

+ = 
 , (iii) 

x y a

x y

εϕ εϕ
συν συν β

+ = 
 

⋅ = 
       

 
Ονοµάζουµε µερική λύση ενός τριγωνοµετρικού συστήµατος κάθε ζεύγος (x, y) το 

οποίο επαληθεύει και τις δύο εξισώσεις του συστήµατος. Το σύνολο των µερικών 

λύσεων ενός συστήµατος το ονοµάζοµε γενική λύση αυτού. Η εύρεση γενικής λύσης 

ενός συστήµατος είναι γενικώς δύσκολη και σε πολλές περιπτώσεις αδύνατη. Θα 

αναφέρουµε παρακάτω τις κλασικές µορφές συστηµάτων.  

 

2. Συστήµατα πρώτης κατηγορίας 

2.1 Οµάδα 1η 

(α) 
x y a

x y

ηµ ηµ
β

+ = 
 

+ = 
, (β)  

x y a

x y

ηµ ηµ
β

− = 
 

+ = 
,  (γ) 

x y a

x y

ηµ ηµ
β

+ = 
 

− = 
,     

 

(δ)  
x y a

x y

ηµ ηµ
β

− = 
 

− = 
, (ε) 

x y a

x y

συν συν
β

+ = 
 

+ = 
,   (στ) 

x y a

x y

συν συν
β

− = 
 

+ = 
, 

 

(ζ) 
x y a

x y

συν συν
β

+ = 
 

− = 
,   (η)   

x y a

x y

συν συν
β

− = 
 

− = 
. 

 

Τα οκτώ αυτά συστήµατα έχουν κοινό τρόπο λύσης. Η πρώτη των εξισώσεων 

εκάστου  συστήµατος αρκεί να τραπεί σε γινόµενο και να συνεχίσουµε ως 

χαρακτηριστικά θα γίνει κατωτέρω µόνο δια το σύστηµα (α). 
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(α)
2

2 2

x y x y
a

x y

ηµ συν

β

+ −    ⋅ =    ⇔ ⇔    
 + = 

2
2 2

x y
a

x y

β
ηµ συν

β

−    ⋅ =    
    

 + = 

 (1) 

(1ον)  αν 0
2

β
ηµ   = ⇔ 

 
2β κπ=  

0
2

2

x y
a

x y

συν

κπ

−  ⋅ =  ⇔   
 + = 

 (2) 

(1.α) και αν ( )0 2 2a x y kπ= ⇒ ⇔ + =  άρα οι λύσεις είναι x θ= ,

2y kπ θ= − , οπού θ  τυχόν πραγµατικός αριθµός (σε ακτίνια). 

 
(1.β) και αν 0α ≠ ⇒ (2) Αδύνατο  

(2ον)  αν 0
2

β
ηµ   ≠ ⇔ 

 
2kβ π≠ ⇒ (1) �

2
2

2

x y a

x y

συν
β

ηµ

β

−   =     ⇔   
  

 + = 

 (3) 

(2.α)  αν 1

2
2

α
β

ηµ
≤ ⇔

 
 
 

 2α  ≤ 24
2

β
ηµ   ⇔ 

 
( )

22
3

2

α
συνβ

−
≤ ⇒ ⇔   

  

0

2

2
2

x y

x y

συν συντ

β
α

τ τοξ συν
β

ηµ

 
 −  =  

   
+ = ⇔ 

 
 =

  
    

 
2

2

x y
k

x y

π τ

β

− = ± 
⇔ 

 + = 

 
4 2x y k

x y

π τ
β

− = ± 
 

+ = 
 (4) 

Οι λυσεις του (4) είναι οι λύσεις των συστηµατων: (i)
4 2x y k

x y

π τ
β

− = + 
 

+ = 
,  (ii)  

4 2x y k

x y

π τ
β

− = − 
 

+ = 
. Από τα (i), (ii)  λαµβάνουµε  

(i)

2
2

2
2

x k

y k

β
π τ

β
π τ

 = + +  
⇔  

 = − − +
  

,  (ii)

2
2

2
2

x k

y k

β
π τ

β
π τ

 = − +  
⇔  

 = − + +
  

  

(2.β)  αν 1

2
2

α
β

ηµ
≥ ⇔

 
 
 

συνβ  > 
22

2

α−
⇒ (3)  αδύνατο. 

   
2.2 Οµάδα 2η 

(α) 
x y a

x y

ηµ ηµ
β

⋅ = 
 

+ = 
,     (β) 

x y a

x y

ηµ ηµ
β

⋅ = 
 

− = 
,          (γ) 

x y a

x y

ηµ συν
β

⋅ = 
 

+ = 
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(δ) 
x y a

x y

ηµ συν
β

⋅ = 
 

− = 
,  (ε)  

x y a

x y

συν συν
β

⋅ = 
 

+ = 
,  (στ)  

x y a

x y

συν συν
β

⋅ = 
 

− = 
  

 
Αυτά συστήµατα έχουν κοινό τρόπον λύση, αρκεί ή πρώτη των εξισώσεων 

εκάστου συστήµατος να τραπεί σε  άθροισµα και να συνεχίσουµε όπως 

χαρακτηριστικά θα γίνει παρακάτω για  το (α). 

 

(α) 
2 2x y a

x y

ηµ ηµ
β

⋅ = 
⇔ ⇔ 

+ = 
 

( ) ( y) 2x y x

x y

συν συν α
β
− − + = 

⇔ 
+ = 

 

 

( ) 2x y

x y

συν α συνβ
β
− = + 

 
+ = 

 

 

(1ον)  αν  2 1α συνβ+ ≤ ⇔ ( )1 2 1 2 1α συνβ α− − ≤ ≤ − ⇒ ⇔  

 

( y)

(2 )

x

x y

συν συντ
β

τ τοξσυν α συνβ

− = 
 

+ = ⇔ 
 = + 

2x y k

x y

π τ
β

− = ± 
 

+ = 
(2) 

Οι λύσεις  του (2) είναι οι λύσεις των παρακάτω συστηµάτων: 

(i)
2x y k

x y

π τ
β

− = + 
 

+ = 
, (ii) 

2x y k

x y

π τ
β

− = − 
 

+ = 
Εξ αυτών λαµβάνουµε αντιστοίχως 

 

  
2 2

2 2

x k

y k

τ β
π

τ β
π

 = + + 
 
 = − − + 
 

,    
2 2

2 2

x k

y k

β τ
π

β τ
π

 = + − 
 
 = − + + 
 

 

(2ον)  αν ( )2 1 1α συνβ+ > ⇒ αδύνατο 

 

2.3 Οµάδα 3η 

(α) 

x
a

y

x y

ηµ
ηµ

β

 = 
 
 + = 

,  (β) 

x
a

y

x y

ηµ
ηµ

β

 = 
 
 − = 

, (γ) 

x
a

y

x y

συν
συν

β

 = 
 
 + = 

,  (δ) 

x
a

y

x y

συν
συν

β

 = 
 
 − = 

  

 

(ε)

x y
a

x y

x y

ηµ ηµ
συν συν

β

 = 
 
 + = 

, (στ)

x y
a

x y

x y

ηµ ηµ
συν συν

β

 = 
 
 − = 

,  (ζ)

x y
a

x y

x y

ηµ συν
συν ηµ

β

 = 
 
 + = 

 

 

(η) 

x y
a

x y

x y

ηµ συν
συν ηµ

β

 = 
 
 − = 
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Για αυτά τα οκτώ συστήµατα έχουµε κοινό τρόπο λύσης και για  το λόγο αυτό 

θα περιοριστούµε  στο  να αναπτύξουµε µόνο τον τρόπο λύσης του (α). Προς τούτο 

διακρίνουµε τις παρακάτω  περιπτώσεις: 

(1ον)  αν  ( )1

x y

a a x y

y k

ηµ ηµ
β

π

= 
 

= ⇒ ⇔ + = 
 ≠ 

 (1) Οι λύσεις του (l) είναι οι λύσεις των 

συστηµάτων (i) 

2x y

x y

y k

λπ
β

π

= + 
 

+ = 
 ≠ 

 (ii)   

( )2 1x y

x y

y k

λ π

β
π

= + − 
 

+ = 
 ≠ 

 

 

(i) 

2

2

x

y

y k

β
λπ

β
λπ

π

 = + 
 
 

⇔ = − ⇔ 
 

≠ 
  

2

2

2

x

y

k

β
λπ

β
λπ

β
λπ π

 = + 
 
 

= − ⇔ 
 
 − ≠  

2

2

2( )

x

y

k

β
λπ

β
λπ

β λ π

 = + 
 
 

= − 
 

≠ + 
  

. 

 

(ii) 

2x y

x y

y k

λπ π
β

π

+ = + 
 

+ = 
 ≠ 

 (2).  Αν 2β λπ π= +  τότε το (2) 
2x y

y k

λπ π
π

+ = + 
⇔  

≠ 
 

Και οι λύσεις αυτού είναι 
2

y k

x

θ π
λπ π θ

= ≠ 
 = + − 

. Αν εξ αυτού 2β λπ π≠ +  τότε το (2) 

είναι αδύνατο. 

  (2ον)  αν ( )
1

11

x y a

x y aa a

x y

ηµ ηµ
ηµ ηµ

β

+ + = − −≠ ⇒ ⇔ ⇔ 
 + = 

 

 

2
12 2

1
2

2 2

x y x y

a

x y x y a

x y

ηµ συν

ηµ συν

β

+ −    
    +    = 

− + −    
       

 
+ = 

  

1

2 2 1

x y x y a

a

x y

εϕ σϕ

β

+ − +     =    ⇔ ⇔−    
 + = 

 

 

 

1

2 2 1

x y a

a

x y

β
εϕ σϕ

β

− +     =     −    
 + = 

  (3) 

(2.α)  αν 0
2

β
εϕ   ≠ ⇔ 

 
 2kβ π≠ , k ∈ℤ . 
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( )

0

21

3 2 1 2

1

1 2

x y

x y a

x ya

x y a

a

σϕ σϕτ
β

σϕ σϕ
β

β β
τ τοξ σϕ σϕ

−   =  − +        =      ⇒ ⇔ ⇔ + = ⇔−      
   + = +     =  −   

 

2 2 2

2

x
x y

x y
y

β
λπ τλπ τ

β β
λπ τ

 = + + − = +   
⇔   

+ =   = − −
  

 

(2.β) αν 0
2

β
εϕ   = ⇔ 

 
2kβ π= , k ∈ℤ ( )

1
0

3 2 1

x y a

a

x y

σϕ

β

− +  ⋅ =  ⇒ ⇔ ⇔−  
 + = 

 

και εάν  1α = − ⇒ (4) 2

2

x y

x y k

λπ

π

− ≠ 
⇔ ⇔ 

 + = 

 
2

2

x y

x y k

λπ
π

− ≠ 
⇔ 

+ = 
 2

2 2 2

x

y k

k

θ
π θ

θ π λπ

= 
 = − 
 − ≠ 

  

� 2

( )

x

y k

θ
π θ

θ λ κ π

= 
 = − 
 ≠ + 

 

Παρατήρηση. Το σύστηµα (3) ελήφθη από το προηγούµενο µε την αντικατάσταση 

x y β+ = . Τίθεται το ερώτηµα αν η αντικατάσταση είναι δυνατή, δηλαδή αν 

2kβ π π≠ + . Αυτό όµως στην περίπτωση οπού εργαζόµαστε µε 1α ≠ είναι αληθές, 

διότι εάν 2kβ π π= +  το αρχικό σύστηµα δίνει  1α = .    

 

2.4 Οµάδα 4η 

(α) 
x y a

x y

εϕ εϕ
β

+ = 
 

+ = 
,  (β) 

x y a

x y

εϕ εϕ
β

− = 
 

− = 
, (γ) 

x y a

x y

σϕ σϕ
β

− = 
 

+ = 
 

 

(δ) 
x y a

x y

σϕ σϕ
β

− = 
 

− = 
 

 
Τα συστήµατα της οµάδας αυτής λύνονται όπως θα λυθεί παρακάτω το (α)  

( )
( )x y

x y

x y

ηµ
α

συν συνα
β

+ = ⋅⇔ ⇔ 
 + = 

1 2 1 2,  ,  ,
2 2

x y

x y

x k y k k k

ασυν συν ηµβ
β

π π
π π

 
 ⋅ =
 

+ = ⇔ 
 
 ≠ + ≠ + ∈
 

ℤ

 

1 2

( ) ( ) 2

,  
2 2

x x x x

x y

x k y k

ασυν ασυν ηµβ
β

π π
π π

 
 + + − =
 

+ = ⇔ 
 
 ≠ + ≠ +
 

 

1 2

(x y) 2

, y
2 2

x y

x k k

ασυν ηµβ ασυνβ
β

π π
π π

 
 − = −
 

+ = 
 
 ≠ + ≠ +
 

 (1) 
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(1ον)  Εάν α=0  => (1)

1 2

0 ( y) 2

,  
2 2

x

x y

x k y k

συν ηµβ
β

π π
π π

 
 ⋅ − =
 

+ = 
 
 ≠ + ≠ +
 

 (2) 

(1.α)   αν 0ηµβ = ⇔  β λπ= ⇒ ( )
1 2

2
,  k

2 2

x y

x k y

λπ
π π

π π

+ = 
 

⇔  
≠ + = +  

 

Άρα,  1
2

x k

y

π
θ π

λπ θ

 = ≠ + 
 

= − 

. 

 

(1.β) αν 0ηµβ ≠ ⇔  β λπ≠ ⇒ (2)  αδύνατο αρά και το αρχικό 

(2ον) αν 0α ≠ ( )

1 2

2
( )

1

,  k
2 2

x y

x y

x k y

ηµβ ασυνβ
συν

α
β

π π
π π

− − = 
 

⇒ ⇔ + = 
 
 ≠ + ≠ +
 

 (3) 

(2.α)  αν 
2

1
ηµβ ασυνβ

α
−

≤ ( )
1 2

0

( )

3 ,  k
2 2

2

x y

x y

x k y

συν συντ
β

π π
π π

ηµβ ασυνβ
τ τοξ συν

α

− = 
 + = 
 

⇒ ⇔ ⇔≠ + ≠ + 
 
 − =    

 

1 2

2

,  k
2 2

x y k

x y

x k y

π τ
β

π π
π π

 
 − = ±
 

+ = 
 
 ≠ + ≠ +
 

Τις λύσεις αυτού λαµβάνουµε από τα γνωστά   

  

(2.β) αν  ( )2
1 3

ηµβ ασυνβ
α
−

> ⇒ αδύνατο 

 

2.5 Οµάδα 5η 

(α) 
x y

x y

εϕ εϕ α
β

+ = 
 

− = 
, (β) 

x y

x y

εϕ εϕ α
β

− = 
 

+ = 
, (γ) 

0x y

x y

σϕ σϕ
β

+ = 
 

− = 
 

 

(δ) 
0x y

x y

σϕ σϕ
β

− = 
 

+ = 
 

Για τη λύση των συστηµάτων αυτής της οµάδας θα εργαστούµε όπως και για τη λύση 
του (α) 
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( )
( )x y

a
x ya

x y

ηµ
συν συν

β

+ = ⋅⇔  
 − = 

 

1 2 1 2

( )

,  k ,  ,
2 2

x y x y

x y

x k y k k

ηµ ασυν συν
β

π π
π π ε

 
 + = ⋅
 

⇔ − = ⇔ 
 
 ≠ + ≠ +
 

ℤ

 

 

1 2

2 ( ) ( ) ( )

, y k
2 2

x y x y x y

x y

x k

ηµ ασυν συν
β

π π
π π

 
 + = + + −
 

− = 
 
 ≠ + ≠ +
 

 �

1 2

2 ( ) ( )

, y k
2 2

x y x y a

x y

x k

ηµ ασυν συνβ
β

π π
π π

 
 + − + =
 

− = 
 
 ≠ + ≠ +
 

 

 

Η πρώτη εξίσωση του συστήµατος (1) είναι γραµµική ως προς ( ), (x y)x yηµ συν+ +  

και επειδή ( )2 2 2 2 2 2 2 22 4 1 0 4 0α α συν β α συν β α ηµ β+ ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ + ≥  για κάθε 

α και β η εξίσωση έχει λύση, αρά το (1) γράφεται: 

( )
1 2

0

( ) ( )
2

1
,  k

2 2

2

a
x y x y

x y

x k y

ηµ εϕω συν συνβ

β
π π

π π

α
ω τοξ εϕ

 + − ⋅ + = 
 

− =  
⇔ ⇔ ≠ + ≠ + 

 
  =     

  

1 2

( )
2

,  
2 2

a
x y

x y

x k y k

ηµ ω συνβ συνω

β
π π

π π

 + − = ⋅ 
 

− = 
 
 ≠ + ≠ +
 

( )
1 2

0

( )

2,  
2 2

2

x y

x y

x k y k

ηµ ω ηµτ
β

π π
π π

α
τ τοξ ηµ συνβ συνω

+ − = 
 − = 
 

⇔ ≠ + ≠ + 
 
  = ⋅  

  

      

Οι λύσεις του (2) θα προκύψουν ως λύσεις των συστηµάτων: 

(i) 

1 2

2

,  
2 2

x y k

x y

x k y k

ω π τ
β

π π
π π

 
 + − = +
 

− = 
 
 ≠ + ≠ +
 

, (ii) 

( )

1 2

2 1

,  
2 2

x y k

x y

x k y k

ω π τ

β
π π

π π

 
+ − = + − 

 
− = 

 
 ≠ + ≠ +
 

 

 

2.6 Οµάδα 6η 

(α)

x

y

x y

εϕ
α

εϕ
β

 = 
 
 + = 

,   (β)

x

y

x y

εϕ
α

εϕ
β

 = 
 
 − = 

,  (γ)

x

y

x y

σϕ
α

σϕ
β

 = 
 
 + = 

,  (δ)

x

y

x y

σϕ
α

σϕ
β

 = 
 
 − = 

 

 

(ε)
x y

x y

εϕ εϕ α
β

⋅ = 
 

+ = 
, (στ)

x y

x y

εϕ εϕ α
β

⋅ = 
 

− = 
, (ζ)

x y

x y

σϕ σϕ α
β

⋅ = 
 

+ = 
,  
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(η 
x y

x y

σϕ σϕ α
β

⋅ = 
 

− = 
  

 

Τα σύστηµα αυτά είναι ισοδύναµα αντιστοίχως µε τα παρακάτω: 

(α΄)

2

x y
a

x y

x y

y k

ηµ συν
συν ηµ

β
π

π

⋅ = ⋅
  

+ = 
 
 ≠ +
  

, (β΄)

2

x y
a

x y

x y

y k

ηµ συν
συν ηµ

β
π

π

⋅ = ⋅
  

− = 
 
 ≠ +
  

, (γ΄)

2

x y
a

y x

x y

y k

συν ηµ
συν ηµ

β
π

π

⋅ = ⋅
  

+ = 
 
 ≠ +
  

,  

 

(δ΄) 

2

x y
a

x y

x y

y k

συν ηµ
ηµ συν

β
π

π

⋅ = ⋅
  

− = 
 
 ≠ +
  

, (ε΄) 

x y
a

x y

x y

ηµ ηµ
συν συν

β

⋅ = ⋅ 
 + = 

, (στ΄) 

x y
a

x y

x y

ηµ ηµ
συν συν

β

⋅ = ⋅ 
 − = 

, 

 

(ζ΄)

x y
a

x y

x y

συν συν
ηµ ηµ

β

⋅ = ⋅ 
 + = 

, (η΄) 

x y
a

x y

x y

συν συν
ηµ ηµ

β

⋅ = ⋅ 
 − = 

 . 

Τα τελευταία αυτά συστήµατα ανήκουν στην τρίτη οµάδα και ως εκ τούτου 

γνωρίζουµε τον τρόπο λύσης τους. 

 

3. Συστήµατα δεύτερης κατηγορίας 

Στα συστήµατα αυτής της κατηγορίας δε θα υποδείξουµε το γενικό τρόπο 

λύσης, καθώς παρουσιάζονται µε ποίκιλες µορφές. Για την εξοικείωσή του 

σπουδαστή µε τα συστήµατα αυτής της κατηγορίας θα λυθούν στην παραγραφώ των 

ασκήσεων όσο το δυνατόν περισσότερα. Για τώρα περιοριζόµαστε µε το να 

αναφέρουµε τα συµµετρικά συστήµατα ως προς τα γνωστά τόξα x, y. Συµµετρικά 

είναι και τα παρακάτω: 

 

(α)  
x y a

x y

ηµ ηµ
συν συν β

+ = 
 

+ = 
 , (β) 

x y a

x y

ηµ ηµ
συν συν β

⋅ = 
 

+ = 
, (γ) 

x y a

x y

ηµ ηµ
συν συν β

+ = 
 

⋅ = 
  

 

(δ) 
x y a

x y

ηµ ηµ
συν συν β

⋅ = 
 

⋅ = 
,    (ε) 

x y a

x y

εϕ εϕ
συν συν β

+ = 
 

= 
,    (στ) 

x y a

x y

εϕ εϕ
ηµ ηµ β

+ = 
 

= 
 

 

3.1 Λύση του (α) 

x y a

x y

ηµ ηµ
συν συν β

+ = 
⇔ 

+ = 

2
2 2

2
2 2

x y x y

x y x y

ηµ συν α

συν συν β

+ −     =         
 

+ −    =        

  (1) 
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(1ον)  αν ( )
2

2 2
0 1

2 0
2 2

x y x y

x y x y

ηµ συν α
β

συν συν

+ −    ⋅ =         
= ⇒ ⇔  

+ −    ⋅ =        

 (2)    

(1.α) αν ( )0 2 0 ,  
2 2 2

x y x y
a k k

π
συν π

− −  = ⇒ ⇔ = ⇔ = + ∈  
  

ℤ  

 

 2
2 ,  ,   σε ακτίνια

y
x y k

x k k

θ
π π

π π θ θ
= 

⇔ − = + ⇔  = + + ∈ ∈ ℤ ℝ
 

 

(1.β) αν ( )
2

2 2
0 2

0
2

x y x y
a

a
x y

ηµ συν

συν

+ −    ⋅ =         
≠ ⇒ ⇔ ⇔ 

+  =    

 

 

2
2 2

2 ,  

x y x y
a

x y k k

ηµ συν

π π

+ −     =     ⇔    
 + = + ∈ ℤ

2( 1)
2

2 ,  

k x y
a

x y k k

συν

π π

−  − =   ⇔  
 + = + ∈ ℤ

  

 

( 1)

2 2

2 ,  

kx y a

x y k k

συν

π π

 − −  =  
  

 + = + ∈ ℤ

  (3) 

(1.βi )  αν  
( 1)

1 2
2

κα
α

−
> ⇔ > ⇒  (3) αδύνατο.  

(1.βii) αν    

( )
0

2
4 22

0 2 (3) 2 2
2

2
1

2

k

x y

x y
x y

x y k
x y k

x y k

συν συντ
λπ τλπ τ

α π π
π ππ πα

τ τοξ συν

 
−  =    −  − = ±= ±     

≠ ≤ ⇒ ⇔ + = + ⇔ ⇔     
+ = +    + = +  − =    

  
και η περαιτέρω λύσης είναι απλή. 

(2ον) αν ( )
2

2 2
0 1

2

x y x y
a

x y a

ηµ συν
β

εϕ
β

+ −     =        
≠ ⇒ ⇔ ⇔ 

+  =    
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0

2
2 2

2

x y x y
a

x y
k

ηµ συν

π τ

α
τ τοξ εϕ

β

 + −    =    
    

 +
= + ⇔ 

 
  

=  
  

2( 1)
2

2 2

k x y
a

x y k

ηµτ συν

π τ

−  − ⋅ =  
  

 + = + 

 (4) 

(2.α)  αν ( )0 0 0 0 4
α

ηµτ εϕτ α
β

≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ⇔ ≠ ⇒

( 1)

2 2

2 2

kx y a

x y k

συν
ηµτ

π τ

 − −  =  ⇔   
 + = + 

 (5) 

 

(2.αi) αν 
2

2 2 2

2

( 1)
1 4 4

2 1

kα εϕ τ
α ηµ τ α

ηµτ εϕ τ
−

≤ ⇔ ≤ ⇔ ≤ ⇔
+

 

2

2
2

2

2

4

1

α
βα
α
β

≤ ⇔
+

( )
2

2 2 2

2 2
4 4 5

α
α α β

α β
≤ ⇔ + ≤ ⇒ ⇔

+
 

0

4 22

2 2

2 2( 1)

2

k

x y

x y

x y k

x y k

συν συνθ λπ θ
π τ

π τα
θ τοξ συν

ηµτ

 − = − = ±  
   

+ = + <=>   
   + = − −   =     

Και λύνεται εύκολα. 

 

(2.αii) αν 2 2( 1)
1 4 (5)

2

kα
α β

ηµτ
−

> ⇔ + > ⇒  αδύνατο 

(2.β) αν ηµτ=0 τότε τ=0 και α=0 άρα το (1) δίνει το σύστηµα: 

 

2 0 0
2 2 2

2 2
2 2 2 2

x y x y x y

x y x y x y x y

ηµ συν ηµ

συν συν β συν συν β

+ − +        = =                 
⇔ ⇔   

+ − + −          = =                    

   

2
2

( 1)

2( 1) 2 2
2

k

k

x y
x y kk

x y
x y

ππ

β
συνσυν β

+  + ==      
⇔ − −    − =      − =       

(6) 

(2.βi) αν 
( 1)

1 2
2

kβ
β

−
> ⇔ > ⇒ (6) αδύνατο 
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(2β.ii) αν 2β ≤ είναι 

( )
0

2

(6)
2

1

2

k

x y k

x y

π

συν συνω

β
ω τοξ συν

 
 
 + =
 

−  ⇔ =  
  

  − =      

2

4 2

x y k

x y

π
λπ ω

+ = 
⇔  

− = ± 
 

και λύνεται κατά τα γνωστά. 

Συµπεράσµατα.  

(α) Το σύστηµα έχει λύση µε ζεύγος (α, β) το οποίο πληροί την 2 2 4α β+ ≤ . 

(β) Το σύστηµα δεν έχει λύση για κάθε (α, β) το οποίο πληροί την 2 2 4α β+ > . 

 

3.2 Λύση του (β) 

x y a

x y

ηµ ηµ
συν συν β

⋅ = 
 

+ = 
(1) 

Παρατηρήσεις. Μια αναγκαία συνθήκη ώστε το (1) να έχει λύση είναι όπως τα (α, β) 

επαληθεύουν συγχρόνως τα 1,  2α β≤ ≤ , διότι προφανώς αν µια των 

προηγουµένων δεν ικανοποιείται, τότε το (1) είναι αδύνατο.  Αν ένα τουλάχιστον από 

το α, β είναι µηδέν τότε το (1) είναι απλής µορφής και λύνεται εύκολα. Μετά από τις 

άνω παρατηρήσεις η λύση του συστήµατος θα γίνει µε τις προϋποθέσεις  

 1  2  0α β αβ≤ ∧ ≤ ∧ ≠     (Α).  Τότε  

( ) ( )

2 2
(x y) ( ) 2

2 2
1 2

2
22 2

2 2

x y x y
ax y

x y x y
x y x y

συν συνσυν συν α

συν συν β
συν συν β

− +    − =− − + =             
⇔ ⇔+ −       = + −         =             

      

             Αν θέσουµε 
2

x y
zσυν

−  = 
 

, 
2

x y
συν ω

+  = 
 

 τότε το (2) είναι  ένα 

αλγοριθµικό σύστηµα οµογενές ως προς  z, ω και συνεπώς θα έχουµε να λύσουµε το 

παρακάτω σύστηµα µε τις προϋποθέσεις (Α).   

2
2 2 22 2

2
2

1

2
2 2

2

1,  1 1,  1
1,  1

t a
tz

t b
z t

t
z t z t

z t
z z

z

ω ω αω α
ω β ω β ω β
ω ω ω

ω ω ω

 − − =  =− =  
    = =     =⇔ ⇔ ⇔     = =     =

     ≤ ≤ ≤ ≤    ≤ ≤  

 

 

2 2
2

2

2

2 0

2
2

1,  1
1,  1

t t t

t
t

z t
z t

z
z

α α ββ α β
β

ω β
ω β

ω
ω

ω
ω

 ± + − − = = 
   =   

⇔ −   
=   =   ≤ ≤   ≤ ≤ 

(3)  
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Επειδή από τη δεύτερη το t και το β πρέπει να είναι οµόσηµα, λαµβάνουµε: 

(3) ( )
( )

( )

2 2

2 2

2

2
2 22

2 2

2 22

2 2

2

2

2

2

22
1,  1

1,  1

a a
t

a a
t

a a
zz t

z

z

β
β

β
ωβ α α βω

α α β
ββ

ω
α α β

ω
ω

 + +
=  + +  =      = ±   + + =⇔ ⇔   + +   

+ +   = ± ⋅=   + +
   ≤ ≤ 

 ≤ ≤ 

  

 

Οι τιµής των ω, z που βρέθηκαν θα είναι δεκτές εάν πληρούν το 1,  1zω ≤ ≤ . 

Αν αυτό είναι αληθές, θα έχουµε να λύσουµε τα παρακάτω απλά συστήµατα: 

1

1

2

2

x y
z

x y

συν

συν ω

− =  
 

+ =
  

,      
1

1

2

2

x y
z

x y

συν

συν ω

− = −  
 

+ = −
  

 

 

3.3 Λύση του  (γ) 

Το σύστηµα αυτό λύνεται όπως το (β).  

 

3.4 Λύση του (δ) 

( y) ( y) 2 ( )
(1)

( y) ( ) 2 ( )

x y a x x x y a

x y x x y a x y

ηµ ηµ συν συν α συν β
συν συν β συν συν συν β α

⋅ = − − + = − = +     
⇔ ⇔     

⋅ = − + + = + = −     
 

(1ον) αν 1α β+ >  ή 1β α− >  το σύστηµα είναι αδύνατο.  

(2ον) αν 1α β+ ≤  και 1β α− ≤ ( )
0

0

( )

( )
1

( )

( )

x y

x y

συν συντ
συν συνθ
τ τοξ συν α β

θ τοξ συν β α

− = 
 + = 

⇒ ⇔  = + 
 = − 

2

2

,

x y k

x y

k

π τ
λπ θ

λ

− = ± 
 

⇔ + = ± 
 ∈ ℤ

(2) Για την εύρεση των λύσεων (2), αρκεί να λυθούν τα 

παρακάτω απλά αλγεβρικά συστήµατα: 

(Α)
2

2

x y k

x y

π τ
λπ θ

− = + 
 

+ = + 
,  (Β)  

2

2

x y k

x y

π τ
λπ θ

− = + 
 

+ = − 
, (Γ)  

2

2

x y k

x y

π τ
λπ θ

− = − 
 

+ = + 
, 

 

(∆)  
2

2

x y k

x y

π τ
λπ θ

− = − 
 

+ = − 
. 
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3.5 Λύση του (ε) 

x y a

x y

εϕ εϕ
συν συν β

+ = 
⇔ 

⋅ = 

( )x y
a

x y

x y

ηµ
συν συν
συν συν β

+ = ⋅ 
 ⋅ = 

(1) 

 
(1ον)  αν β=0, το σύστηµα δεν έχει νόηµα, διότι τότε ένα από τα συνx, συνy θα είναι 
µηδέν, αλλά τότε δεν θα έχει νόηµα η αντίστοιχη εφαπτοµένη. 

 

(2ον) αν ( )0 1β ≠ ⇒ ⇔
( ) ( )

(2)
( ) ( ) 2

x y x y

x y x y x y

ηµ αβ ηµ αβ
συν συν β συν συν β

+ = + =   
⇔   

⋅ = + + − =   
 

 
(2.α) αν 

0

( )
( 1)

1 (2) ( y) ( y) 2
( 1) ( ) 2

( )

k

k

x y
x y k

x x
x y

ηµ ηµτ
π τ

αβ συν συν β
συντ συν β

τ τοξ ηµ αβ

+ = 
 + = + −   

≤ ⇒ ⇔ + + − = ⇔   
− + − =   = 

 

( 1)

( ) 2 ( 1)

k

k

x y k

x y

π τ

συν β συντ

 + = + − 
⇔  

− = − −  
 

 
(2.αi) αν  

( 1) ( 1)
2 ( 1) 1 (3)

(x y) 2

k k

k x y k x y k

x y

π τ π τ
β συντ

συν συνθ λπ θ

   + = − + = −
− − ≤ ⇒ ⇔ ⇔   

− = − = ±   
Και 

λύνεται κατά τα γνωστά  µε  k=2ρ, k=2ρ+1. 

 

(2.αii) αν  2 ( 1) 1 (3)kβ συντ− − > ⇒  αδύνατο.  

 

3.6 Λύση του (στ) 

( y)( y)

0

x x yx
ax y a

x y x y
x y

x y x y

ηµ ασυν συνηµ
εϕ εϕ

συν συν ηµ ηµ β
ηµ ηµ β

ηµ ηµ β συν συν

+ = ⋅+   =+ =     ⋅⇔ ⇔ ⋅ = ⇔     
⋅ =     ⋅ = ⋅ ≠   

 

 

2 ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2

0

x y x y x y

x y x y

x y

ηµ ασυν ασυν
συν συν β
συν συν

+ = + + − 
 

− − + = ⇔ 
 ⋅ ≠ 

 

 

2 ( ) ( ) ( y) 2 ( ) 2 ( y) 2

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )

0 0

x y x y x x y x

x y x y x y x y

x y x y

ηµ ασυν ασυν ηµ ασυν αβ
συν β συν συν β συν
συν συν συν συν

+ = + + − + − + =   
   

− = + + ⇔ − = + +   
   ⋅ ≠ ⋅ ≠   

 

Η πρώτη εξίσωση του συστήµατος (1) είναι ως προς  ηµ(x+y), συν(x+y) 

συνεπώς αν 2 2 2 22 4 4α α β+ ≥  τότε η εξίσωση έχει λύση, οπότε λαµβάνουµε το (x+y) 

και αντικαθιστώντας τη δεύτερη εξίσωση λαµβάνουµε το (x-y) και λύνουµε  κατά τα 

γνωστά. 


