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Εισαγωγή 

Ο κύκλος, η παραβολή, η έλλειψη και η υπερβολή λέγονται κωνικές τοµές, 

γιατί µπορούν να προκύψουν από την τοµή µιας ορθής κωνικής επιφάνειας µε ένα 

επίπεδο, το οποίο δε διέρχεται από την κορυφή της. Η σηµασία αυτών των καµπύλων 

φαίνεται ότι αρχικά σχετίζονταν µε ορισµένα προβλήµατα γεωµετρικών κατασκευών, 

όπως για παράδειγµα το περίφηµο πρόβληµα του διπλασιασµού του κύβου. «Αν 

δοθεί ένας κύβος, να κατασκευαστεί µόνο µε τον κανόνα και διαβήτη, ένας άλλος 

κύβος µε διπλάσιο όγκο».  Με αλγεβρικό συµβολισµό, αυτό σηµαίνει ότι αν � είναι 

το µήκος της ακµής του αρχικού κύβου, τότε ζητείται να κατασκευαστεί ένα 

ευθύγραµµο τµήµα µήκους � τέτοιο, ώστε 
3 32x a= .   Οι καµπύλες αυτές γύρω στο 

300 π.Χ. ταυτίστηκαν για πρώτη φορά µε τις τοµές που δηµιουργούνται στην 

επιφάνεια ενός κώνου από ένα επίπεδο κάθετο σε µια γενέτειρά του. Ανάλογα µε τη 

γωνία της κορυφής του κώνου, οι καµπύλες αυτές ορίστηκαν ως «οξυγωνίου κώνου 

τοµή» (έλλειψη), «ορθογωνίου κώνου τοµή» (παραβολή) και «αµβλυγωνίου κώνου 

τοµή» (υπερβολή), όπως φαίνεται και στο σχήµα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα ονόµατα «παραβολή», «έλλειψη» και «υπερβολή». έχουν άµεση σχέση µε 

το νέο τρόπο ορισµού των κωνικών τοµών που εισήγαγε ο Απολλώνιος, σύµφωνα µε 

τον οποίο, σε κάθε τοµή του κώνου από το επίπεδο αντιστοιχεί ένα σταθερό µήκος 

(παράµετρος), το οποίο εξαρτάται από το είδος του κώνου και από τη θέση του 

επιπέδου. Ο Απολλώνιος έδειξε ότι για κάθε καµπύλη, τα δύο γραµµοσκιασµένα 

εµβαδά σε καθένα από τα παρακάτω σχήµατα είναι ίσα µεταξύ τους. Το ένα από αυτά 

είναι το τετράγωνο µε πλευρά την κάθετη � από ένα σηµείο της καµπύλης προς τον 

άξονα συµµετρίας της το άλλο είναι ένα ορθογώνιο, µε µια πλευρά την απόσταση � 

του ίχνους αυτής της κάθετης από την κορυφή της καµπύλης.  

Η σχέση της άλλης πλευράς του ορθογωνίου προς τη σταθερή παράµετρο της 

τοµής καθορίζει τη µορφή και το όνοµα της καµπύλης. Αν η άλλη πλευρά ισούται 

(«παραβάλλεται») µε την παράµετρο, τότε η καµπύλη είναι µια παραβολή. Αν η άλλη 

πλευρά είναι µικρότερη («ελλείπει») από την παράµετρο, η καµπύλη είναι έλλειψη. 

Όταν η άλλη πλευρά είναι µεγαλύτερη («υπερβάλλει»), η καµπύλη είναι µια 

υπερβολή. 
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(Κωνικά του Απολλώνιου του Περγαίου , Βιβλίο α΄, Πρόταση 11) 

“Ο Απολλώνιος (…) ήταν λίγο νεώτερος από τον Αριστοτέλη και τον 

Αρχιµήδη, και η περίοδος ακµής της δραστηριότητάς του τοποθετείται µεταξύ 220 

και 190 π.Χ. Γεννήθηκε στην Πέργη της Παµφυλίας και επισκέφθηκε την Έφεσο και 

την Πέργαµο. Οι πληροφορίες µας λένε ότι έζησε επίσης στην Αλεξάνδρεια, όπου 

πιθανότατα παρήγαγε και µεγάλο µέρος του έργου του. Οι πηγές µας αναφέρουν 

αρκετά µαθηµατικά και αστρονοµικά συγγράµµατα, αλλά το µοναδικό σωζόµενο 
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µείζον έργο του είναι το σύγγραµµά του Κωνικά. Περιελάµβανε 8 βιβλία, εκ των 

οποίων τα πρώτα τέσσερα σώζονται στα ελληνικά και τα επόµενα τρία σε αραβική 

µετάφραση – το όγδοο βιβλίο έχει χαθεί. Πρόκειται για ένα από τα αριστουργήµατα 

των αρχαίων ελληνικών µαθηµατικών. Με το πρόβληµα των κωνικών τοµών είχαν 

ασχοληθεί αρκετοί προγενέστεροι µαθηµατικοί: υπάρχουν, π.χ., πληροφορίες για ένα 

σχετικό σύγγραµµα του Ευκλείδη. Αλλά το έργο του Απολλωνίου υπήρξε η πρώτη 

ολοκληρωµένη και συστηµατική προσέγγισή του. Η ίδια η ορολογία που έχει 

επικρατήσει για τα τρία είδη κωνικών τοµών, έλλειψη, παραβολή και υπερβολή, 

οφείλεται σε εκείνον.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι ονοµασίες τους πριν τον Απολλώνιο αντιστοιχούσαν στον τρόπο µε τον 

οποίο χαράσσονταν οι καµπύλες: θεωρούνταν τοµές τριών ειδών ορθών κυκλικών 

κώνων, συγκεκριµένα κώνων των οποίων η γωνία κορυφής είναι οξεία, ορθή και 

αµβλεία αντίστοιχα, η δε τοµή σχηµατιζόταν, στην κάθε περίπτωση, από ένα επίπεδο 

κάθετο προς µια γενέτειρα του κώνου. Οι νέοι όροι, έλλειψη, παραβολή και 

υπερβολή, που επινόησε ο Απολλώνιος, εισάγονται ήδη από τα πρώτα θεωρήµατα 

του πρώτου βιβλίου και βασίζονται στις κατασκευές που υποδεικνύουν τις 

θεµελιώδεις ιδιότητες των τριών καµπυλών. Μετά την απόδειξη των παραπάνω, ο 

Απολλώνιος προχωρά σε µια πλήρη διερεύνηση των προβληµάτων που συνδέονται 

µε τις κωνικές τοµές, την κατασκευή κωνικών τοµών από ορισµένα δεδοµένα, τις 

εφαπτόµενες, τις ιδιότητες των εστιών, τις τεµνόµενες κωνικές τοµές, κ.οκ. 

Το έργο των µαθηµατικών του τρίτου και δεύτερου αιώνα π.Χ. αποτελεί ίσως 

το µεγαλύτερο -και αναµφισβήτητα το πιο διαχρονικό- επίτευγµα της αρχαίας 

ελληνικής επιστήµης. 

 

 

Απολλώνιος ο Περγαίος. 
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1. Εξισώσεις της παραβολής 

Ορισµός. Ορίζω ως παραβολή (C), µε εστία τα σταθερό σηµείο Ε και διευθετούσα τη 

σταθερά ευθεία (δ),  το γεωµετρικό τόπο των σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία 

είναι d(M, E)=d(Μ, (δ)). 
 

 

 

 

 

 

2. Αναλυτική εξίσωση της παραβολής  

Για να βρω την εξίσωση της παραβολής εκλέγω ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων  Οxy 

ως εξής: Αν Κ είναι η ορθή προβολή του σταθερού σηµείου Ε στην ευθεία (δ), θεωρώ 

ως: 

� αρχή Ο των αξόνων το µέσο ΚΕ,  

� άξονα των τετµηµένων την ευθεία ΚΕ και  

� άξονα των τεταγµένων τη µεσοκάθετη του τµήµατος ΚΕ. Έστω ότι  KE p= . Είναι 

,0
2

p
E

 
 
 

 και ( ) ( ): : 0
2 2

p p
x xδ δ= − ⇔ + = .   Τότε αν Μ (χ,y) είναι σηµείο του 

τόπου ισχύει d(M,E)=d(M,(δ)) άρα 
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2 2 2

2 2

2 2

2

2 2 21 0

p
x

p p p
x y x y x

+
     − + = ⇔ − + = + ⇔     
     +

2 2

2 2 2
2 2

p p
y x x y px

   = + − − ⇔ =   
   

 που είναι η εξίσωση της παραβολής, ως προς 

το σύστηµα αξόνων που επέλεξα. 

 

3. Κατασκευή παραβολής δεδοµένης εστίας και διευθετούσας 

Όταν δοθεί η διευθετούσα (ð) και η εστία E µιας παραβολής µπορώ να 

κατασκευάσω την παραβολής ως εξής: Παίρνω νήµα τόσου µήκους, όσο το µήκος 

µιας κάθετης πλευράς AГ ενός γνώµονα ABГ και το στερεώνω στην κορυφή Г. Το 

άλλο άκρο του νήµατος το στερεώνω στην εστία. Με τη µύτη του µολυβιού τεντώνω 

µέρος του νήµατος πάνω στην πλευρά AГ. Στη συνέχεια, τοποθετώ την κάθετη 

πλευρά AB πάνω στη διευθετούσα και µετακινώ το γνώµονα κατά µήκος της (ð). 

Τότε, η µύτη του µολυβιού διατρέχει το τόξο µιας παραβολής, αφού 

ισχύει (PE) + (PГ) = (AГ) και (AP) + (PГ) = (AГ) ⟹ (PE) = (AP). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Στοιχεία της  παραβολής 

   � Η ευθεία που διέρχεται από την εστία E και είναι κάθετη προς τη διευθετούσα 

(ð) ονοµάζεται άξονας της παραβολής. 

   � Το σηµείο τοµής της παραβολής µε τον άξονά της (K) ονοµάζεται κορυφή της 

παραβολής. 

   � Κάθε ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει δύο σηµεία της παραβολής ονοµάζεται 

χορδή, ενώ η ευθεία που διέρχεται από τα δύο αυτά σηµεία ονοµάζεται τέµνουσα 

της παραβολής. 

   � Κάθε ευθεία παράλληλη προς τον άξονα της παραβολής ονοµάζεται διάµετρος 

της παραβολής. 

   � Εστιακή χορδή ονοµάζεται κάθε χορδή που διέρχεται από την εστία E της 

παραβολής. 

   � Η εστιακή χορδή που διέρχεται από την εστία της παραβολής και είναι 

παράλληλη προς τη διευθετούσα (κάθετη στον άξονα της παραβολής) ονοµάζεται 

latus rectum. 
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   � Το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος (KE), που συνδέει την κορυφή K µε την 

εστία E της παραβολής ονοµάζεται εστιακή απόσταση. 

 

 

5. Ιδιότητες της παραβολής (C):
2 2y px=  

      � Η εξίσωση της παραβολής επαληθεύεται 

για (x=0, y=0) άρα το γράφηµα της παραβολής 

διέρχεται από την αρχή Ο(0,0) των αξόνων. Το Ο 

(µέσο του ΕΚ) ονοµάζετε κορυφή της 

παραβολής 

      � Αν το σηµείο Μ (ξ,η)∈(C) 

( )22 2 2p pη ξ η ξ⇔ = ⇔ − =  άρα και το σηµείο 

Μ΄ (ξ,-η) ∈(C) δηλαδή το γράφηµα της 

παραβολής είναι συµµετρικό ως προς τον άξονα 

xx′ . 
          Επειδή πρέπει να είναι πάντα  px>0 (για σηµεία της παραβολής διάφορα του Ο 

(0,0)), παρατηρώ ότι KE p= >0 άξονας συµµετρίας της παραβολής είναι ο θετικός 

ηµιάξονας του xx′ , ενώ αν KE p= <0 άξονας συµµετρίας της παραβολής είναι ο 

αρνητικός ηµιάξονας του xx′ . 
 

 

 

 

 

               

 

 

     � Το γράφηµα της παραβολής 2 2y px=
είναι η ένωση την γραφηµάτων των 

συναρτήσεων: f1(x)= 2px  και αν  f2(x)=

2px−  µε [ )1( ) ( ) 0,D f D f= = +∞ αν  p>0  

ή D(f1)=D(f)=(-,0] αν p<0 και R(f1)=[0,+∞), 

R(f2)=(-∞,0]. 
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6. Μορφές της εξίσωσης της παραβολής 

     � Αν ζητώ την εξίσωση της παραβολής µε εστία Ε και διευθετούσα (δ) και 

θεωρήσω την ευθεία ΚΕ ως άξονα των τεταγµένων, τη µεσοκάθετη του ΚΕ ως άξονα 

των τετµηµένων και ονοµάσω KE p=   (όπου Κ είναι η ορθή προβολή του Ε  στην 

(δ)) τότε ως εξίσωση της παραβολής βρίσκω την 2 2x py= . 

H παραβολή µε εξίσωση 2 2x py=  έχει κορυφή το Ο(0,0) και είναι συµµετρική ως 

προς τον άξονα yy′ . 

 
Ειδικά αν p>0 άξονα συµµετρίας είναι ο θετικός ηµιάξονας του yy′ , ενώ αν p<0 

άξονας συµµετρίας είναι ο αρνητικός ηµιάξονας του xx′ . Aκόµη είναι  0,
2

p Ε 
 

 και 

( ) :
2

p
yδ = − . 

         � Θεωρώ την παραβολή (C) του επιπέδου των αξόνων Οxy που ο άξονας 

συµµετρίας της είναι παράλληλος προς τον άξονα xx′  και η κορυφή της Ο΄ ( )0, 0x y

είναι διάφορη του Ο. Κάνω παράλληλη µεταφορά του συστήµατος Οxy στο Ο΄ΧΨ. 

Αν Μ είναι σηµείο της παραβολής (C) µε 

συντεταγµένες (x,y) ως προς το  Οxy και (Χ,Ψ) 

ως προς το Ο΄ΧΨ  ξέρω ότι είναι: 

0 0

0 0

x x X X x x

y y Y Y y y

= + = −   
⇔   

= + = −   
 

          Όµως η παραβολή (C) ως προς το 

σύστηµα Ο΄ΧΨ, έχει εξίσωση 2 2Y pX= άρα ως 

προς το αρχικό σύστηµα Οxy θα έχει εξίσωση, 

( ) ( )2

0 02y y p x x− = − .  

 Επιπλέον είναι 0 0,
2

p
E x y

 + 
 

 και 

0:
2

p
x xδ = − + . Άρα, η εξίσωση ( ) ( )2

0 02y y p x x− = − είναι εξίσωση παραβολής µε 

κορυφή ( )0 0,O x y′ , εστία 0 0,
2

p
E x y

 + 
 

, διευθετούσα ( ) 0:
2

p
x xδ = − +  και άξονα 

συµµετρίας παράλληλο στον xx′ . Ανάλογα συµπεράσµατα έχω και για την παραβολή 

(C) που ο άξονας συµµετρίας της είναι παράλληλος προς τον άξονα yy′ . Άρα, η 
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εξίσωση ( ) ( )2

0 02x x p y y− = −  είναι εξίσωση παραβολής µε κορυφή ( )0 0,O x y′ , 

εστία 0 0,
2

p
E x y

 + 
 

, διευθετούσα ( ) 0:
2

p
y yδ = − +  και άξονα συµµετρίας 

παράλληλο στον yy′ . 
 

7. Εξίσωση εφαπτοµένης της παραβολής (C): 
2 2y px=  

Θεωρώ το σηµείο ( )0 0,M x y της (C): 

2 2y px=  και ζητώ την εξίσωση της 

εφαπτοµένης της (C) στο Μ. Αν το M είναι η 

κορυφή της (C) τότε η εφαπτοµένη της 

παραβολής είναι ο άξονας yy′  µε εξίσωση 

x=0.  Έστω ότι Μ≠0. Η εφαπτοµένη (ε) της 

παραβολής στο ( )0 0,M x y θα έχει εξίσωση 

( ) ( )0 0y y x xλ− = − µε 
*λ∈ℝ . Έστω το 

σύστηµα: 

( ) ( ) ( )0 0 0 0

2 22 2

y y x x y x x y

y px y px

λ λ λ− = − = − −      
⇔ ⇔   

= =      
 

 

( )

( ) ( )
0 0

22 2

0 0 0 02 0

y x x y

x x y p x x y

λ λ

λ λ λ λ

= − −  
 

− − + + − =    
. Για να εφάπτεται η (ε) στο σηµείο 

( )0 0,M x y της  (C) πρέπει και αρκεί η δεύτερη εξίσωση να έχει διπλή ρίζα την 
0x  άρα  

( )0 0

0 2

0

2

2

x y p p
x

y

λ λ
λ

λ

− +  = ⇔ = . Τότε είναι ( ) ( ) ( )0 0

0

:
p

y y x x
y

ε − = − άρα  

2

0 0 0yy y px px= − + . Επειδή ( )0 0, ( )M x y C∈  είναι 
2

0 02y px=  άρα 

0 0 02yy px px px= − + συνεπώς ( )0 0yy p x x= + .  

Σχόλιο. Η ευθεία (u) ορίζεται ως κάθετη στο σηµείο Μ της παραβολής αν και µόνο 

αν είναι κάθετη στην εφαπτοµένη (ε) της παραβολής στο Μ.  

 

8. Παραµετρικές εξισώσεις της παραβολής 

Οι συναρτήσεις 
22

2

x pt

y pt

 =
 

= 
t∈ℝ αν αντικατασταθούν στην αναλυτική εξίσωση 

2 2y px=  της παραβολής προκύπτει ταυτότητα ως προς t, άρα είναι παραµετρικές 

εξισώσεις της παραβολής (C): 2 2y px= . 

Παρατήρηση. Για την παραβολή 2 2x py=  παραµετρικές εξισώσεις είναι οι 

2

2

2

x pt

y pt

= 
 

= 
 µε t∈ℝ .  
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Για την παραβολή ( ) ( )2

0 02y y p x x− = −  παραµετρικές εξισώσεις είναι οι 

0

2

0

2

2

x x pt

y y pt

= + 
 

= + 
 µε t∈ℝ . 

Για την παραβολή ( )2

0 02 ( )x x p y y− = − παραµετρικές εξισώσεις είναι οι 

0

2

0

2

2

x x pt

y y pt

= + 
 

= + 
 µε t∈ℝ . 

 

9. Ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής Ι 

Η κάθετη στην εφαπτοµένη µιας παραβολής στο σηµείο επαφής διχοτοµεί τη 

γωνία που σχηµατίζουν η πολική 

ευθεία και η παράλληλη προς τον 

άξονα της παραβολής που 

διέρχονται από το σηµείο επαφής 

της εφαπτοµένης και της 

παραβολής. Αυτή η ιδιότητα 

ονοµάζεται ανακλαστική ιδιότητα 

της παραβολής και έχει χρήση στα 

παραβολικά τηλεσκόπια, στα 

ραντάρ, στα φανάρια των 

αυτοκινήτων κτλ. 

 

10. Ανακλαστική ιδιότητα της παραβολής ΙΙ 

Φωτεινή δέσµη παράλληλη 

προς τον άξονα παραβολής 

ανακλώµενη στην επιφάνεια της 

παραβολής, διέρχεται από ένα 

σηµείο, την εστία της παραβολής. 

Στα φανάρια των αυτοκινήτων που 

έχουν παραβολικά κάτοπτρα, οι 

λαµπτήρες τοποθετούνται στην 

εστία τους. Έτσι οι φωτεινές 

ακτίνες ανακλώµενες στο κάτοπτρο 

εξέρχονται παράλληλα προς τον άξονά του.  

 

11. Ανάκλαση παράλληλων ακτίνων 

Όλες οι ευθείες, 

που είναι 

παράλληλες στον 

άξονα συµµετρίας 

της παραβολής, 

όταν προσπίπτουν 

στην παραβολή, 

ανακλώνται στην 

Εστία της 
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παραβολής. Αυτή είναι η αρχή λειτουργίας των παραβολικών τηλεσκοπίων και των 

ραντάρ. Συγκεκριµένα: Όσες ακτίνες φωτός είναι παράλληλες προς τον άξονα ενός 

παραβολικού κατόπτρου, όταν προσπίπτουν στο κάτοπτρο, ανακλώµενες, 

συγκεντρώνονται στην εστία. 

 

12. Καθηµερινές εφαρµογές της παραβολής 

Όταν ένα σώµα εκτοξεύεται υπό γωνία και κινείται µόνο υπό την επίδραση 

του βάρους του, τότε η τροχιά που διαγράφει είναι παραβολική. 

 

 

 

Πίδακας νερού 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Βολή 

βλήµατος 

 

 

 

 

 

Κάτοπτρο αφής της ολυµπιακής 

φλόγας 

 

 

 

 

 

Κοίλο παραβολικό κάτοπτρο                         
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∆ίδυµες παραβολές στο σήµα 

κατατεθέν της γνωστότερης αλυσίδας 

γρήγορου φαγητού. 

 

 

 

 

 

 

13. Η παραβολή στα αθλήµατα 

Σε ποια άλλα αθλήµατα σχηµατίζονται παραβολές; Σε όλα εκείνα που κάτι 

"αποσπάται" από κάτι άλλο. Γκολφ, τένις, πινκγ-πονγκ, µπάσκετ, βόλεϊ, αθλήµατα 

ρίψεων κλπ. Στα αθλήµατα αυτά η παραβολή άλλοτε είναι εµφανής και άλλοτε όχι. 

Πάντως το αντικείµενο φτάνει σε ένα µέγιστο ύψος και µετά αρχίζει την κάθοδο. Το 

σηµείο αυτό ονοµάζεται κορυφή της παραβολής.  Στο µπάσκετ η καµπύλη που θα 

δώσει ο παίκτης πρέπει να είναι τέτοια ώστε αφ' ενός η µπάλα να καταλήξει στο 

καλάθι, αφ' ετέρου να αποφύγει το σταµάτηµα της µπάλας από χέρι του αντιπάλου. 

Οι πιο κοντοί παίκτες δίνουν µεγαλύτερο ύψος στην µπάλα άρα πιο κλειστή καµπύλη, 

δηλαδή µικρότερο p.  

 

 

Βολή στο basket. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επικίνδυνο 

circus 
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Άλµα σκιέρ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

14. Η παραβολή στην κατασκευή γεφυρών και στην αρχιτεκτονική 

 

 

Γέφυρες µε 

ένα ή 

περισσότερα 

παραβολοειδή 

τόξα 
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Παραβολικά τόξα 

– αψίδες στήριξης 

στήριξης στη 

βάση του πύργου 

του Eiffel 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παραβολικά τόξα 

στο Ολυµπιακό 

στάδιο της 

Καλογρέζας  
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15. Παρατηρήσεις 

� Αν ( )0 0,M x y  σηµείο της παραβολής (C): 2 2y px= , τότε 0
2

p
xΕΜ = +

����
. 

Πράγµατι, αν   ( ) 2

0 0 0 0, ( ) 2  M x y C y px∈ ⇔ = είναι ( , )d E MΕΜ = =
����

 

2

2 2 2

0 0 0 0
2 4

o

p p
x y x px y

 − + = − + + = 
 

 

2 2

0 0 0 0 02
4 4

p p
x px px x px= − + + = + + =  

 
2

0 0
2 2

p p
x x

 + = + 
 

 

 

� Από το σηµείο ( )3,2M −  φέρνω τις 

εφαπτόµενες ΜΑ, ΜΒ στην  

παραβολή (C): 2 8y x= . Να βρεθεί η 

( ),d M AB . 

Αν ( )1 1,A x y , ( )2 2,B x y  τότε είναι 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1

2 2 2

: 4

: 4

yy x x

yy x x

ε

ε

= +  
 

= +  
και επειδή το σηµείο 

( )3,2M − ανήκει στις ευθείες ( ) ( )1 2,ε ε  είναι 

( )
( )

( ) ( )1 1

2 2

2 4 3
: 2 4 3 : 2 3

2 4 3

y x
AB y x AB y x

y x

= − +  
⇒ = − + ⇒ = − + ⇒ 

= − +  
 

: 2 6 0AB x y− − = , άρα ( )
6 2 6 14

,
5 5

d M AB
− − −

= = . 

� Από το σηµείο ( )9,6M −  φέρνω τις 

εφαπτόµενες ΜΑ, ΜΒ στην παραβολή (C): 
2 36y x= . Βρείτε τη γωνία µεταξύ των ΜΑ, 

ΜΒ.  

Οι ευθείες που διέρχονται από το 

( )9,6M − είναι οι 9x = −  και ( )6 9y xλ− = +

µε λ ∈ℝ .  Επειδή το σύστηµα 
2

9

36

x

y x

= − 
 

= 
δεν 

έχει διπλή λύση στο 2
ℝ , η ευθεία 9x = −  δεν εφάπτεται στην παραβολή. Η ευθεία 

( ) ( ) ( ): 6 9 9 6y x y xε λ λ λ− = + ⇔ = + + εφάπτεται στην (C):

( )2 22 18 18 2 9 6 0 3 2 3 0y x λ λ λ λ= ⋅ ⇔ − + = ⇔ + − = . 

Οι ρίζες της εξίσωσης αυτής είναι τα ,  MA MBλ λ ισχύει ότι 
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3
1

3
MA MB MA MBλ λ

−
⋅ = = − ⇒ ⊥ , άρα η ζητούµενη γωνία είναι ορθή. 

 

�  Έστω χορδή ΑΒ της παραβολής 

(C): 2 2y px= που διέρχεται από την εστία Ε 

της παραβολής. ∆είξτε ότι οι εφαπτόµενες 

της παραβολής στα Α, Β τέµνονται σε 

σηµείο της διευθετούσας της. 

Αν ( ),M ξ η  είναι το σηµείο τοµής των 

εφαπτοµένων ( ) ( )1 2,ε ε της παραβολής στα 

σηµεία Α, Β είναι ( ): y p xη ξΑΒ = + . 

Επειδή η εστία ,0
2

p
E

 
 
 

 είναι σηµείο της 

ΑΒ, ισχύει ότι 0 0
2 2 2

p p p
y p ξ ξ ξ ⋅ = + ⇔ + = ⇔ = − 

 
. Άρα, για το σηµείο Μ είναι 

,
2

p
M η − 

 
, συνεπώς το σηµείο Μ είναι σηµείο της διευθετούσας ( ) :

2

p
xδ = −  της 

παραβολής.  

 

� Αν η ΑΒ είναι µεταβλητή 

χορδή της παραβολής (C): 
2 2y px= που διέρχεται από την 

εστία της Ε, δείξτε ότι η 

περιφέρεια διαµέτρου ΑΒ 

εφάπτεται στη διευθετούσα (δ) της 

παραβολής. 

Ονοµάζω Λ το µέσο του ΑΒ και Γ, 

∆, Μ τις ορθές προβολές των Α, Β, 

Λ  

στη διευθετούσα (δ). Από το 

τραπέζιο ΑΓ∆Β που έχει διάµεσο 

την ΛΜ έχω  

ΛΜ=
( )

2

Γ +Β∆
2. Αλλά ΑΓ=ΑΕ, Β∆=ΒΕ άρα 

ΛΜ=
( )

2 2

ΑΕ + ΕΒ ΑΒ
= , συνεπώς η περιφέρεια διαµέτρου ΑΒ εφάπτεται στη  

διευθετούσα (δ) της παραβολής. 

 

� Η εφαπτοµένη (ε) στο τυχαίο σηµείο της παραβολής (C): 2 2y px= τέµνει 

τον  

άξονα yy′  στο Α. ∆είξτε ότι ΕΑΜ=1 ορθή 

όπου Ε η εστία της παραβολής. 
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Επειδή Μ τυχαίο σηµείο της (C): 2 2y px=  ( )M O≠ , αν υποθέσω ότι είναι  

( )0 0,M x y τότε 
2

0 02y px=  και ( )0 0yy p x x= + . Οι συντεταγµένες του Α είναι η λύση 

του 
( ) 0

0 0

0

0
0

x
x

px
yyy p x x

y

= =   
⇔   == +    

. Άρα, 0

0

0,
px

A
y

 
 
 

. Αφού  
0

p

y
ελ λΑΜ = =  και 

0

0

2
E

x

y
λΑ

−
= , είναι 0 0

2

0 0 0

2 2
1E

p x px

y y y
λ λΑΜ Α

− −
⋅ = = = − , άρα MA EA⊥  άρα η 

ζητούµενη γωνία είναι ορθή. 

 

16. Μεθοδολογία για τη λύση των ασκήσεων 

Για να βρω την εξίσωση µιας παραβολής, το πρόβληµα ανάγεται στον 

προσδιορισµό του πραγµατικού p (της παραµέτρου της παραβολής). Αν είναι γνωστή 

η εστία και η διευθετούσα µιας παραβολής η εξίσωση της µπορεί να βρεθεί άµεσα µε 

βάση τον ορισµό της παραβολής. 

 

17. Σχετικές θέσεις ευθείας 
( ) : y x kε λ= +

 και παραβολής (C):
2 2y px= , 0p >  

Αν έχω (C): 2 2y px= µε p>0 τότε: 

� Αν p-2λk>0 η (ε) και η (C) έχουν δύο κοινά σηµεία. 

� Αν p-2λk<0 η (ε) και η (C) δεν έχουν κοινό σηµείο.  

� Αν p-2λk=0 η (ε) και η (C) εφάπτονται.  

 

Παρατήρηση: Αν έχω (C): 2 2y px= µε p<0 τότε: 

� Αν p-2λk>0 η (ε) και η (C) δεν έχουν κοινό σηµείο. 

� Αν p-2λk<0 η (ε) και η (C) έχουν δύο κοινά σηµεία. 

� Αν p-2λk=0 η (ε) και η (C) εφάπτονται.  

 

18. Η παραβολή µε Geogebra 

� https://www.geogebra.org/m/vJaVuxJn (παραβολή) 

� https://www.geogebra.org/m/Y75KZ5V7 (παράλληλη µεταφορά παραβολής) 

� https://www.geogebra.org/m/f9ge2Ssx  (ανακλαστική ιδιότητα παραβολής) 

� https://www.geogebra.org/m/GtGHVWYn (κατασκευή παραβολής) 

� https://www.geogebra.org/m/SCu4mm6R  (γεωµετρικός τόπος της παραβολής) 
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