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1. Τι είναι η συµµετρία 

Στα µαθηµατικά, ο όρος «συµµετρία» δεν έχει ακριβώς την ίδια σηµασία µε 

εκείνη που έχει στις υπόλοιπες επιστήµες ή στην καθηµερινή ζωή. Οι µαθηµατικοί 

είναι άνθρωποι πολύ αυστηροί  και γι αυτό αναµένουν από τη συµµετρία µια έννοια 

πολύ συγκεκριµένη και ακριβή. Αυτό που προκύπτει απ’ αυτό τον ορισµό δεν είναι 

συµµετρικό µε την αυστηρή έννοια του όρου. Ένα αγγλοσαξονικό ανέκδοτο 

περιγράφει αυτή τη µαθηµατική αδιαλλαξία. Σ’ ένα τρένο που διασχίζει τη Σκοτία 

ταξιδεύουν ένας αστρονόµος, ένας µηχανικός κι ένας µαθηµατικός. Κοιτάζοντας από 

το παράθυρο, ο αστρονόµος παρατηρεί µε έκπληξη και δέος µια µαύρη προβατίνα 

που χοροπηδά µέσα στα λιβάδια παράλληλα µε το τρένο. Σπεύδει λοιπόν να δηλώσει 

στους συνταξιδιώτες του: «Είναι παράξενο, στη Σκότια όλες οι προβατίνες είναι 

µαύρες». Ο µηχανικός τον διορθώνει ευγενικά: «Όχι, όχι. Στην πραγµατικότητα, µόνο 

µερικές προβατίνες είναι µαύρες». Κι ο µαθηµατικός τους πετά µε έπαρση: «Στην 

πραγµατικότητα µπορούµε να πούµε πως στη Σκοτία υπάρχει τουλάχιστον ένα λιβάδι 

που έχει τουλάχιστον µια προβατίνα της οποίας η µία από τις δύο πλευρές είναι 

µαύρη». Κάτι παρόµοιο ισχύει και για τη συµµετρία και τα µαθηµατικά. Ένα στοιχείο 

του οποίου την ύπαρξη γνωρίζει όλος ο κόσµος αντιµετωπίζεται µε δυσκολία όταν 

πρέπει να δοθεί ο ορισµός του. 

 

2. Η έννοια της συµµετρίας 

Προς το παρόν θα περιοριστούµε στην έννοια της συµµετρίας µε έναν τρόπο 

πιο γενικό, πιο ανοιχτό, λιγότερο αφηρηµένο και λιγότερο απαιτητικό, αρκούµενοι να 

µεταφερθούµε στον κόσµο που µας περιβάλλει και που θα θεωρήσουµε ότι 

προσαρµόζεται σε όλα τα κατάλληλα εργαλεία και χαρακτηριστικά της ευκλείδειας 

γεωµετρίας. Ας ξεκινήσουµε από τα αντικείµενα: θα χαρακτηρίσουµε συµµετρικά 

αυτά που συµπίπτουν µεταξύ τους µε µετακίνηση κανονικού τύπου, δηλαδή θα 

περιοριστούµε σε µια έννοια της συµµετρίας που διατηρεί τις αποστάσεις 

αµετάβλητες. Για αυτόν που έχει µια καλή γνώση των προχωρηµένων µαθηµατικών, 

θα  πούµε ότι θα περιορίσουµε προσωρινά την έννοια της συµµετρίας στις ισοµετρίες. 

Ας επικεντρωθούµε καταρχάς στα µονοδιάστατα αντικείµενα. Ένα ευθύγραµµο 

τµήµα, παραδείγµατος χάρη, είναι συµµετρικό µ’ έναν πολύ απλό τρόπο:  

a__________b      b__________a 

 

αλλά υπάρχει µόνο ένας τρόπος να το µετακινήσουµε έτσι ώστε να µείνει ως έχει. 

Αν αλλάξουµε το ένα άκρο µε το άλλο, κάτι που στο δικό µας τρισδιάστατο χώρο 

αντιστοιχεί σε περιστροφή 1800 µε το κέντρο στη διάµεσο, το τµήµα µένει 

αµετάβλητο. Εννοείται πως ο όρος  «αµετάβλητο» σηµαίνει ότι αν το τµήµα δεν 

ορίζεται από γράµµατα, το τµήµα που προκύπτει από την περιστροφή είναι αδύνατο 

να διαχωριστεί από το αρχικό τµήµα. Στην πραγµατικότητα, ο µαθηµατικός θα έλεγε 

ότι υπάρχουν δύο κινήσεις που αφήνουν το τµήµα αµετάβλητο, η ήδη αναφερθείσα 

περιστροφή 180ο και η περιστροφή 360ο, δηλαδή η πλήρης περιστροφή. Αυτή η 

τελευταία είναι ίδια σε κάθε περίπτωση, αν δεν µετακινήσουµε στροφή. Αυτή η 

τελευταία είναι ίδια σε κάθε περίπτωση, αν δεν µετακινήσουµε το τµήµα (0ο), αν το 

περιστρέψουµε 720ο (δύο γύρους), 1080ο (τρεις γύρους), κλπ. 

Στην άλγεβρα λέµε πως ένα ευθύγραµµο τµήµα είναι συµµετρικό και πως η 

οµάδα κινήσεων του αποτελείται από την ταυτότητα (αντίστοιχη µε 0ο= 0 rad, 360o = 

2π rad, 720ο = 4π rad,κλπ) και την περιστροφή 180ο (180ο= π rad, 540o= 3π rad, 900o= 

5π rad,κλπ). Οι µοίρες έχουν την αντιστοιχία τους σε ακτίνια, κάτι πιο σηµαντικό που 

όσο φαίνεται, καθότι από την εµφάνιση του απειροστικού λογισµού, οι γωνίες 

µετριούνται σε ακτίνια εδώ και 300 χρόνια. Η διάσταση 1 δε µας επιτρέπει να 
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προχωρήσουµε πάρα πέρα. Αν το σκεφτούµε, υπάρχει ένα αντικείµενο µε διάσταση 

που επιτρέπει µια πιο µεγάλη συµµετρία. Η απόλυτη ευθεία  είναι πιο πλούσια απ’ 

όσο φαίνεται, διότι όποια κι αν είναι η µετατόπιση αριστερά ή δεξιά κι άσχετα από το 

µήκος της, διατηρεί την ευθεία όπως ήταν, αµετάβλητη. Υπάρχουν άπειρες 

µετατοπίσεις που είναι συµµετρίες ευθείας. Αν δώσουµε ένα αρχικό σηµείο στην 

ευθεία (το σηµείο µηδέν) και ονοµατίσουµε τα σηµεία πάνω στην ευθεία µε τη 

βοήθεια των πραγµατικών αριθµών R, η µετατόπιση t, ( )x x t→ +  που 

µετασχηµατίζει κάθε σηµείο x σε x + t είναι µια συµµετρία της ευθείας Α, εφόσον 

πραγµατοποιεί µία ή άλλη πλευρά (µπορούµε να πούµε ότι υπάρχουν ακόµα 

περισσότερες συµµετρίες στο R).  Παρακάτω, όταν ο αναγνώστης θα έχει µάθει 

περισσότερα για τη συµµετρία, θα αναγνωρίσει σ’ αυτή τη µετατόπιση ένα στοιχείο 

της οµάδας Lie που ονοµάζεται GL(1,R). 

 

Ακτίνια ή µοίρες; 

         Η αντιστοιχία ανάµεσα στις εξηκονταδικές µοίρες και τα ακτίνια προκύπτει από 

τον ορισµό του ακτινίου (rad): η γωνία της οποίας το τόξο είναι ίσο µε την ακτίνα του 

κύκλου που χρησιµοποιείται για τη µέτρησή της. ∆ηλαδή: 1 rad = 57o17’45’’, π rad = 

180ο 

Μοίρες 0ο 30ο 45ο 60ο 90ο 180ο 270ο 360ο 

Ακτίνια 0 π/6 π/4 π/3 π/2 π 3π/2 2π 

        Χρησιµοποιούµε την έννοια των ακτινίων. Η χρήση των εξηκονταδικών µοιρών 

εξακολουθεί να είναι ευρέως διαδεδοµένη (κυρίως στη στοιχειώδη γεωµετρία), από 

παθητικότητα και από την επιρροή που ασκούν οι κατασκευαστές οπτικών οργάνων.     

        Αν στιγµή είµαστε υποχρεωµένοι να λάβουµε υπόψη µας τον προσανατολισµό 

της γωνίας, θα θεωρήσουµε ως θετική την αντίστροφη φορά- τη φορά που είναι 

αντίθετη στη φορά των δεικτών του ρολογιού. 

 

 

 

 

 

Το ακτίνιο, µονάδα µέτρησης γωνίας πολύ πιο φυσική από τη µοίρα, εµφανίστηκε το 

1714 από τον Roger Cotes (1682-1716), Άγγλο µαθηµατικό µε εφήµερη καριέρα και 

φίλο του Νεύτωνα. 

 

 

3. Μια επιπρόσθετη διάσταση 

Στα δισδιάστατα σχήµατα του επιπέδου ανακαλύπτουµε παραδείγµατα 

συµµετρικών κινήσεων που διατηρούν τις διαστάσεις, όπως µπορούµε να 

παρατηρήσουµε στα παρακάτω σχήµατα. 
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Ας εφαρµόσουµε τώρα αυτές τις κινήσεις σε ένα απλό σχήµα σαν το τρίγωνο 

µε πλευρές είναι a, b και c. Ας µελετήσουµε στη συνέχεια τη συµµετρία ενός  

ισόπλευρου τριγώνου µε κορυφές a, b και c που περιέχει ένα κεντρικό σηµείο που 

αποτελεί το κέντρο του περιγεγραµµένου κύκλου βαρύκεντρο του εγγεγραµµένου 

κύκλου. 

 
Αν περιστραφεί κατά  2π/3 rad (ή 1/3 *2π), δηλαδή µία περιστροφή 120ο ή 1/3 

του κύκλου, γύρω από το κέντρο του, ή µία περιστροφή 4π/3 rad (2/3 * 2π rad) ήτοι 

240ο ή 2/3 του κύκλου, το τρίγωνο παραµένει αµετάβλητο. Αλλά τι θα συµβεί αν 

περιστραφεί κατά 2π rad (360 ή έναν ολόκληρο κύκλο); 

 

  

 

 

 

 

 

 

Καθώς περιστρέφουµε στο σηµείο αφετηρίας, το ισόπλευρο τρίγωνο είναι όχι 

µόνο αµετάβλητο όταν υφίσταται αυτή την κίνηση αλλά τα γράµµατα των κορυφών 

του µένουν ως είχαν στην αρχή. Η περιστροφή 2π rad (4π, 6π, 8π,κλπ.) είναι µία 

µηδενική περιστροφή, αφοµοιώσιµη από την ταυτότητα, από µία µη µετακίνηση.  

Εδώ βρισκόµαστε αντιµέτωποι µε τρεις συµµετρίες πού είναι τρεις 

περιστροφές 0, 2π/3 και 4π/3 τις οποίες θα ονοµάσουµε g0, g1 και g2. Αν αντί να 

περιστρέψουµε το τρίγωνο, το υποβάλλουµε σε µία κίνηση κατοπτρισµού, 

παίρνοντας ως άξονα τη µεσοκάθετο που περνά από τα a, b, c, παίρνουµε τρεις άλλες 

συµµετρίες ή κινήσεις που δεν τροποποιούν το τρίγωνο. ∆ιαπιστώνουµε πως αυτές οι 

συµµετρίες, εκτός από το ότι δεν αντιστοιχούν στις προηγούµενες περιστροφές, 

παρουσιάζουν µία ιδιαιτερότητα (που ονοµάζεται «στρέψη»). Τα πάντα γίνονται σαν 

οι άξονες να ήταν καθρέφτες στους οποίους κατοπτρίζεται το τρίγωνο, κάτι που 

συµβαίνει όταν το αρχικό σχήµα αλλάζει προσανατολισµό. Αυτές οι συµµετρίες που 

εξαρτώνται από τον επιλεγµένο άξονα συµµετρίας θα ονοµαστούν e1, e2, e3. Έτσι 

παίρνουµε 6 διαφορετικές συµµετρίες για ένα ισόπλευρο τρίγωνο (g0, g1, g2, e1, e2, e3) 

3 περιστροφές και 3 αξονικές συµµετρίες. Χρησιµοποιώντας τη σύγχρονη 

ονοµατολογία της θεωρίας συνόλων, µπορούµε να πούµε ότι D3={ g0, g1, g2, e1, e2, 

e3} είναι το σύνολο των συµµετριών D3 του ισόπλευρου τριγώνου.  
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Όταν εφαρµόζουµε 2 οποιεσδήποτε κινήσεις από τις 6 προηγούµενες, έστω τις 

mi, mj, το αποτέλεσµα είναι µία άλλη κίνηση, η mk, που ανήκει εξίσου στο σύνολο 

D3.  Στην έκφραση  mj*mi=mk το σύµβολο * είναι ένας σύντοµος τρόπος να δείξουµε 

ότι η 1η κίνηση που εφαρµόζουµε στο τρίγωνο είναι η mj, η 2η  κίνηση είναι η mi και 

η κίνηση που προκύπτει είναι η mk. Οι µαθηµατικοί τις γράφουν µε αυτή τη σειρά 

που φαίνεται αντίστροφη από αυτό  που µας υπαγορεύει η κοινή λογική, αλλά αυτό 

είναι πιο βολικό στις τελευταίες φάσεις. Έτσι αν κάναµε e3 και µετά g1, το 

αποτέλεσµα θα εκφράζονταν ως εξής:  g1*e3=e2. Οι µαθηµατικοί συνοψίζουν τα 

ανωτέρω, δηλώνοντας πως το * είναι µία πράξη του D3  δηλαδή το D3  είναι ένα 

κλειστό σύνολο για την πράξη * και εκφράζεται το µε πιο περίπλοκο τρόπο. Αν 

παρουσιάσουµε τις κινήσεις του D3 µε τη µορφή πίνακα, έτσι ώστε το κελί της 

γραµµής n και τη στήλης p να αντιστοιχεί σε mn*mp, παίρνουµε τον ακόλουθο 

πίνακα: 

* g0 g1 g2 e1 e2 e3 

g0 g0 g1 g2 e1 e2 e3 

g1 g1 g2 g1 e3 e1 e2 

g2 g2 g1 g0 e2 e3 e1 

e1 e1 e2 e3 g0 g1 g2 

e2 e2 e3 e1 g2 g0 g1 

e3 e3 e1 e2 g1 g2 g0 

 

Σηµειώσαµε τις περιστροφές ξεκινώντας από το δείκτη 0 καθώς g0 αποτελεί 

µία όχι ιδιαίτερη περιστροφή, µία εντελώς ξεχωριστή κίνηση του τριγώνου. Ας δούµε 

γιατί. Για κάθε συµµετρία ή κίνηση m του ισοπλεύρου τριγώνου, επαληθεύουµε 

m*g0=g0*m=m. Τα πάντα γίνονται σαν η κίνηση g0 να συµπεριφέρονταν σαν 

ουδέτερη κίνηση που δεν αλλάζει τίποτα, είτε πραγµατοποιηθεί σε 1η  είτε σε 2η  

φάση, αριστερά ή δεξιά. Εν συντοµία, µια ουδέτερη κίνηση, όπως λέγαµε στην αρχή. 

Αυτό µπορούµε να το παρατηρήσουµε κοιτάζοντας τον πίνακα: οι γραµµές και οι 

στήλες που περιέχουν το g0 παραµένουν αµετάβλητες. Ένα στοιχείο που 

συµπεριφέρεται έτσι στα πλαίσια µιας πράξης ονοµάζεται: «ουδέτερο στοιχείο». 

Στα πλαίσια της στοιχειώδους αριθµητικής, διαθέτουµε ήδη ένα πολύ 

συνηθισµένο παράδειγµα ουδετέρου στοιχείου, αν η πράξη είναι η πρόσθεση. Σε αυτό 

το πλαίσιο m+0=0+m=m, όποιος και αν είναι ο αριθµός m, το 0 θα είναι το ουδέτερο 

στοιχείο για την πράξη + στον κόσµο της αριθµητικής. Οµοίως, αν πάρουµε για 

παράδειγµα τον πολλαπλασιασµό, m*1=1*m=m και το 1 αποτελεί το ουδέτερο 

στοιχείο της πράξης * ανάµεσα στους αριθµούς. Ας πάµε µερικές παραγράφους πίσω 

κι ας αντικαταστήσουµε τη σηµειογραφή g0µε το n. Σε αυτή την περίπτωση 

παίρνουµε τον πίνακα της πράξης *: 

Αυτός θα είναι ο πίνακας του 

συνόλου D3 των συµµετριών του 

ισοπλεύρου τριγώνου. Τι θα συµβεί 

µε ένα τετράγωνο που είναι σαφώς 

πιο συµµετρικό από το τρίγωνο; Το 

τετράγωνο παρουσιάζει 8 βασικές 

συµµετρίες, όπως µπορούµε να 

παρατηρήσουµε στα παρακάτω 

σχήµατα: 

* n g1 g2 e1 e2 e3 

n n g1 g2 e1 e2 e3 

g1 g1 g2 n e3 e1 e2 

g2 g2 n g1 e2 e3 e1 

e1 e1 e2 e3 n g1 g2 

e2 e2 e3 e1 g2 n g1 

e3 e3 e1 e2 g1 g2 n 
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Μεταξύ αυτών, 4 µεταβάλλουν τη φορά ανάγνωσης ή παρουσιάζουν στρέψη. 

  
Το γραµµατόσηµο αποτελεί το τέλειο παράδειγµα παρουσίασης των βασικών συµµετριών ενός 

τετραγώνου 

 

Αυτές οι συµµετρίες µπορούν να υποβληθούν στη πράξη και ως αποτέλεσµα 

να έχουµε τον παρακάτω πίνακα.  

Θα ονοµάσουµε D4 το σύνολο 

συµµετριών του τετραγώνου. 

Παρατηρούµε µία λεπτοµέρεια που δε 

θα περάσει απαρατήρητη από το 

βλέµµα ενός ειδικού: όχι µόνο οι 

συµµετρίες σχηµατίζουν ένα κλειστό 

σύνολο κινήσεων, αλλά υπάρχουν 

µέρη ή υποσύνολα του πίνακα που 

είναι εξίσου κλειστά και 

επισηµαίνονται µε έντονα γράµµατα 

στις γραµµές. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

* n g1 g2 g3 e1 e2 e3 e4 

n n g1 g2 g3 e1 e2 e3 e4 

g1 g1 g2 g3 n e4 e3 e1 e2 

g2 g2 g3 n g1 e2 e1 e4 e3 

g3 g3 n g1 g2 e3 e4 e2 e1 

e1 e1 e4 e2 e3 n g2 g3 g1 

e2 e2 e3 e1 e4 g2 n g1 g3 

e3 e3 e1 e4 e2 g1 g3 n g2 

e4 e4 e2 e3 e1 g3 g1 g2 n 

* n g1 g2 e1 e2 e3 

n n g1 g2 e1 e2 e3 

g1 g1 g2 n e3 e1 e2 

g2 g2 n g1 e2 e3 e1 

e1 e1 e2 e3 n g1 g2 

e2 e2 e3 e1 g2 n g1 

e3 e3 e1 e2 g1 g2 n 
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Ας παρατηρήσουµε τις συµµετρίες ενός κανονικό κυρτού πολυγώνου µε p 

πλευρές. Έστω ότι το παρακάτω πολύγωνο παρουσιάζει p πλευρές (στην 

πραγµατικότητα έχει µόνο 17). 

 

 
 

Το σύνολο συµµετριών πού έχει p περιστροφές, κάθε µία εκ των οποίων 2π/p 

rad(~360°/p) και p αξονικές συµµετρίες εκ των οποίων ένας αριθµός p/2 αξόνων 

πέρνα από το κέντρο και από κάθε µία από τις κορυφές του πολυγώνου και ένας 

άλλος p/2 πώς πέρνα από το κέντρο και τις διαµέσους των πλευρών. Μετράµε 

συνολικά 2p:p περιστροφές και p αξονικές συµµετρίες. 

 

 
 

Αν ονοµάσουµε gi τις περιστροφές (εκτός από την ουδέτερη περιστροφή, 

αποκαλούµενη n) και τις αξονικές συµµετρίες ei, παίρνουµε ένα σύνολο 2p στοιχείων, 

το οποίο θα ονοµάσουµε Dp.  Dp ={n, g1 …, gp-1 …, e1 …, ep } δεν θα µπορέσουµε να 

συµπληρώσουµε τον πίνακα του, διότι αυτό είναι αδύνατο (το p δεν είναι ένας 

συγκεκριµένος αριθµός). Ωστόσο µπορούµε τουλάχιστο να σηµειώσουµε ένα κλειστό 

υποσύνολο για την πράξη *( Αν και υπάρχουν πολλά περισσότερα). 

* n g1 g2 g3 e1 e2 e3 e4 

n n g1 g2 g3 e1 e2 e3 e4 

g1 g1 g2 g3 n e4 e3 e1 e2 

g2 g2 g3 n g1 e2 e1 e4 e3 

g3 g3 n g1 g2 e3 e4 e2 e1 

e1 e1 e4 e2 e3 n g2 g3 g1 

e2 e2 e3 e1 e4 g2 n g1 g3 

e3 e3 e1 e4 e2 g1 g3 n g2 

e4 e4 e2 e3 e1 g3 g1 g2 n 
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Στη φύση, υπάρχουν πολλά στοιχεία που σχετίζονται µε τα κανονικά 

πολύγωνα και µε τις διεδρικές οµάδες. Μεταξύ αυτών, το πιο γνωστό είναι ο 

κρύσταλλος του πάγου που παρουσιάζει την οµάδα συµµετριών D6.  

 

 
 

 

4. Joseph–Louis De Lagrange (1736–1813) 

Ο Lagrange, προερχόµενος από στρατιωτική οικογένεια, γεννήθηκε στο 

Τορίνο και απέκτησε γρήγορα µεγάλη επιστηµονική φήµη χάρη στις προσωπικές 

προσπάθειες του και στη διδασκαλία του Leonard Euler τον οποίο θαύµαζε πάντα ως 

δάσκαλο, αν και δεν υπήρξε ποτέ άµεσα µαθητής του. Όταν ο Euler εγκατέλειψε τη 

θέση του στην Ακαδηµία του Βερολίνου, ο Largange τον αντικατέστησε, ίσως 

γοητευµένος από τη φήµη του προστάτη των τεχνών και των επιστηµών που είχε ο 

βασιλιάς Φρειδερίκος Β', κατεξοχήν πεφωτισµένος βασιλιάς.  

Ο Lagrange πέρασε 20 χρόνια στο Βερολίνο, αλλά µετά το θάνατο του 

µονάρχη, εγκαταστάθηκε στη Γαλλία και διορίστηκε µέλος της Ακαδηµίας 

επιστηµών των Παρισίων από το Λουδοβίκο ΙΣΤ'. Συνέχισε να διευρύνει τη λαµπρή 

του καριέρα ως µαθηµατικός, ενώ παντρεύτηκε για δεύτερη φορά µία νεαρή γυναίκα 

αφοσιωµένη στο σύζυγό της, και κατέληξε να υπερνικηθεί από κατάθλιψη.  

Ενώ όλα φαίνονταν να του πηγαίνουν περίφηµα, ήρθε η τροµοκρατία το 1792, 

στην πρώτη φάση της γαλλικής επανάστασης και ο Lagrange φοβήθηκε για τη ζωή 

και το µέλλον του. Ωστόσο η φήµη και η διακριτική του στάση εξασφάλισαν τη ζωή 

και τη συνέχεια των µελετών του. Ανακηρύχθηκε πρόεδρος της επιτροπής µονάδων 

ζύγισης και µέτρησης και από τότε ο µαθηµατικός αφιέρωσε όλη την ενέργειά του 

στην καθιέρωση του δεκαδικού µετρικού συστήµατος. ∆εν ανησύχησε πότε σε 

πολιτικό επίπεδο και η κατάστασή του βελτιώθηκε µε την έλευση του Ναπολέοντα ο 

οποίος του απένειµε τον τίτλο του κόµη. Θεωρούµενος ως πρόσωπο εθνικής 

υπερηφάνειας και έχοντας κερδίσει πολλές τιµές, ενταφιάστηκε στο πάνθεον µετά το 

θάνατό του. Η συνεισφορά του στη φυσική και τα µαθηµατικά υπήρξε τεράστια, ενώ 

η ανθρωπότητα του οφείλει αναρίθµητες ανακαλύψεις. Ο Lagrange ήταν 

παραγωγικός και σχολαστικός ερευνητής και τα άρθρα του, ωρίµαζαν για πολύ καιρό 
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στο µυαλό του προτού αποτυπωθούν στο χαρτί, χαρακτηρίζονται από παραδειγµατική 

σαφήνεια. Λέγεται πως ακόµα και οι πιο αφηρηµένες σελίδες πήγαιναν κατευθείαν 

στο τυπογραφείο όπως ακριβώς είχαν συνταχθεί, χωρίς την παραµικρή διόρθωση. 

Ο Lagrange είναι γνωστός ως ένας εκ των δηµιουργών της κλασικής 

µηχανικής. Σε αυτόν και τον Euler οφείλουµε κυρίως την εφαρµογή της αρχής του 

λογισµού των µεταβολών στη µηχανική, λογισµό τον οποίο απλοποίησε µε ευφυή 

τρόπο λαµβάνοντας υπόψη τις διαφορικές και ολοκληρωτικές εξισώσεις.  

Η συνεισφορά του στην αστρονοµία είναι εξίσου αξιοσηµείωτη: κυρίως είναι 

διάσηµος για την ανακάλυψη των σηµείων που φέρουν το όνοµά του. Γενικά, 

µπορούµε να πούµε πως ο Lagrange, ως σύγχρονος βασιλιάς Μίδας, µετέτρεψε όλα 

τα πολύπλοκα και µη προσβάσιµα ζητήµατα του κλάδου της µηχανικής σε ζητήµατα 

που αντιµετωπίζονταν από τη µαθηµατική ανάλυση. Η συνεισφορά του στη θεωρία 

των αριθµών και την πιθανότητα είναι εξίσου αξιοθαύµαστη, αλλά οι επαναστατικές 

ανακαλύψεις του Lagrange είναι αυτές που συµβάλλουν στην ανάπτυξη της άλγεβρας 

και στη γέννηση της θεωρίας οµάδων. Στα πλαίσια των µελετών του πάνω στις 

πολυωνυµικές εξισώσεις, αφοσιώθηκε σε αυτές τις έννοιες και σε πολλές περιπτώσεις 

προέβλεψε τις κινήσεις µιας άλλης ιδιοφυΐας, του Evariste Galois.   

     
Τα σηµεία Lagrange       (ή  

σηµεία ισορροπίας), που 

αποδεικνύονται στο 

γράφηµα από τα L, 

βρίσκονται σε σχέση µε δύο 

αστέρες (όπως στη Γη και τη 

Σελήνη) µε τέτοιο τρόπο που 

τα σώµατα που βρίσκονται 

σε αυτές τις θέσεις να είναι 

σε ισορροπία, άρα 

αποτελούν ιδανικές θέσεις 

για τους γεωστατικούς 

τεχνητούς δορυφόρους 

 

 

5. Συµµετρικά σύµβολα 

Η πλειονότητα των συµβόλων που χρησιµοποιούνται από τον άνθρωπο είναι 

συµµετρικά. Ανεξάρτητα από τα γράµµατα και τα σήµατα κυκλοφορίας, µπορούµε να 

χαρακτηρίσουµε τα διακριτικά σύµβολα ως ξεχωριστό κλάδο µελέτης. Το 

µυθιστόρηµα «Κώδικας Da Vinci» έφερε ξανά στο φως της επικαιρότητας µία 

παραλλαγή του σταυρού, τον τετράγωνο σταυρό που ονοµάζεται ελληνικός και 

διαθέτει µία συµµετρία τύπου D4. Παρατηρήστε ότι αυτό το σχήµα επιτρέπει κάλυψη 

του επιπέδου αν τα άκρα του έχουν τις κατάλληλες διαστάσεις.  Το άστρο του ∆αυίδ, 

εβραϊκό σύµβολο, δεν πρέπει να συγχέεται µε το ινδουιστικό άστρο της Λακσµί. Οι 

κινηµατογραφόφιλοι θα θυµούνται την εµφάνισή του στο Ροζ Πάνθηρα. Η συµµετρία 

του είναι D8. Οι αρχαίοι Αιγύπτιοι δηµιούργησαν αυτό το διακοσµητικό ονοµάζεται 

«σπόροι της ζωής» που παρουσιάζει οµοίως εξαγωνική συµµετρία. 
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Αυτό το σύµβολο υιοθετήθηκε από τους Φοίνικες οι οποίοι το ανέπτυξαν σε 

τέτοιο σηµείο που το µετέτρεψαν σε ένα «άνθος της ζωής». Αν και πρόκειται για πιο 

σύνθετο σχέδιο, η συµµετρία είναι η ίδια. 

 
 

6. Arthur Caley (1821–1895) 

Ένας από τους πιο αξιόλογους µαθηµατικούς στην ιστορία. Εργάστηκε επί 13 

χρόνια δικηγόρος και όλα αυτά για να κερδίζει τα προς το ζην σε µία εποχή και µία 

κοινωνία αρκετά ανεπτυγµένη όπως εκείνη της βικτοριανής Αγγλίας. Ο Galey 

γεννήθηκε στη Μεγάλη Βρετανία αλλά πέρασε την παιδική του ηλικία στη Ρωσία 

όπου εργάζονταν ο πατέρας του. Σπούδασε στο Κέιµπριτζ. είχε κλίση στα 

µαθηµατικά και απεδείκνυε ιδιαίτερο ταλέντο στις γλώσσες, ήξερε ιταλικά, 

γερµανικά, γαλλικά, ελληνικά και φυσικά αγγλικά. Ολοκλήρωσε τις σπουδές του στο 

δίκαιο και εξάσκησε το επάγγελµα του δικηγόρου µε µία προοπτική που φαίνονταν 

πολλά υποσχόµενη. Τα χρόνια πέρασαν και τα κεφάλαια που αφιερώνονταν στη 

διάσηµη λουκασιανή έδρα του πανεπιστηµίου Κέιµπριτζ, πού τότε κατείχε ο Νεύτων, 

γνώρισαν σηµαντική αύξηση. Οι πανεπιστηµιακοί µισθοί που ήταν πολύ χαµηλοί 

βελτιώθηκαν κι ο Cayley έβαλε τέλος στην επικερδή δικηγορική του καριέρα για να 

αφιερωθεί στο πολύ πενιχρά αµειβόµενο πάθος του.  

Τα πεδία εργασίας του περιλάµβαναν την ανάλυση, τα τετράκτυα 

(quaternions), τους πίνακες, τις ορίζουσες και την η-διάσταση γεωµετρία, αν και 

σήµερα θαυµάζεται για το έργο του στη θεωρία οµάδων. Τις µελέτησέ µε αφηρηµένο 

τρόπο και τις έβγαλε από το οχυρό τους για να τις βάλει στον κόσµο των εξισώσεων, 

προσφέροντάς τους ανεξάρτητη ύπαρξη και παγκόσµιο ορισµό. Μαζί µε τον 

συνάδελφο και φίλο του Joseph Sylvester (1814–1897), δηµιούργησε µία 

επιστηµονική οµάδα µε πολύ µεγάλο κύρος. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. Η συµµετρία σε πολλές διαστάσεις 

Picture yourself in a boat on a river, with tangerine trees and marmalade 

skies somebody calls you, you answer quite slowly, A girl with kaleidoscope eyes. 

Lucy in the Sky with Diamonds (The Beatles). 
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Το βιβλίο «Μες τον καθρέφτη (Through the looking glass)» είναι ένα γνωστό 

λογοτεχνικό έργο, το 2ο µέρος των περιπετειών της Αλίκης στη χώρα των θαυµάτων 

(Alice in Wonderland). Ο συγγραφέας του, ο αγγλικανός διάκονος και ερασιτέχνης 

φωτογράφος Lewis Carroll, ήταν επίσης ειδικός στη µαθηµατική λογική και αυτό 

διαφαίνεται στη γραφή του που δεν αντανακλά απλά και µόνο τους µύθους, τους 

θρύλους, τα τραγούδια και τα και τα ποιήµατα της αµίµητης βικτωριανής Αγγλίας. Τα 

κείµενα του είναι γεµάτα δισυπόστατα νοήµατα, λογικά παράδοξα και καταστάσεις 

τόσο παράξενες όσο και αξιοθαύµαστα φανταστικές, γεγονός που εξασφάλισε σε 

αυτά τα δύο βιβλία εισιτήριο διαρκείας στα ράφια των βιβλιοθηκών και στην καρδιά 

των αναγνωστών, παρά το χρόνο που έχει περάσει. Στο «Μες τον καθρέφτη», η 

Αλίκη περνά συµβολικά σε µία άλλη πραγµατικότητα µε τη βοήθεια ενός απλού 

καθρέφτη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Καθρέφτη, καθρεφτάκι 

Ο καθρέφτης βρίσκεται στη βάση της χωρικής συµµετρίας πιο συγκεκριµένα 

της κατοπτρικής συµµετρίας, που µεταµορφώνει κάθε σηµείο στην αντανάκλασή του 

στον καθρέφτη. Η κατοπτρική συµµετρία είναι µία έννοια λίγο πολύ καινούργια, ο 

χειροµορφισµός που οι  γεωµέτρες αποκαλούν µερικές φορές «στρέψη» και της 

οποίας το πιο καταφανές παράδειγµα είναι ένα απλό ζευγάρι γάντια: Το ένα είναι η 

κατοπτρική εικόνα του άλλου και τα δύο µαζί, το αριστερό και το δεξί, δεν είναι ίδια.  

∆εν µπορούµε να φορέσουµε ένα δεξί γάντι στο αριστερό µας χέρι (και το 

αντίθετο στο άλλο χέρι), καθότι τα γάντια ή τα χέρια είναι χειροµορφικά αντικείµενα 

που δε συµπίπτουν µε την κατοπτρική τους εικόνα. Αν και έχουν το ίδιο σχήµα, 

ωστόσο δεν έχουν τον ίδιο προσανατολισµό: το ένα είναι αριστερόστροφο 

(προσανατολισµένο προς τα αριστερά) και το άλλο δεξιόστροφο (προσανατολισµένο 

δεξιά). Κάθε γάντι είναι κατά κάποιο τρόπο το «αντι-γάντι» του άλλου γαντιού. 

Οι πρωτεΐνες είναι χειροµορφικά µόρια και το ανθρώπινο σώµα, 

παραδείγµατος χάρη, περιέχει αριστερόστροφες πρωτεΐνες (καθώς και 

αριστερόστροφα λιπαρά και γλυκίδια). Ο λόγος αυτής της αποκλειστικότητας 

βρίσκεται πέραν του πεδίου της θεωρίας των οµάδων και για αυτό θα αφήσουµε τους 

βιολόγους να απαντήσουν σε αυτό το ερώτηµα. 
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Ο διάσηµος πίνακας 

του Jαν Van Eyck, 

«Το ζεύγος 

arnolfini» του 1434. 

Στο µικροσκοπικό 

καθρέφτη πού 

βρίσκεται στον τοίχο 

στο βάθος, µεγέθους 

λίγο πάνω από 5 cm, 

αντανακλάται 

ολόκληρος ο 

πίνακας, µία άποψη 

από το παράθυρο. Το 

ζεύγος απεικονίζεται 

µε την πλάτη 

γυρισµένη ενώ 

φαίνονται και δύο 

άλλα πρόσωπα που 

στην 

πραγµατικότητα 

βρίσκονται στη θέση 

του θεατή. 

 

 

Έστω µία καθηµερινή κατάσταση: όταν οι άνθρωποι πηγαίνουν στο 

κοµµωτήριο, ο κοµµωτής τους κόβει τα µαλλιά συνήθως µπροστά σε έναν τοίχο 

γεµάτο καθρέφτες. Στο τέλος, ζητά την έγκριση του πελάτη ως προς τη δουλειά του: 

για να του δείξει πώς έκοψε τα µαλλιά στο πίσω µέρος, ο κοµµωτής τοποθετεί έναν 

καθρέφτη κοντά στο κεφάλι του πελάτη και πίσω από αυτό. Αυτή η εικόνα 

αντανακλάται στον καθρέφτη µπροστά στον πελάτη (εφόσον δεν έχει µάτι στον 

αυχένα του) που µπορεί να παρατηρήσει ολόκληρο το κούρεµα, καθώς και την εικόνα 

του κεφαλιού του στον βοηθητικό καθρέφτη. Ένας γεωµέτρης θα µπορούσε να θέσει 

ένα απροµελέτητο ερώτηµα: θεωρεί άραγε ο πελάτης του κοµµωτή, τον αυχένα του 

ως «αντί αυχένα»; Αν παρατηρήσουµε τον αυχένα του πελάτη στον καθρέφτη του 

κοµµωτή, η δεξιά και η αριστερή πλευρά είναι αντιστραµµένες. Αλλά καθώς η σκηνή 

αντανακλάται από έναν άλλο καθρέφτη, αυτόν που κράτα στο χέρι του ο κοµµωτής 

πού είναι µία χειροµορφική εικόνα της πραγµατικότητας µετατρέπεται στο µεγάλο 

καθρέφτη σε αληθινή εικόνα, καθότι η χειροµορφική εικόνα µιας χειροµορφικής 

εικόνας είναι, όπως επιβάλλει η κοινή λογική, µία κανονική εικόνα.  

Όπως γνωρίζουν ήδη οι πελάτες του κοµµωτηρίου που αυτό τους έχει συµβεί 

ήδη τουλάχιστον µία φορά: όταν ο κοµµωτής τους ρώτα αν τους αρέσει το κούρεµα, 

τους δείχνει τον πραγµατικό τους αυχένα. Όχι αυτόν «Μες στον καθρέφτη» αλλά τον 

αληθινό αυχένα αυτόν που βλέπει όλος ο κόσµος. Και ποιά είναι η µαθηµατική 

συνέπεια αυτής της κατάστασης; Μπορούµε να πούµε πώς δύο κατοπτρικές 

συµµετρίες που παρουσιάζουν µία τάση, µετασχηµατίζονται αν αντανακλώνται η µια 

µέσα στην άλλη, σε µία απλή συµµετρία χωρίς στρέψη σε µία µετατόπιση της οποίας 

η απόσταση είναι το άθροισµα των αποστάσεων που τις χωρίζουν από κάθε άξονα. 
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Όταν συσχετίζουµε τη µία µετά την άλλη δύο παράλληλες κατοπτρικές 

συµµετρίες, παίρνουµε µετατοπίσεις στη διεύθυνση της κίνησης. Όταν οι κατοπτρικές 

συµµετρίες δεν είναι παράλληλες, τότε αν τα επίπεδα συµµετρίας διασταυρώνονται 

σε µία ευθεία R µε γωνία a έχουµε περιστροφές σε σχέση µε την R, µεγέθους 2α. 

 

 
 

Ένα παράξενο χαρακτηριστικό της κάτοπτρικής συµµετρίας αφορά τους 

ίδιους τους καθρέφτες στην πραγµατικότητα τους συνδυασµούς δύο καθρεφτών που 

δεν αντιστρέφουν την εικόνα, όπως θα παρατηρήσουµε αν κοιταχτούµε σε καθρέφτες 

πού είναι τοποθετηµένοι µε τον τρόπο που δείχνει το διάγραµµα της επόµενης 

σελίδας: 

Τα «παιχνίδια» µε τις 

κατοπτρικές συµµετρίες 

οδήγησαν σε µεγαλοφυείς 

σκηνές όπως αυτές πού 

έχει κινηµατογραφήσει ο 

Orson  Welles στην ταινία 

«Η Κυρία από τη 

Σαγκάη»  The Lady from 

Shanghai. 
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Περιέργως, η κατοπτρική συµµετρία είναι δύσκολο µερικές φορές να 

ανιχνευθεί και για αυτό χρειάζονται λεπτά όργανα µαθηµατικής ανάλυσης: µερικές 

φορές η κατοπτρική συµµετρία είναι αόρατη,  ακόµα και για τους δηµιουργούς της 

σύνθετης θεωρίας των χορδών που αντιµετωπίζουν τα εσωτερικά αντικείµενα ώς 

πολλαπλότητες Κάλαµπι–Γιαου. Αυτές δεν αντιπροσωπεύουν µία επιφάνεια αλλά µία 

προβολή, καθότι η πολλαπλότητα Κάλαµπι–Γιαου είναι πολυδιάστατη και διαθέτει 

περισσότερες από τρεις διαστάσεις, αν και δεν µας είναι προσβάσιµες παρά µόνο µε 

την µορφή µιας αποδυναµωµένης δισδιάστατης προβολής.  Οι πολυπλοκότητες 

Κάλαµπι–Γιαου παρουσιάζονται από  ζεύγη που ονοµάζονται κατοπτρικά ζεύγη εκ 

των οποίων καθένα είναι  εναντιόµορφο του άλλου. 

 

 

 

9. Το καλειδοσκόπιο 

Το καλειδοσκόπιο είναι ένα παιχνίδι ή οπτικό όργανο που εξερευνά τα 

επίπεδα συµµετρίας. Ενόψει 2 επιπέδων συµµετρίας που σχηµατίζουν γωνία 

ανοίγµατος π/3 ή π/4, παίρνουµε 6 ή  8 εικόνες ενός αντικειµένου που βρίσκεται 

ανάµεσα τους (καθότι  η εικόνα αντανακλάται και στους 2 καθρέφτες). Η συσκευή 

λειτουργεί οµοίως µε άνοιγµα π/ν που δίνει 2ν εικόνες. Πρόκειται για ένα  πολύ απλό 

όργανο, το οποίο  δίνει ωστόσο εκπληκτικά αποτελέσµατα: χάρη στην κατοπτρική 

συµµετρία και τη φύση τον αντανακλώµένων αντικειµένων, µπορεί να δηµιουργήσει 

εικόνες εκπληκτικά πολύπλοκες και πάντα διαφορετικές. 

 
Σχήµα που εξηγεί τα 

επίπεδα συµµετρίας 

που επιτρέπου την  

λειτουργία ενός 

καλειδοσκοπίου) 
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10. Μερικά παραδείγµατα στο χώρο 

Είδαµε τις βασικές συµµετρίες των κανονικών πολυγώνων. Ας δούµε τώρα 

αυτή των κανονικών πολύεδρων. Καταρχήν δεν πρόκειται για ιδιαίτερα δύσκολη 

υπόθεση, καθώς αν τα κανονικά πολύγωνα είναι άπειρα, τα κανονικά πολύεδρα είναι 

µόλις 5 και ονοµάζονται «στερεά του Πλάτωνα»: το 4εδρο, το 6εδρο( κύβος), το 

8εδρο, το 12άεδρο και το 20άεδρο. ∆υστυχώς, οι συµµετρίες ενός πολύεδρου δεν 

αποτελούν εύκολο θέµα µελέτης και θα καταλάβουµε γρήγορα πώς να κάνουµε µε 

πολύ σηµαντικές και πολύ περίπλοκες οµάδες.  

Ας ξεκινήσουµε µε το 4εδρο, το πιο απλό πολύεδρο, καθώς έχει 4 κορυφές, 6 

ακµές και 4 έδρες. Η οµάδα συµµετρίας του θα είναι ίση µε τον αριθµό των 

µεταθέσεων των κορυφών του. Το τετράεδρο δεν παρουσιάζει πάνω από 24 

συµµετρίες. ∆ιαθέτει πολλούς άξονες γύρω από τους οποίους περιστρέφονται αυτές, 

παρότι µερικοί άξονες βρίσκονται δύσκολα. 

Οι περιστροφές γύρω από τους άξονες( 4 στον αριθµό) που περνούν από τις 

κορυφές του τετράεδρου έχουν πλάτος 2π/3 και αυτές που γυρνούν γύρω από άξονες 

που περνούν από τα κεντρικά σηµεία κάθε ακµής (υπάρχουν 3) έχουν πλάτος π. 

Υπολογίζουµε  στο σύνολο µία οµάδα 12 κανονικών (ή γνήσιων), περιστροφών 

ονοµασία που δίνεται στη γεωµετρία στις περιστροφές γύρω από έναν άξονα.  

Για να βρούµε όλες τις συµµετρίες που ανέρχονται στις 24, πρέπει να 

υπολογίσουµε αυτές που ονοµάζονται αντίµετακινήσεις: 6 κατοπτρισµοί σε ένα 

επίπεδο (ισοµετρίες που προκύπτουν από έναν κατοπτρισµό σε έναν καθρέφτη) και 6 

στροφοκατοπτρισµοί (ισοµετρίες που αντιστοιχούν στην αντανάκλαση σε έναν 

καθρέφτη µε µία ταυτόχρονη περιστροφή γύρω από έναν άξονα κάθετο στο επίπεδο). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Συνολικά έχουµε δύο οµάδες dT T⊂  µε την πρώτη (Τ) να αποτελείται από τις 

12 κανονικές περιστροφές και η πιο µεγάλη (Τd) από το σύνολο των συµµετρίων:24. 

Ο κύβος αποτελεί ένα πολύεδρο πιο κατανοητό, πιο εύκολο να το αντιληφθεί 

κάνεις µε εµπειρικό τρόπο. Η γεωµετρική δοµή του αντιστοιχεί ακριβώς στις 

µαθηµατικές έννοιες των τριών διευθύνσεων του χώρου µε τους τρεις άξονες 

συντεταγµένων του τους οποίους γνωρίζουµε. Οι ισοµετριες του κύβου είναι 

κανονικές περιστροφές και το συµπλήρωµα τους µία αντί –περιστροφή. Οι κανονικές 

περιστροφές έχουν πλάτος 2π/3 γύρω από τους άξονες (4) που περνούν  από τις 

κορυφές, περιστροφές πλάτους π/2 γύρω από τους άξονες (3) που περνούν από τα 

κέντρα των εδρών και τέλος περιστροφές πλάτους π γύρω από τους άξονες (6) που 

περνούν από τη διάµεσο κάθε ακµής. 
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Από αριστερά προς δεξιά οι κανονικές (ή γνήσιες) περιστροφές του κύβου: 3 περιστροφές γύρω από 

τους άξονες που περνούν από τα κέντρα των εδρών, 4 γύρω από τους άξονες που περνούν από τις 

κορυφές και 6 περιστροφές γύρω από τους άξονες που περνούν από τις διαµέτρους κάθε ακµής. 

 

Αυτό δίνει σύνολο 24 κανονικών περιστροφών, δηλαδή µία οµάδα 

αποκαλούµενη Ο. Αν µετρήσουµε τους κατοπτρισµούς και τους 

στροφοκατοπτρισµούς φτάνουµε σε 48 

πιθανές συµµετρίες και σε οµάδα 

αποκαλούµενη Οh που επαληθεύει τη σχέση 

hO O⊂ . Η κατάσταση περιπλέκεται στο 

οκτάεδρο που φαίνεται περίπλοκο και θα 

έπρεπε να έχει περισσότερες συµµετρίες 

από τον κύβο. ∆εν είναι καθόλου έτσι.  

Στο τρισδιάστατο βασίλειο τα 

πράγµατα λειτουργούν µε το δικό τους 

τρόπο και αποδεικνύεται πως ο κύβος και 

το οκτάεδρο είναι συζυγή στερεά, δηλαδή 

αν ενώσουµε τα κέντρα των εδρών ενός 

κύβου, παίρνουµε ένα οκτάεδρο και 

αντίστροφα. Μία απόρροια αυτής της συζυγίας είναι πως τα δύο στερεά διαθέτουν 

ακριβώς την ίδια οµάδα συµµετριών.  Η κατάσταση αποδεικνύεται παράδοξη για τα 

σχήµατα που ακολουθούν, καθότι αν και µπορούµε να χαρούµε επειδή το 

δωδεκάεδρο και το εικοσάεδρο είναι συζυγή, ωστόσο αυτό δεν µας γλιτώνει από 

την αναζήτηση της οµάδας συµµετριών ενός εξ αυτών. ∆ε θα υπολογίσουµε τις 

συµµετρίες. Θα αρκεστούµε να µάθουµε πως η οµάδα παρουσιάζει 60 κανονικές 

περιστροφές και 120 στοιχεία. Ο αριθµός αξόνων περιστροφής του εικοσάεδρου, 

είναι 10 πλάτους 2π/3, 6 πλάτους 2π/5 και 15 πλάτους π. 

 

11. Τα πλατωνικά στερεά 

Τα στερεά του Πλάτωνα είναι κανονικά κυρτά πολύεδρα σε 3 διαστάσεις.  

Οφείλουν το όνοµά τους στην αναφορά τους στο διάλογο «Τίµαιος» του 

Πλάτωνα, η οποία τους αποδίδει µαγικές ιδιότητες: η φωτιά, για παράδειγµα, 

αποτελείται από τετράεδρα, ο αέρας από οκτάεδρα, το νερό από εικοσάεδρα, η Γη 

από εξάεδρα και ο ουρανός από δωδεκάεδρα. Σε καθεµία από τις κορυφές τους 

αντιστοιχεί ο ίδιος αριθµός ακµών που έχουν όλες ίδιο µήκος, Ενώ οι έδρες τους  
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σχηµατίζουν κανονικά πολύγωνα. Τα γεωµετρικά τους χαρακτηριστικά συνοψίζονται 

στον ακόλουθο πίνακα: 

 

12. Ένας κύβος χωρίς συµµετρία 

Υπάρχει µία συµµετρική συλλογή του εξάεδρου: πρόκειται για το διάσηµο 

κύβο Εscher που αποτελεί ένα αντικείµενο απίθανο για το δικό µας τρισδιάστατο 

ευκλείδειο κόσµο. Σε ένα από τα έργα του συγκεκριµένου καλλιτέχνη µε τίτλο 

Belvedere αυτός ο κύβος φαίνεται να περιβάλλεται από άλλες απίθανες προοπτικές. 

 

 

 

 

 

 

 

13. Τα µη κυρτά και µη κανονικά πολύεδρα 

Υπάρχουν µόνο 5 πλατωνικά στερεά, αλλά θα ήταν λάθος να σκεφτούµε πώς 

µε αυτό ολοκληρώνεται η µελέτη των οµάδων χωρικών συµµετριών. Υπάρχουν 

πολλές άλλες συλλογές πολύεδρων εκτός των κανονικών, µολονότι είναι σίγουρο πώς 

τραβώντας πλευρές και γωνίες ίσες, χάνουµε συµµετρία µε τέτοιο τρόπο που η 

µελέτη των υπολοίπων πολύεδρων αποδεικνύεται λιγότερο πλούσια. Τα στερεά του 

Πλάτωνα είναι κανονικά πολύεδρα, αλλά  δεν είναι παρά ένα µικρό κοµµάτι των 

στερεών που οι γεωµέτρες χαρακτηρίζουν πολύεδρα. Υπάρχουν τα ηµικανονικά 

πολύεδρα τα πολύεδρα Kepler–Poisnot, τα κόλουρα πολύεδρα, τα πολύεδρα αστέρες, 

τα πολύεδρα Catalan, τα κυρτά πολύεδρα µε κανονικές έδρες, τα πολύεδρα Johnson, 

τα άκαµπτα ή  εύκαµπτα πολύεδρα όπως ροµβεικοδιδωδεκάεδρο, κυβοκτάεδρο, 

ροµβοεικοσικυβοκτάεδρο ή τετραδεκάεδρο. Όλα έχουν συµµετρίες, κάποια 

πρωτοφανούς αριθµού και οι οµάδες συµµετριών τους µπορεί να αποδειχτούν 

κολοσσιαίες. Πολύ µεγάλα µυαλά, όπως o H.S.M. Coxeter (1907–2003) 

περιπλανήθηκαν σε αυτό το σύµπαν µε µια  ευκολία εξοργιστική για όσους από εµάς 

είναι προικισµένοι µε µία πιο περιορισµένη γεωµετρική ικανότητα. 

Αυτή η απεριόριστη ικανότητα «όρασης» του Coxeter του επέτρεπε να βλέπει 

τα πολύεδρα σε περισσότερες από 3 διαστάσεις, τα οποία θα ονοµάζονται 

«πολύτοπα». Μελέτησε τις συµµετρίες του κυττάρου 120, ενός τετραδιάστατου 

κανονικού πολύεδρου που απαντά στο όνοµα εκατονεικοσάχωρο (ή 

υπερδωδεκάεδρο) και που έχει 600 κορυφές, 1200 ακµές, 720πενταγωνικές έδρες και 

120 δωδεκαεδρικές κυψέλες. Το τετραδιάστατο πολύεδρο εκτός από κορυφές ακµές 

και έδρες, διαθέτει τρισδιάστατα συστατικά στοιχεία και σε αυτή την περίπτωση 

δωδεκαεδρικές κυψέλες. Η όψη του προβαλλόµενη σε ένα χαρτί δύο διαστάσεων 
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ανήκει στο παρακάτω σχήµα πού είναι ζενιθιακή προβολή 2 διαστάσεων (ένα 

παρόµοιο παρασκεύασµα συσκευασµένα αλλά κατασκευασµένο από µέταλλο 

εκτίθεται στο Ινστιτούτο Fields του Τορόντο). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μία από τις βασικές δυσκολίες που εντοπίζουν οι ειδικοί είναι ο ορισµός το 

πολύεδρου. Στην πραγµατικότητα δεν έχουµε σαφή ιδέα περί τίνος πρόκειται, ενώ 

δεν υπάρχει οµοφωνία. Το µοναδικό σηµείο στο οποίο όλος  ο κόσµος φαίνεται να 

συµφωνεί (στα πλαίσια διαστάσεων των τριών διαστάσεων) είναι πως δύο έδρες 

οροθετούν την ίδια ακµή. Περιοριζόµενοι στα πολύεδρα που έχουν µελετηθεί 

παραδοσιακά και δίνοντας προσοχή στις ιδιότητές τους που άπτονται της συµµετρίας, 

τα πολύεδρα µπορούν να είναι ισογώνια, ισότοξα, ισοεδρικά, κανονικά, ηµικανονικά 

οµοιόµορφα και ευγενή. Οι οµάδες συµµετριών τους µπορεί να είναι τεράστιες αν και 

ο Coxeter και άλλοι µαθηµατικοί τις χώρισαν ανά οικογένεια. Σκεφτείτε τις 

συµµετρίες σαν ένα απλό πρίσµα κανονικής τοµής που παρουσιάζει τόσες 

περιστροφές όσες και έδρες. Αρκεί  να πούµε ότι διακρίνονται περίπου 10 οικογένειες 

στη µελέτη των οµάδων συµµετριών ενός πολύεδρου. 

 

14. Harold Scott Macdonald Coxeter (1907–2003)  

Προσωπικότητες όπως ο H.S.M. Coxeter  δυσκολεύτηκαν να γίνουν 

δηµοσιότητες παγκόσµιας αναγνώρισης. Ωστόσο στον επιστηµονικό κόσµο, είναι 

σχεδόν µυθικά πλάσµατα, ινδάλµατα τρόπου ύπαρξης, πράξης και σύλληψης του 

κόσµου. Ο Coxeter  έγραψε το πρώτο του άρθρο σε ηλικία 11 ετών, ενώ δεν 

κατάφερε να στείλει το τελευταίο του που δηµοσιεύτηκε µετά τον θάνατό του, ένα 

αφιέρωµα στις οµάδες που επί σχεδόν 80 χρόνια διατηρούσαν µία σχέση ερωτική 

µαζί του. Κατά τη διάρκεια της ζωής του είχε την ευκαιρία να συναντήσει τους 

Bertrand Russell, Ludwig Wittgenstein ή Μ.C. Escher. Για να πάρουµε µία ιδέα για 

τον τρόπος ζωής του Coxeter, αρκεί να διηγηθούµε πως όταν η µαθηµατικός Asia Ivic 

του ανακοίνωσε ότι επρόκειτο να απουσιάσει µερικές µέρες εν όψει του επικείµενου 

τοκετού της, ο µαθηµατικός της έδωσε χειρόγραφο αξιόλογου όγκου λέγοντάς της ότι 

έπρεπε να το διαβάσει στον ελεύθερο χρόνο της για να ανακουφιστεί από την πλήξη 

της όταν δεν θα είχε τίποτε άλλο να κάνει. 

Ο Coxeter θα άξιζε να ονοµαστεί Κύριος Οµάδα καθότι αφιέρωσε ολόκληρη 

την ζωή του στη µελέτη της συµµετρίας και των οµάδων της στον ευκλείδειο χώρο 

και στη συνέχεια σε διαφορετικές διαστάσεις, σαν οι τρεις που αντιλαµβανόµαστε να 

µην είναι να µην ήταν αρκετές. Αφοσιώθηκε έτσι ένθερµα στα πολύτοπα ή 

πολυδιάστατα πολύεδρα. Η προσέγγιση του αφορά το σύµπαν ήταν περισσότερο 

γεωµετρική παρά αλγεβρική γεγονός που τον έκανε σπάνιο είδος µαθηµατικού. Οι 

οµάδες που µπορούν να οριστούν ως «βασικές» µε κατοπτρικές συµµετρίες 
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ονοµάζονται οµάδες Coxeter  διότι αφιέρωσε δεκαετίες ολόκληρες στη µελέτη αυτών 

των οµάδων και στις ταξινοµήσεις τους, για να καταλήξει στην ταξινόµηση των 

πεπερασµένων οµάδων το 1935. Πέραν της παρουσίας τους στα πολύτοπα 

εµφανίζονται στη θεωρία των γραφηµάτων, στην κρυσταλλογραφία, στην 

ταξινόµηση των οµάδων Lie, στη θεωρία των κτιρίων (που δεν έχει καµία σχέση µε 

την αρχιτεκτονική). Ο Coxeter ήταν συγγραφέας 13 βιβλίων εκ των οποίων το ένα 

µία συλλογή είχε τίτλο «Καλειδοσκόπια» θέµα που τον γοήτευε πάντα και πάνω στο 

οποίο είχε διεξάγει σηµαντικότατες µελέτες. Υπήρξε εξαιρετικός µουσικός και στον 

πρόλογο του βιβλίου του  Regular Simple Polytopes (Κανονικά Απλά Πολύτοπα) 

έγραφε: «προσπάθησα να φτιάξω αυτό το έργο σαν µία συµφωνία του Brunker µε 

κρεσέντο και απόγεια, µικρές πρώτες εντυπώσεις µελλοντικών απολαύσεων µε 

άφθονες διασταυρωµένες αναφορές». Επίσης θεωρούσε τη συµµετρία ως έργο 

τέχνης. 

 

15. Jacques Tits  (1930–) 

Ο Jacques Tits  Γάλλος µαθηµατικός βελγικής καταγωγής είναι 

σηµαντικότατος ειδικός της θεωρίας οµάδων και εξαίρετος αλγεβριστής πολύ 

κοντινός φίλος του Coxeter και υποστηρικτής των απόψεων και των ερευνών του. Η 

συνεισφορά του στη γνώση των οµάδων είναι τεράστια και το όνοµά του συνδέεται 

µε την οµάδα µε την οµάδα Tits, µία πεπερασµένη απλή οµάδα βαθµού  17.971.200. 

Είναι ο δηµιουργός της έννοιας των κτιρίων των συνδυαστικών οντοτήτων που 

σχετίζονται µε την οµάδα καθώς και πολλών άλλων µαθηµατικών εννοιών. Έχει τη 

σπάνια τιµή να είναι µέλος της οµάδας Bourbaki του θρυλικού µαθηµατικού που δεν 

υπήρξε πότε.  

 

16. Η ελικοειδής συµµετρία 

Ο έλικας, είναι µία τρισδιάσταση µαθηµατική καµπύλη που χαρακτηρίζεται 

από µία θεµελιώδη ιδιότητα: η γωνία που σχηµατίζεται από την εφαπτοµένη της και 

µία καθορισµένη ευθεία (που ονοµάζεται άξονας του έλικα) είναι πάντα η ίδια. Όταν 

µιλάµε για την επιφάνεια που ενώνει τον έλικα µε τον άξονα, λέµε ελικοειδής 

επιφάνεια. Αν ο έλικας περιελίσσεται γύρω από έναν κύλινδρο το αντικείµενο που 

προκύπτει είναι συµµετρικό και πασίγνωστο καθότι το συναντάµε στις κολόνες, στα 

τρυπάνια, στις βίδες και σε ένα σωρό αλλά αντικείµενα και αρχιτεκτονικά στοιχεία. 

Οι έλικες είναι  χειρόµορφικοί δηλαδή µπορούν να περιελίσσονται προς τα 

αριστερά ή προς τα δεξιά και ως εκ τούτου οι εναντιοµορφικές εικόνες τους δε 

συµπίπτουν. Μερικές φορές δύο έναντιοµορφικοί έλικες περιελίσσονται γύρω από 

τον ίδιο άξονα, δίνοντας έτσι παράξενες δοµές. Μερικές φορές όπως στην περίπτωση 

µίας βίδας, οι δύο εναντιοµορφικές πολυπλοκότητες υπάρχουν µε φυσικό τρόπο. Ένα 

σηµαντικό στοιχείο του έλικα το σπείρωµα του που καθορίζει το εύρος της 

συµµετρίας του.  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Το σπείρωµα µίας κυλινδρικής βίδας είναι µια καλή προσέγγιση της ελικοειδούς συµµετρίας. Η 

φωτογραφία είναι από διαφήµιση του 1909 για τα προϊόντα Robertson. 
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Βασικά η ελικοειδής συµµετρία είναι ένας τρισδιάστατος συνδυασµός 

µετατοπίσεων σύµφωνα µε έναν άξονα και περιστροφές συγκεκριµένης γωνίας. Στη 

βαλλιστική οι έλικες βρήκαν µία απρόσµενη χρησιµότητα, καθότι σµιλεύονται στις 

κάνες των πιστολιών, των τουφεκιών, και άλλων όπλων, έτσι ώστε τα βλήµατα να 

βγαίνουν περιελισσόµενα γύρω από το εαυτό τους ώστε ο αέρας να µην µπορεί να 

αλλάξει την τροχιά τους. 

 

 
. 
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17. Camille Jordan (1838 – 1922) 

Ο µηχανικός Camille Jordan καθότι υπήρξε µηχανικός σε όλη του τη ζωή, 

έγινε γνωστός στα µαθηµατικά για το θεώρηµα της καµπύλης που φέρει το όνοµά του 

και λέει ότι κάθε επίπεδη καµπύλη που δεν τέµνει πότε το εαυτό της (δηλαδή που δεν 

διαπλέκεται) χωρίζει το επίπεδο σε δύο περιοχές, «το εσωτερικό» και «το εξωτερικό» 

της καµπύλης, έτσι ώστε αν ενώσουµε δύο σηµεία κάθε περιοχής η γραµµή πρέπει να 

διασταυρώνει την καµπύλη. Αυτό φάνταζε στοιχειώδες, αλλά αν προσπαθήσετε να το 

αποδείξετε µε καµπύλες µη παραγωγήσιµες (ή µη διαφορισιµες) όπως µία καµπύλη 

Koch θα βρεθείτε αντιµέτωποι µε τη δυσκολία αυτού του θεωρήµατος. 

 

 
Η καµπύλη του Helge  van Koch (1870-1924) παρουσιασµένη από αυτόν το 1904, είναι αδύνατο να 

σχεδιαστεί αλλά µπορούµε να την ορίσουµε καθώς αποτελεί ένα αντικείµενα φράκταλ 

κλασµατογενούς διάστασης  d=In4/In3= 1, 26186.. Η εικόνα δείχνει τα πρώτα 4 στάδια της υποθετικής 

όψης αυτού του είδους  της καµπύλης. Μετά από άπειρες επαναλήψεις αποκτώντας κάθε φορά 

περισσότερες κορυφές παίρνουµε µία καµπύλη που είναι συνεχής  αλλά όχι διαφορίσιµος. Είναι 

κυρίως γνωστή ως « χιονονιφάδα». 

 

Είναι δύσκολο να αποδείξουµε ικανοποιητικά ένα εµφανώς τόσο απλό 

γεγονός πού έως πρόσφατα πιστευόταν ότι η αρχική απόδειξη του Jordan δεν ήταν 

εντελώς σωστή και περιείχε ένα λάθος συλλογιστικής. Στην πραγµατικότητα αυτό δεν 

ήταν καθόλου προφανές στους σύγχρονους του Jordan. Μολονότι αυτός συνεισέφερε 

αξιοσηµείωτα στη θεωρία αριθµών και στο λογισµό πινάκων, ήταν γνωστός επίσης 

για την ώθηση που έδωσε στην εποχή του στη θεωρία Galois την οποία ο Liouville 

του γνώρισε πολύ νωρίς και στην ολοκαίνουργια τότε θεωρία των οµάδων. Ο Jordan 

δε θεωρούσε τις οµάδες ως αφηρηµένες οντότητες, όπως θεωρούνται σήµερα αλλά ως 

οµάδες µεταθέσεων. Αυτό δεν τον εµπόδισε όµως να λάβει υπόψη του τις αλυσίδες 

κανονικών υποοµάδων του τύπου: {n}=G1<G2<G3<……<Gn=G και να κάνει τη 

δοκιµή σε συνεργασία µε τον Otto Holder  (1859- 1937) του θεωρήµατος των  Jordan 

–Ηolder που διατυπώνει µε την προϋπόθεση ορισµένων ισοµορφισµών και να πληροί 

ορισµένες αρκετά απλές αρχικές προϋποθέσεις, την ισοδυναµία παρόµοιων 

αλυσίδων. 

 

18. Η συµµετρία στα µαθηµατικά 

Η θεωρία οµάδων είναι ένας εκπληκτικός κλάδος των µαθηµατικών που δείχνει τον αριθµό των 

διαφορετικών τρόπων που υπάρχουν για να ζωγραφίσουµε κοµµάτια ξύλου. Robert Ansley 

   

Αν είστε λάτρεις των µαθηµατικών παιχνιδιών τότε το στοιχείο σας είναι οι 

οµάδες είτε πρόκειται για παιχνίδι µε χαρτιά είτε έχει να κάνει µε τη συναρµολόγηση, 
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την αποσυναρµολόγηση ή το βάψιµο κοµµατιών ξύλου. ∆εν είναι περίεργο που οι 

οµάδες σχέση έχουν µεγάλη σχέση µε το διάσηµο κύβο του Ρούµπικ. Εποµένως ο  

ορισµός που δίνεται στην παραποµπή στην αρχή του κεφαλαίου είναι αληθινός, αν 

και µόνο εν µέρει: η θεωρία των οµάδων, χρησιµεύει φυσικά στην ανεύρεση των 

διαφορετικών τρόπων που υπάρχουν για να ζωγραφίσει κάνεις κοµµάτια ξύλου. Αλλά 

αυτή η ανυπέρβλητη θεωρία µας επιτρέπει επίσης να λύσουµε από οποιαδήποτε θέση 

τον κύβο του Ρούµπικ ώσπου να ξαναφτιάξουµε τις έξι χρωµατιστές πλευρές του.  

Αυτό φαίνεται ανάξια υπόθεση για µία ολόκληρη µαθηµατική θεωρία: η λύση 

σπαζοκεφαλιών και αινιγµάτων. Και όµως προσπαθήστε να λύσετε τον κύβο του 

Ρούµπικ από µία οποιαδήποτε τυχαία θέση. Ίσως αλλάξετε άποψη για το παιχνίδι αν 

µάθετε ότι µπορείτε να βρείτε την αρχική θέση του κύβου ξεκινώντας από 

οποιαδήποτε θέση, αν εφαρµόσετε σωστά τις περιστροφές που χαρακτηρίζουν τη 

θεωρία των οµάδων. 

 

19. Η άλγεβρα σαν παιχνίδι 

Το µαθηµατικό παιχνίδι µε τις µεγαλύτερες πωλήσεις στην ιστορία γνώρισε 

απαστράπτουσα καριέρα από τότε που δηµιουργήθηκε το 1974 από τον Ούγγρο 

αρχιτέκτονα Erno Rubick. Έκτοτε γνώρισε τεράστια επιτυχία φτάνοντας στο σηµείο 

να δίνει στους φοιτητές το χρόνο να βρουν λύσεις γρήγορες αλλά όχι εύκολες 

ξεκινώντας από τις θέσεις των µικρών κύβων. Υπάρχουν 27 κατανεµηµένοι ανά 

οµάδες των τριών που χάρη σε ένα µεγαλοφυή µηχανισµό περιστροφής, µπορούν να 

γυρίζουν κατά στρώµατα και να αλλάζουν τα χρώµατα των πλευρών που βλέπει ο 

παίκτης. Το παιχνίδι συνίσταται στην αρχική του εκδοχή στο να αποκτήσει ξανά κάθε 

πλευρά του µεγάλου κύβου το οµοιόµορφο χρώµα της. Αργότερα, προέκυψαν κι άλλα 

τελικά αποτελέσµατα όπως η τοποθέτηση ενός διαφορετικού χρώµατος στο κέντρο 

κάθε πλευράς αλλά το παιχνίδι και οι χειρισµοί ποικίλουν αισθητά. Ο κύβος του 

Ρούµπικ επιτρέπει κινήσεις σε πολλές κατευθύνσεις δηµιουργώντας µία οµάδα 

µεταθέσεων των άκρων και των αξόνων η οποία µεγαλώνει χρωµάτων από τους 

συνδυασµούς χρωµάτων. 

 
Στην πραγµατικότητα όλες οι 

περιστροφές ενός κύβου του 

Ρούµπικ µπορούν να περιοριστούν 

στις κινήσεις που φαίνονται στην 

εικόνα, εφαρµοσµένες σε 1,2 ή 3 

στρώµατα κύβων. 

 

 

 

 

 

∆εν είναι εύκολο να υπολογίσει κάνεις τις µεταθέσεις αλλά πρόκειται για µία 

καλή άσκηση συνδυαστικής αριθµητικής. Συνολικά υπάρχουν 

43.252.003.274.489.856.000 µεταθέσεις που ευτυχώς σχηµατίζουν µία οµάδα. Αρκεί 

απλά να βρούµε έναν αλγόριθµο που να επιτρέπει, µε τη βοήθεια µιας σειράς 

κινήσεων να φτάσουµε στο επιθυµητό σχηµατισµό. Για να φανταστούµε το εύρος του 

αριθµού σχηµατισµών µπορούµε να αναλογιστούµε το γεγονός πως ο σηµερινός 

όγκος των κύβων (πλευράς 6cm) που αντιπροσωπεύει όλους τους σχηµατισµούς θα 

κάλυπτε σχεδόν 300 φορές στην επιφάνεια της Γης. Η αναζήτηση αλγόριθµων µε 

µερικά αποτελέσµατα, έχει εξελιχθεί πολύ και υπάρχουν χιλιάδες φυλλάδια, βιβλία 

και ιστοσελίδες που ασχολούνται µε το θέµα αυτό. Ο έλεγχος των καλύτερων 
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αλγορίθµων δεν είναι εύκολη υπόθεση αλλά µόλις γίνει ο χρόνος πρόσβασης σε µια 

λύση µειώνεται µε θεαµατικό τρόπο. Τα ρεκόρ είναι µικρότερα από ένα λεπτό και 

µερικές φορές η λύση απαιτεί λιγότερο από 10 sec. Έχουν καθιερωθεί πάσης φύσεως 

διαγωνισµοί και πρωταθλήµατα αν και αυτό ενδιαφέρει περισσότερο τα βραβεία 

Γκίνες παρά τους αλγεβριστές.  

 

20. Οι θόλοι, τα φουλερένια και τα µπαλάκια του γκολφ 

Ο αρχιτέκτονας Buckminster Fuller (1895–1983) ήταν ένας λόγιος 

παθιασµένος µε τα πολύεδρα ο οποίος είχε την τιµή να γίνει εξώφυλλο στο περιοδικό 

Time και στον οποίο αποδίδεται η καθιέρωση σε ευρεία κλίµακα των γεωδαιτικών 

θόλων. O γεωδαιτικός θόλος είναι µία σφαιρική ή ηµισφαιρική κατασκευή βασισµένη 

πάγωσε ένα δίκτυο πολύεδρων των οποίων η επιφάνεια τον εδρών (γενικά 

τριγωνικών) πλησιάζει εκείνη µία σφαίρας. Για την ακρίβεια το δίκτυο των 

πολύεδρων πλησιάζει τις γεωδαιτικές γραµµές της σφαίρας που είναι οι µέγιστοι 

κύκλοι αυτής. Αυτό προσδίδει στην κατασκευή του µεγάλη σταθερότητα και 

αξιοσηµείωτη ανθεκτικότητα.   
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Οι θόλοι δε βρίσκουν εφαρµογή µόνο στις αρχιτεκτονικές κατασκευές. Στην 

πραγµατικότητα το κόλουρο εικοσάεδρο, ένα πολύεδρο που ανήκει στα στερεά του 

Αρχιµήδη και που αποτελεί τη θεωρητική βάση των θόλων, υλοποιείται και σε πιο 

καθηµερινά αντικείµενα όπως είναι οι µπάλες του ποδοσφαίρου. 

 

 
 

Το κόλουρο είναι ένα πολύεδρο συµµετρίας Ιh (ή *532,σύµφωνα µε τη 

χρησιµοποιούµενη σηµειογραφή) που αναπαράγει τη µοριακή δοµή του άνθρακα C60 

µία αλλοτροπική µορφή του άνθρακα που αριθµεί άτοµα αυτού του στοιχείου. Το 

1985, οι εφευρέτες αυτής της συλλογής οι τρεις χηµικοί και νικητές το βραβείου 

Νόµπελ Robert  Curl, Harold Kroto  & Richard Smalley την ονόµασαν µπακµίνστερ-

φουλερένιο προς τιµή του εφευρέτη των γεωδαιτικών θόλων, αν και σήµερα 

αποκαλείται ευρέως φουλερένιο χάριν συντοµίας.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το συζυγές πολύεδρο που µας ενδιαφέρει είναι το πεντάκις δωδεκάεδρο που 

έχει την όψη ενός 12εδρου του οποίου κάθε έδρα έχει γίνει πενταγωνική πυραµίδα, 

αλλά που αποτελείται από τρίγωνα που καλύπτουν το πολύεδρο και το κάνουν 

περισσότερο να µοιάζει µε γεωδαιτικό θόλο όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε στο 

παρακάτω σχήµα. Η συζυγία είναι ένα συνηθισµένο χαρακτηριστικό των πολύεδρων 

και ως εκ τούτου των θόλων που κατασκευάζονται βάσει αυτών. Ενώνοντας τα 

κέντρα των εδρών ενός θόλου, παίρνουµε το συζυγές του αν και τα τρίγωνα δεν είναι 

ισόπλευρα αλλά ισοσκελή (εκτός από ένα κανονικό πολύεδρο, το 20εδρο). 
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Τα µπαλάκια του γκολφ δεν είναι σφαιρικά σώµατα, αλλά κυψελωτές σφαίρες 

που υπόκεινται σε µία γεωµετρική σύλληψη και σε κανόνες παρόµοιους µε εκείνους 

της σύλληψης των θόλων. Πρέπει να υπόκειται στους κανόνες της βαλλιστικής και να 

πληρούν τις αθλητικές απαιτήσεις που αναµένονται από αυτά: να µην παρεκκλίνουν, 

κάτι που συνεπάγεται µία συµµετρία και να µην απογοητεύουν τις προβλέψεις ως 

προς την εµβέλειά τους. Σε αυτές τις απαιτήσεις προστίθενται και εκείνες της 

κατασκευής τους καθώς φτιάχνονται πώς φτιάχνονται από ηµισφαιρικά κοµµάτια που 

δεν πρέπει να τέµνουν τις κυψελίδες. Γύρω από αυτό το θέµα υπάρχει άφθονη 

βιβλιογραφία καθώς και µία απάντηση σε όσους ψάχνουν την οµάδα συµµετριών 

µιας µπάλας του γκολφ: παρουσιάζει από 48 οµάδα του οκτάεδρου έως και 120 

στοιχεία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

21. Τα πλέγµατα 

Σηµειακά πλέγµατα είναι εκείνα των οποίων οι κινήσεις αφήνουν τουλάχιστον 

ένα σηµείο του επιπέδου σταθερό µετά την επιβολή τους. ∆ιέπουν τη συµµετρία   

κεντρωµένων σωµάτων που, όπως είναι τα πολύεδρα ή τα πολύγωνα διαθέτουν ένα 

προνοµιακό σηµείο, κανονικά στο κέντρο του σχήµατος. Ένα πλέγµα Bravais 

αποκαλούµενο έτσι προς τιµή του κρυσταλλογράφου August Bravais (1811-1863) 

επιτρέπει να περάσουµε από τον κόσµο των σηµειακών οµάδων στον κόσµο των µη 

σηµειακών οµάδων που δεν αφορούν ένα µόνο σχήµα αλλά όλο το επίπεδο ή όλο το 

χώρο.  Αυτό το είδος πλέγµατος περιλαµβάνει µία  απεριόριστη διάταξη 

διακεκριµένων σηµείων αµετάβλητων από τις µετατοπίσεις. Είναι σαν όταν κοιτάµε 

το τοπίο από το εσωτερικό του πλέγµατος, το πλέγµα να επαναλαµβάνεται προς όλες 

τις διευθύνσεις σε όποιο µέρος και αν κοιτάξουµε. Στη δισδιάστατη γεωµετρία, αυτό 

µας οδηγεί σε πέντε σχηµατισµούς που περιγράφονται από διανύσµατα και γωνίες. 

 

 
 

∆εν υπάρχουν αλλά πλέγµατα διότι δεν υπάρχουν άλλοι τρόποι να καλύψουµε 

όλο το επίπεδο. ∆ε θα εξηγήσουµε αυτό το γεγονός: δεν είναι δύσκολο αλλά είναι 
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κοπιαστικό και εξαρτάται µόνο από το άθροισµα των γονιών που φτάνουν σε µία 

κορυφή. Υπάρχουν πέντε επίπεδα πλέγµατα από τα οποία µπορούµε να φτιάξουµε 

οµάδες που αφορούν το σύνολο του επιπέδου. Τα πράγµατα περιπλέκονται όταν 

πρόκειται για 3 διαστάσεις καθότι πρέπει να λάβουµε υπόψη και έναν άλλο τύπο 

περιορισµών και καταστάσεων που παρουσιάζουν παρόµοιους σχηµατισµούς.  

Βρίσκονται µπροστά µας τα παρακάτω πλέγµατα Bravais των οποίων τα 

ονόµατα που είναι γνωστά που είναι γνωστά στους φοιτητές γεωλογίας αναγράφονται 

στη στήλη αριστερά. 

 

Οι υποκατηγορίες P, F, I και C του πίνακα αντιστοιχούν σε διαφορετικές 

µορφές στο κέντρο των εδρών και του πλέγµατος (πού ανήκει ή όχι στο δίκτυο) του 

κέντρου ή των κορυφών. Μπορείτε να φανταστείτε το πλέγµα τοποθετώντας τα 

παραπάνω κελιά το ένα δίπλα στο άλλο χωρίζοντας τις κορυφές. 

 

22. Ταπετσαρίες, µωσαϊκά, φρίζες και διακοσµητικά στοιχεία 

Οι ταπετσαρίες, τα µωσαϊκά, οι φρίζες και τα διακοσµητικά στοιχεία 

διέπονται από µία ίδια πραγµατικότητα: τις απεριόριστες επίπεδες συµµετρίες.  

Υποθέτουµε πώς οι ταπετσαρίες ή τα µωσαϊκά καλύπτουν το σύνολο του 

επιπέδου, ενώ οι φρίζες περιορίζονται από τις µπορντούρες του. Τα διακοσµητικά 

στοιχεία µπορούµε να τα χαρακτηρίσουµε ως διακεκοµµένες φρίζες που 

εφαρµόζονται πάνω σε τελικά αντικείµενα κοινής χρήσης: τις κορδέλες των καπέλων, 

τα περιδέραια, τα πάσης φύσης αγγεία. Είναι σαν τις όψεις του ίδιου πράγµατος. 

Όσον αφορά τη συµµετρία θα τη θεωρήσουµε δεδοµένη και θα παραλείψουµε τις 

περιπτώσεις που απουσιάζει όπως αυτό συµβαίνει σε πολλά διακοσµητικά στοιχεία. 

Οι φρίζες των µωσαϊκών που περιορίζονται από δύο παράλληλες ευθείες είναι ίδιες 
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µε εκείνες των κορδελών. Υπάρχουν επτά πιθανές οµάδες συµµετρίας των φριζών 

όπως φαίνεται παρακάτω: 

 
 

Ο λαός της Μπακούµπα στο Κονγκό τρέφει ιδιαίτερη εκτίµηση για τις φρίζες 

και τα διακοσµητικά στοιχεία, ιδιαίτερα για εκείνα των οποίων τα µοτίβα είναι 

σύνθετα και συµµετρικά. 
 

 

Γεωµετρικά µοτίβα της Μπακούµπα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι φρίζες µπορούν επίσης να γίνουν επίτηδες πολύπλοκες και να υιοθετούν το σχήµα 

κολόνων. Υπάρχουν ακριβώς 24 οµάδες τις οποίες δεν θα περιγράψουµε εδώ. Στις 

δύο διαστάσεις οι οµάδες των ταπετσαριών ή των µωσαϊκών που καλύπτουν όλο το 

επίπεδο περιλαµβάνουν 17 διαφορετικούς τύπους συνδυάζοντας τα πέντε πλέγµατα 

δύο διαστάσεων µε τις σηµειακές οµάδες. Οφείλουµε την περιγραφή αυτών των 

οµάδων τον κρυσταλλογράφο Evgraf Stepanovitch Fedorov (1853-1919) καθώς και 

σε δύο έργα που πραγµατοποιήθηκαν ανεξάρτητα πολλά χρόνια αργότερα από τον 

George Polya (1887-1985). Ο Fedorov, Ρώσος µαθηµατικός ήταν άνθρωπος µε 

έντονες πεποιθήσεις πού θεωρείτο επαναστάτης στην ταραγµένη εποχή που έζησε. 

Πέθανε από πείνα και φυµατίωση  το 1919. Η σηµειογραφή πού χρησιµοποιείται για 

να ξεχωρίζουµε τις οµάδες µεταξύ τους γνωστή µε το όνοµα  «σύµβολα Herman 

Maugin» είναι κάπως περίπλοκη. Μην ανησυχείτε αν δεν την καταλάβατε καλά από 

την πρώτη επαφή διότι δεν πρόκειται για βασικό στοιχείο για την κατανόηση όσων 

ακολουθούν: 

� p1: δύο µετατοπίσεις 

� p2: τρεις κεντρικές συµµετρίες (ή περιστροφές π/2) 

� p3: δύο περιστροφές 2π/3 
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� p4: µία κεντρική συµµετρία (περιστροφή π/2)και µία περιστροφή π/4 

� p6: µία κεντρική συµµετρία και µία περιστροφή 2π/3 

� pm: δύο αξονικές συµµετρίες και µία µετατόπιση 

� pmm: τέσσερις αξονικές συµµετρίες στις τέσσερις πλευρές ενός ορθογώνιου 

παραλληλόγραµµου (2 οριζόντιες και 2 κατακόρυφες) 

� pmg: µία αξονική συµµετρία και δύο κεντρικές συµµετρίες 

�  cmm: δύο κάθετες αξονικές συµµετρίες και µία κεντρική συµµετρία 

� p31m: µία αξονική συµµετρία και µία περιστροφή 2π/3 

� p3m1: τρεις αξονικές συµµετρίες στις πλευρές ενός ισόπλευρου τριγώνου (πλάτους 

π/3) 

� p4g: µία αξονική συµµετρία και µία περιστροφή π/4 

� p4m: τρεις αξονικές συµµετριες στις τρεις πλευρές ενός τριγώνου πλάτους 

π/4,π/4,π/2 

� p6m: τρεις αξονικές συµµετριες στις τρεις πλευρές ενός τριγώνου πλάτους π/6, π/3, 

π/2 

� cm: µία αξονική συµµετρία και µία συµµετρία µε κάθετη µετακίνηση 

� pg: δύο συµµετρίες µε µετακίνηση, παράλληλες 

� pgg: δύο συµµετριες µε µετακίνηση, κάθετες 

Η περιγραφή του Jesus M. Landart  µε τη βοήθεια εικόνων είναι πολύ σαφής. 

Οι τελείες δείχνουν τα κέντρα περιστροφής, τα βέλη και οι διάστικτες γραµµές τις 

µετατοπίσεις. 
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Θα συνεχίσουµε µε µία άσκηση εφαρµογής. Σε ποια οµάδα ανήκουν οι 

παρακάτω εικόνες πού µπορούµε να δούµε σε διακοσµήσεις τοίχων; 

 

 
Τα δύο µοτίβα προέρχονται από το ταβάνι αιγυπτιακού τάφου και ταξινοµούνται στις οµάδες 

p2 (µοτίβο δεξιά) και p4m (µοτίβο αριστερά). 

 

Άλλα παραδείγµατα παρατηρούµε στην Αλάµπρα της Γρανάδα που έχει γίνει 

τόπος προσκυνήµατος για τους αλγεβριστές: ξέρουµε πως ο ισλαµισµός απαγορεύει 

κάθε αναπαράσταση ανθρώπινων µορφών και ως εκ τούτου τα διακοσµητικά στοιχεία 

που εφευρέθηκαν για τις φρίζες, τους τοίχους, τα  πατώµατα τα ταβάνια ήταν 

βασισµένα αποκλειστικά σε γεωµετρικά µοτίβα. Αυτό σηµαίνει ότι τα µοτίβα αυτά 

επαναλαµβάνονται µε συµµετρικό τρόπο βάσει ορισµένων από τις 17 οµάδες 

επιπέδων συµµετριών. Η ανίχνευση των οµάδων µέσα στα διακοσµητικά στοιχεία 

καθώς και η ταυτοποίηση τους έγινε άθληµα ενώ πολλοί είναι εκείνοι που 

προσποιούνται ότι τις έχουν βρει όλες. Ωστόσο, η αµφισβήτηση συνεχίζεται καθώς 

υπάρχουν µαθηµατικοί για τους οποίους οι αποδείξεις που έχουν συγκεντρωθεί µέχρι 

σήµερα εξακολουθούν να είναι αµφιλεγόµενες. Βασικά το ερώτηµα αν οι καλλιτέχνες 

της Αλάµπρα αναπαράστησαν τις διάσηµες 17 οµάδες είναι κάπως ακαδηµαϊκό 

καθώς αυτοί  δεν έδωσαν ιδιαίτερη βάση στη γεωµετρία.  

Τα πραγµατικά καλά νέα θα ήταν θα ήταν να είχαν χρησιµοποιήσει 18. Τον 

21ο αιώνα δε χρειάζεται να καταφύγουµε σε κάποιο σηµαντικό εργατικό δυναµικό 

για να καλύψουµε µε µωσαϊκά µία επίπεδη επιφάνεια ή για να φανταστούµε ένα 

καθορισµένο µοτίβο και τις 17 πιθανές οµάδες συµµετριών. Υπάρχουν προγράµµατα 

λογισµικού που κάνουν αυτή τη δουλειά: αρκεί να το τροφοδοτήσουµε µε ένα 

προκαταρκτικό µοτίβο και να του ζητήσουµε τις επιθυµητές οµάδες. 
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23. Οι κρύσταλλοι και πέρα από τους κρυστάλλους 

Στις 3 διαστάσεις, οι πιθανές σηµειακές οµάδες είναι 32 στον αριθµό, αλλά αν 

λάβουµε υπόψη τις πιθανές µετατοπίσεις τους κατά µήκος των πλεγµάτων, ο αριθµός 

τους µπορεί να ανέλθει τις 230 οµάδες. Πρόκειται για τρισδιάστατες 

κρυσταλλογραφικές οµάδες τόσο αληθινές όσο και η ύλη τους αυτή καθαυτή οι 

οποίες ανακαλύφθηκαν οµοίως από τον Fedorov. Αν αυτοί οι αριθµοί µοιάζουν πολύ 

υψηλοί φανταστείτε ότι στην τέταρτη διάσταση ανέρχονται στους 4.783 

κρυστάλλους, στην πέµπτη πολλά εκατοµµύρια και στην έκτη 28.934.974. 

Όπως µπορεί να φανταστεί ο αναγνώστης θα αρκεστούµε να δώσουµε µόνο την 

περιγραφή συνοδευόµενη από  σκίτσα και φωτογραφίες των 230 κρυσταλλογραφικών 

οµάδων. ∆ε θα δώσουµε ούτε το όνοµά τους ένα προς ένα. Στην πραγµατικότητα 

χρησιµοποιούν 3 διαφορετικούς προσδιορισµούς κάτι που καταλήγει σε 690.  

Μία παρόµοια απόρριψη ήταν εκείνη που υπέστησαν οι ηµικρύσταλλοι όταν 

έκαναν την εµφάνισή τους. Αυτό ήταν έκπληξη καθώς οι φυσικοί είχαν ήδη δουλέψει 

πολύ τους 230 κρυστάλλους του Fedorov  και φαινόταν ότι τα πάντα ήταν λυµένα: 

κάθε κρύσταλλος ήταν σύµφωνος µε τη συµµετρία µίας οµάδας που ανήκε σε ένα 

από τα πλέγµατα Bravais. Μία απλή µαθηµατική συλλογιστική κάπως αδέξια αλλά 

βασική (αποκαλούµενη απλά κρυσταλλογραφικός περιορισµός) επιβεβαιώνει ότι δε 

γινόταν να υπάρχουν πολλά πράγµατα. Αλλά αυτό που συµβαίνει είναι ότι η άλγεβρα 

προτείνει και η πραγµατικότητα καθορίζει. Ας ξεχάσουµε για µία στιγµή το χώρο των 

3 διαστάσεων και για να κάνουµε τα λεγόµενά µας πιο κατανοητά ας αναλογιστούµε 

το επίπεδο. Ένα πλέγµα καλύπτει όλο τον άπειρο χώρο του επιπέδου αν και όπως 

υποδείξαµε παραπάνω υπάρχουν µόνο ορισµένοι τύποι πλεγµάτων.  

Οι συµµετρίες βαθµού 5 οι πενταγωνικές ή δεκαγωνικές δε µπορούν να 

δηµιουργήσουν πλέγµατα και συνεπώς πιθανούς κρυστάλλους. Αλλά αυτό αληθεύει 

µόνο και µόνο επειδή ένα πενταγωνικό συµµετρικό αντικείµενο δε µπορεί να 

προσαρµοστεί σε ένα πιθανό πλέγµα. Ωστόσο θυµίζουµε πώς ένα πλέγµα 

εφαρµόζεται σε ολόκληρο το χώρο. Και αν εξαφανίσουµε το χωρικό περιορισµό; Και 

αν περιοριστούµε σε πιο µικρούς χώρους; Φυσικά δε θα υπάρχουν πλέγµατα ούτε 

κρύσταλλοι αλλά θα βλέπουµε ίσως κάτι που µοιάζει µε τους κρυστάλλους. 

Για να απαντήσουµε καλύτερα σε αυτήν την ερώτηση ας την εξετάσουµε από 

άλλη οπτική γωνία. Θα µιλήσουµε για µία άλλη έννοια που µοιάζει αποµακρυσµένη 

από τα πλέγµατα και τους κρυστάλλους ,την πλακόστρωση. Ας εξηγήσουµε αυτό τον 

όρο: πρόκειται για την επένδυση ενός επιπέδου χωρίς κενά ή επικαλύψεις, µε 

αντικείµενα που ονοµάζονται πλάκες. Όταν οι πλάκες σχηµατίζονται από πολλά 

διαφορετικά κοµµάτια που παραµένουν κανονικά πολύγωνα λέµε πως η 

πλακόστρωση είναι ηµικανονική. Υπάρχουν πολλοί άλλοι τύποι πλακοστρώσεων που 

δεν ανήκουν σε αυτούς τους δύο τύπους οι οποίοι παρεµπιπτόντως είναι πολύ 

συµµετρικοί. 
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Οι 2 τύποι πλακόστρωσης, η κανονική και η ηµικανονική, είναι οι πιο 

συνηθισµένοι. Επιτρέπουν την περιοδική κάλυψη του επιπέδου και υπόκειται σε 

συµµετρίες βασισµένες στις 17 οµάδες επίπεδης συµµετρίας. Κατά γενικό κανόνα 

µερικές πλακοστρώσεις είναι συµµετρικές και άλλες όχι, αλλά οι περιοδικές 

πλακοστρώσεις είναι φυσικά συµµετρικές. Ένα γεωµετρικά ενδιαφέρον ζήτηµα είναι 

η ανεύρεση του ελάχιστου αριθµού πλακών που χρειάζονται για µία µη περιοδική 

πλακόστρωση. Αυτό ξεκίνησε µε ένα πρώτο αποτέλεσµα του Αµερικανού 

µαθηµατικού Robert Berger που δηµοσιοποίησε το 1966 µια µη περιοδική κάλυψη 

20.426 διαφορετικών πλακών. Έπειτα ο αριθµός µειώθηκε.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο φιλόσοφος φυσικός και µαθηµατικός Sir  Roger Penrose (1931-) κατέπληξε 

το µαθηµατικό κόσµο το 1974, όχι χάρη στο άρθρο που έγραψε µαζί µε τον 

συνάδελφό του Stephen Hawking κάτι που είχε κάνει ήδη και µάλιστα πάνω από µία 

φορές, αλλά επειδή αποκάλυψε την ύπαρξη µιας κάλυψης ή µιας πλακόστρωσης του 

επιπέδου αποτελούµενης µόνο από δύο απλά τεµάχια το ένα  κοίλο και το άλλο κυρτό 
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(αποκαλούµενα στα αγγλικά dark, σαΐτα και kite, χαρταετός)  η οποία δεν ήταν 

περιοδική. Με µόνο δύο τεµάχια, αυτή η πλακόστρωση µπορούσε να καλύψει το 

επίπεδο, µολονότι δεν ήταν περιοδική ή δεν επαναλαµβανόταν στο άπειρο.  

Επιπλέον δεν ήταν ούτε συµµετρική στο σύνολο του επιπέδου. Ξεκινώντας 

από αυτή τη βάση ο Dov Levine και ο δάσκαλος του ο κοσµολόγος Paul Steinhardt 

(1955-) ανακάλυψαν µία πλακόστρωση που δεν ήταν επίπεδη αλλά χωρική εξίσου µη 

περιοδική και αποτελούµενη από ροµβοειδείς κυψελίδες. ∆εν άνηκε σε κάποιο 

πλέγµα και ως εκ τούτου δεν επρόκειτο για περιοδική πλακόστρωση. ∆εν κάλυπτε 

συµµετρικά όλο το χώρο όπως η µία από τις 230 οµάδες του Fedorov.  

Οι πλακοστρώσεις Penrose δεν είναι περιοδικές και δεν αναπαράγουν το ίδιο 

µοτίβο σε όλα τα µέρη τους. ∆εν έχουν προβλεπόµενη συµµετρία σε ένα οποιοδήποτε 

σηµείο, αλλά είναι συµµετρικές σε πολύ ευρείες ζώνες και σε κάθε ζώνη όσο µεγάλη 

και αν είναι. ∆εν είναι περιοδικές, δε διαθέτουν την αρετή του άπειρου και δεν 

καλύπτουν περιοδικά ολόκληρο το επίπεδο.  

Είναι συµµετρικές µε περιορισµένο τρόπο: αν τις αντιγράψουµε σε ένα χαρτί, 

τοποθετήσουµε ένα άλλο σηµείο και αντιγράψουµε το µοτίβο κατασκευής σε αυτό το 

µέρος, η δεύτερη κατασκευή δε θα αντιστοιχεί µε το µοτίβο της αρχικής 

πλακόστρωσης στο χαρτί. ∆εν είναι άρα συµµετρικές µε µετατόπιση. Από την πλευρά 

τους οι ηµικρύσταλλοι, έχουν µία πραγµατική ύπαρξη από τότε που ανακαλύφθηκε ο 

πρώτος το 1982: ένα κράµα αλουµινίου και µαγγανίου. Έκτοτε ο αριθµός τους δεν 

έπαψε να µεγαλώνει. Για να φανταστείτε την όψη τους, σκεφτείτε ένα στοιχείο 

ανάµεσα στο γυαλί που είναι άµορφο και το χαλαζία που είναι κρυσταλλικός µε την 

παραδοσιακή έννοια του όρου. Οι ηµικρύσταλλοι διαµορφώνουν µία νέα κατάσταση 

της ύλης δεν είχε περιγραφτεί ως τότε. Έτσι η επιστήµη εξελίσσεται και η θεωρία των 

οµάδων δεν επιτρέπει την αποκάλυψη όλων των µυστικών της συµµετρίας.  

Θα χρειαστεί να προχωρήσουµε πέρα από τις οµάδες για να αντιµετωπίσουµε 

τις νέες επιστηµονικές προκλήσεις και είναι πιθανόν η κβαντική φυσική να µπορέσει 

να συνεισφέρει σε µεγάλο βαθµό στο µέλλον. Ποια θα είναι η σπουδαιότητα των 

οµάδων της συµµετρίας και ποιες προκλήσεις θα µας εξαπολύσουν ως την διάλυσή 

τους; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

24. Μία συµµετρία αντισυµµετρική 

Το παγκόσµιο σύµβολο το γιν–γιανγκ  δεν είναι συµµετρικό αλλά η µορφή 

του υποδηλώνει έντονα τη συµµετρία. Είναι τόσο ασυµµετρικό που αξίζει να είναι 

συµµετρικό. Στην πραγµατικότητα το γιν γίνεται γιανγκ (και αντίστροφα) µε µία 

περιστροφή ακολουθούµενη από µία αλλαγή χρώµατος. Στα  µαθηµατικά µία 

συνάρτηση f που επαληθεύει ότι F(x,y)=–f(y,x) για κάθε x≠y, ονοµάζεται 

αντισυµµετρικη. Από πρακτικής άποψης δύο γεωµετρίες ισόµορφων αντικειµένων 

όσο κρυφός και αν είναι ένας τέτοιος ισοµορφισµός, αποτελούν ουσιαστικά την ίδια 

γεωµετρία. Επί παραδείγµατι η γεωµετρία της προβολικής µιγαδικής ευθείας είναι 

ίδια µε εκείνη του πραγµατικού υπερβολικού επιπέδου, επειδή οι οµάδες τους είναι 
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µη διακρίσιµες έως ισοµορφισµού. Αρκεί άρα να µελετήσουµε τη µία από αυτές τις 

γεωµετρίες και όχι και τις δύο. Οι σπείρες που δεν έχουν ως συµµετρίες την οµάδα 

τον ευκλείδειων ισοµετριών διαθέτουν µία όταν θεωρήσουµε τις οµάδες Lie και 

χρησιµοποιείται ως παράµετρος αυτή του χρόνου.  

Στη χηµεία ο χειροµορφισµός είναι βασιλιάς. Τα µόρια είναι συµµετρικά 

σύµφωνα µε τη µετακίνηση των ατόµων τους και σε συνάρτηση µε αυτό το 

χειροµορφισµό διαθέτουν διαφορετικές οπτικές ιδιότητες και πολλούς τύπους 

χαρακτηριστικών. Όπως ξέρουµε στο ανθρώπινο σώµα υπάρχουν µόνο µόρια 

αριστερόστροφου χειροµορφισµού και η άγνοια αυτού του γεγονότος θα µπορούσε 

να αποβεί µοιραία (η κατανάλωση θαλιδοµίδης αποτελεί πασίγνωστο παράδειγµα). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

25. Ο κόσµος του Escher και τα υπόλοιπα έργα τέχνης 

Σε αυτό που ονοµάζουµε «τέχνη» και πιο συγκεκριµένα στον κλάδο των 

οπτικών τεχνών, ο ρόλος και η σπουδαιότητα της συµµετρίας ιδιαίτερα σε εποχές του 

παρελθόντος παρήγαγαν πολλά έργα, από τις ροζέτες και τα νεύρα των θόλων των 

γοτθικών καθεδρικών ναών έως το Ατόµιουµ στις  Βρυξέλλες, ένα γιγάντιο 

οικοδόµηµα ύψους λίγο περισσότερο από 100 m πού κατασκευάστηκε για τη διεθνή 

έκθεση του 1958 και αναπαριστά την κυβική δοµή του µορίου ενός κρυστάλλου 

σιδήρου. ∆ε θα σταµατήσουµε σε αυτό τον κλάδο που αποτελεί ήδη αντικείµενο 

πολλών εξειδικευµένων µελετών. Θα κάνουµε µία σύντοµη αναφορά σε έναν 

καλλιτέχνη του οποίου τα έργα αντανακλούν µε συχνά ανησυχητικό αλλά πάντα 

συναρπαστικό τρόπο µία όψη της συµµετρίας που δεν αφήνει κανέναν αδιάφορο.  

Πρόκειται για τον Maurits Cornelius Escher (1898–1972), έναν Ολλανδό 

καλλιτέχνη γνωστό για τα σκίτσα και τις γκραβούρες του, ο οποίος αφιέρωσε τη 

καλλιτεχνική του κλίση στη µελέτη της συµµετρίας της κάλυψης των επιπέδων, των 

πολύεδρων, των κατασκευών και άλλων θεµάτων µαθηµατικών παράδοξων.  

Στην πραγµατικότητα ο Escher αισθανόταν πιο κοντά στα µαθηµατικά από ότι 

οι υπόλοιποι συνάδελφοι καλλιτέχνες. Γνωρίζοντας από τη δεκαετία του 20 τα 

διακοσµητικά µοτίβα της Αλάµπρα και άλλων οικοδοµηµάτων, ο Escher ενσωµάτωσε 

στα σκίτσα του παραδείγµατα των 17 οµάδων επίπεδης συµµετρίας και στη συνέχεια 

µελέτησε τον τρόπο συνδυασµό των χρωµάτων, των σχηµάτων και της συµµετρίας 

για να µπορέσει να παντρέψει µε κάποιο τρόπο την τέχνη µε τα µαθηµατικά. Ο 

Escher  έγινε τόσο διάσηµος που δόθηκε το όνοµά του σε έναν αστεροειδή. Εκτός 

από τη γκραβούρα που απεικονίζεται εδώ, µερικά από τα υπόλοιπα έργα του Escher 

είναι τα χέρια που σχεδιάζουν πού αντιστοιχεί σε µία συµµετρική και αυτοαναφορική 

εικόνα. 
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