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Εισαγωγή 

Επιστήµες όπως η ιατρική και η βιολογία δεν είχαν από την αρχή άµεση σχέση µε τα 

µαθηµατικά, γιατί ασχολούνταν µε την περιγραφή φαινοµένων ή την ταξινόµηση 

οργανισµών. Αργότερα µετακινήθηκαν προς την ανάλυση και την ερµηνεία συστηµάτων που 

απαιτούν εξερεύνηση µε τη χρήση µαθηµατικών εργαλείων. Σήµερα δε θα ήταν υπερβολή να 

πούµε ότι τα µαθηµατικά είναι ένας από τους στυλοβάτες της ιατρικής επιστήµης. Είναι 

ενδεικτική η δήλωση του φυσικοµαθηµατικού A. Cormack, ο οποίος κατασκεύασε τον 

αξονικό τοµογράφο, κατά την απονοµή του βραβείου Νόµπελ (1979): «Ήταν προφανές ότι 

το πρόβληµα του αξονικού τοµογράφου ήταν καθαρά ένα µαθηµατικό πρόβληµα».  

Στον τοµέα της καρδιολογίας, ερευνητές έχουν δηµιουργήσει µαθηµατικά µοντέλα 

που χρησιµεύουν σε περιστατικά καρδιακής προσβολής, ενώ πρόσφατα οµάδα Ελλήνων 

ερευνητών κατάφεραν, χρησιµοποιώντας µαθηµατικά µοντέλα βιοπληροφορικής, να 

διερευνήσουν νευρολογικές διαταραχές. Όλα αυτά ανοίγουν το δρόµο για την παρασκευή 

αποτελεσµατικότερων φαρµάκων και τη χρήση νέων θεραπειών. Όσον αφορά τη βιολογία, ο 

καθηγητής Joel Cohen έχει δηλώσει ότι τα µαθηµατικά είναι ένα καινούριο και ισχυρό 

µικροσκόπιο για την επιστήµη της βιολογίας, απαραίτητο για την καλύτερη κατανόηση 

σύνθετων δικτύων από γονίδια, κύτταρα και πρωτεΐνες, αλλά και για τη µελέτη της 

λειτουργίας του ανθρώπινου εγκεφάλου. Η πληροφορική βασίζεται στα µαθηµατικά και 

τη  µαθηµατική λογική. Στα µαθηµατικά βασίζονται η σηµασιολογία των προγραµµάτων, οι 

τυπικές µέθοδοι, η αποδεικτική θεωρηµάτων, ο εξισωτικός και λογικός προγραµµατισµός. 

Στη συµβολική λογική βασίζονται οι βάσεις δεδοµένων, οι γλώσσες προδιαγραφών, η 

τεχνολογία λογισµικού και οι ταυτόχρονες διαδικασίες. 
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1. Οµάδες αιµοδοτών 

Σηµειώνοντας 1 όταν ένας δότης µε δεδοµένη οµάδα αίµατος επιτρέπεται να δώσει 

αίµα σε ένα δέκτη µε δεδοµένη οµάδα αίµατος και 0 όταν δεν επιτρέπεται, να παρασταθεί µ’ 

έναν τετραγωνικό πίνακα 8x8.  Ο 8x8 πίνακας που παίρνουµε είναι: 

∆ηλαδή, αριθµίζοντας από 1 έως 8 τις οµάδες αίµατος µε τη σειρά που αναγράφονται 

στον πίνακα έχουµε ορίσει µία απεικόνιση 

αν η οµάδα αίµατος  j δίνει αίµα στην i  

αν όχι, 

όπου Ι= {1,2,...,8}, .J = {1,2,..., 8} και το i I∈   µετράει τις οµάδες αίµατος του δέκτη, το δε 
j J∈ του δότη. 

 

2. Αιµοδοσία φοιτητών 

Υποθέτουµε ότι οι φοιτητές του φαρµακευτικού και βιολογικού τµήµατος του 

Πανεπιστηµίου Αθηνών κατανέµονται κατά οµάδα αίµατος µε τη σειρά  

, , , , , ,A A B B AB O O+ − + − − + −  και κατά έτος σπουδών όπως παρακάτω: 

 

Θέλουµε να γνωρίζουµε πόσοι φοιτητές υπάρχουν και στα δύο τµήµατα κατά οµάδα 

αίµατος και έτος σπουδών, που µπορούν να προσέλθουν για αιµοδοσία, όταν υπολογίζεται 

ότι, για διάφορους λόγους το 10% δεν µπορεί να προσέλθει. Και στα δύο τµήµατα υπάρχουν 

κατά οµάδα αίµατος και έτος σπουδών Φ + Β φοιτητές, δηλαδή: 

Αυτοί που θα προσέλθουν τελικά είναι 0,90 ( )⋅ Φ + Β , δηλαδή (στρογγυλεύοντας στο 

ακέραιο):  
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3. Ηµερήσια ποσότητα δισκίων φαρµάκου 

Σε ένα νοσοκοµείο η θεραπεία της ασθένειας Α γίνεται µε τη χορήγηση, σε κάθε 

πάσχοντα, ενός δισκίου φαρµάκου Φ καθηµερινά. Σε καθέναν από 23 θαλάµους του 

νοσοκοµείου δεν υπάρχει κανένας Α - ασθενής. Σε 17 θαλάµους υπάρχει 1 Α - ασθενής στον 

καθένα, σε 8 υπάρχουν 2, σε 6 υπάρχουν 3, σε 8 υπάρχουν 4 και σε 2 θαλάµους υπάρχουν 5 

Α-ασθενείς στον καθένα. Πόσα δισκία του φαρµάκου απαιτούνται καθηµερινά;  
Τα απαιτούµενα δισκία είναι 

 

 

 

 

(23·0 + 17·1 + 8·2 + 6·3 + 8·4 + 2·5) = (17 + 16 +18 + 32 +10) = (93) = 93 δισκία φαρµάκου 

Φ.  

 

 4. Έµµεση µετάδοση ασθένειας 

Υποθέτουµε ότι µία οµάδα O1, αποτελείται από 3 άτοµα που έχουν προσβληθεί από µία 

µεταδοτική ασθένεια. Σε µία δεύτερη οµάδα από 6 άτοµα, ορισµένα από αυτά έρχονται σε 

άµεση επαφή µε άτοµα της O2. Επίσης σε µία τρίτη οµάδα O3   από 7 άτοµα, ορισµένα από 

αυτά έρχονται σ’ επαφή µε άτοµα της O2. Ορίζουµε τον 3x6 πίνακα 
( )ijA a=

 θέτοντας 

1ija =  αν το j άτοµο της O2 έχει έρθει σε επαφή µε το i άτοµο της O1, και 0ija =  αν όχι. 

Όµοια ορίζεται ο 6x7  πίνακας
( )ijB b=

, θέτοντας 1ijb =  αν το j  άτοµο της O3 ήρθε σ’ επαφή 

µε το i άτοµο της O2 και 0ijb =  αν όχι. Έστω ότι οι δύο πίνακες Α και Β που δείχνουν τις 

άµεσες (1ου είδους) επαφές ατόµων της O2 και O3, αντίστοιχα µε άτοµα της O1 και O2,  είναι 

οι παρακάτω: 

 

και 

 

 

 

Να βρεθούν οι έµµεσες (2ου είδους) επαφές καθενός ατόµου της O3  µε κάθε άτοµο της 

O1. Την απάντηση δίνει ο 3x7 πίνακας
( )ijC c=

  που προκύπτει ως γινόµενο των Α και Β. 

Είναι δηλαδή: 

 

 

 

όπου π.χ. το 23 2C =
σηµαίνει ότι το 3° άτοµο της O3 είχε 2 έµµεσες επαφές µε το 2° άτοµο 

της O1. Είναι δηλαδή 23c
=1·1+0·1+0·0+1·1+ 0·0+ 0·0=1+1. Η 6η στήλη του C λέει ότι το 
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6° άτοµο της O3   είχε συνολικά 4=1+1+2 έµµεσες επαφές µε τα άτοµα της O3. Μόνο το 5° 

άτοµο της O3 δεν είχε έµµεση επαφή µε τα άτοµα της O1. 

 

5. Έµµεση κατανάλωση φυτοφαρµάκων 

Έστω 1 2, ,..., ,m mϕ ϕ ϕ
 διάφορα είδη φυτών 1 2, ,..., ,ρτ τ τ ρ

 διάφορα είδη φυτοφάγων ζώων και  

1 2, ,..., ,n nσ σ σ
 διάφορα είδη σαρκοφάγων ζώων. Έστω ika

  η µέση ποσότητα (σε Κg) από το 

φυτό iϕ  που καταναλώνει κάθε ζώο του είδους kτ  και kjb
 το πλήθος από ζώα του είδους kτ    

που καταβροχθίζονται από όλα µαζί τα ζώα του είδους jσ
. Να βρεθεί η ποσότητα από κάθε 

είδος φυτού iϕ  που καταναλώνουν έµµεσα τα σαρκοφάγα ζώα του κάθε είδους jσ
, αν 

 

και  

 

Τα αριθµητικά δεδοµένα δείχνουν ότι έχουµε 2 είδη φυτών, 3 είδη φυτοφάγων ζώων 

και 3 είδη σαρκοφάγων. Την απάντηση µας δίνει ο πίνακας C που προκύπτει ως γινόµενο 

των Α και Β. ∆ηλαδή είναι: 

 

 

Άρα, τα σαρκοφάγα ζώα του είδους σ, έχουν καταναλώσει έµµεσα (τρώγοντας 

φυτοφάγα που έχουν τραφεί µε τα φυτά) 20 Κg του iϕ  και 52 Κg του 2ϕ , ενώ του 2σ  και 3σ  

έχουν καταναλώσει έµµεσα 22 Κg του 1ϕ , 60 Κg του 2ϕ  και 5 Κg του 1ϕ ,  17 Κg του 2ϕ ,  

αντίστοιχα. Η παραπάνω εφαρµογή έχει σηµασία για την οικολογία, γιατί ο οργανισµός των 

σαρκοφάγων ζώων (άρα και του ανθρώπου) µπορεί να υποστεί έµµεση δηλητηρίαση από 

φυτοφάρµακα που έχουν χρησιµοποιηθεί στα φυτά, χωρίς άµεση κατανάλωση. 
 

6. Γονότυπος απογόνων 

Έστω ότι στα άτοµα ενός πληθυσµού είναι δυνατό να υπάρχουν τα αλληλόµορφα 

γονίδια  που εµφανίζονται µε πιθανότητα p  και 1q p= − , αντίστοιχα. Θεωρούµε ένα γονέα 

και ένα παιδί Π του Γ  και υποθέτουµε ότι έχουν κοινό ένα αλληλόµορφο γονίδιο. Να γραφεί 

ο πίνακας πιθανοτήτων που έχει το παιδί Π να είναι γονότυπου Α Α ,  Α α ,  α α , όταν ο 

γονέας Γ  είναι γονοτύπου Α Α , Α α , α α  και να βρεθεί ο πίνακας πιθανοτήτων για ένα 

εγγονό Ε  του Γ  από το Π , να είναι γονοτύπου Α Α ,  Α α ,  α α ,  όταν ο Γ  είναι 

γονοτύπου Α Α ,  Α α ,  α α .  

Αν ο Γ  είναι γονοτύπου Α Α ,  το Π  θα έχει οπωσδήποτε ως ένα γονίδιο το Α .  Ως 

δεύτερο γονίδιο µπορεί, ανεξάρτητα, να έχει: 

Το Α ,  που η  πιθανότητα εµφάνισής του είναι p  και τότε το Π είναι γονοτύπου Α Α .  

Το α , που η πιθανότητα εµφάνισής του είναι q  και τότε το Π είναι γονοτύπου Α α .  

Γονοτύπου α α  δεν µπορεί να είναι, ή µπορεί να είναι µε πιθανότητα 0. 

Αν ο Γ  είναι γονοτύπου Α α ,  το  Π θα έχει είτε το Α ,  είτε το 

α οπωσδήποτε και για να συµβεί είτε το ένα, είτε το άλλο η πιθανότητα  είναι. Ως 

δεύτερο γονίδιο µπορεί να έχει, ανεξάρτητα, είτε το µε πιθανότητα p ,  είτε το α µε 

3 0 2
( )

5 10 2
ikA a

 
= =  

 

6 4 1

( ) 2 3 1
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πιθανότητα q .  Άρα το Π  θα είναι γονοτύπου Α Α  µε πιθανότητα  , γονοτύπου Α α  µε 

πιθανότητα  

  

ή γονοτύπου αα µε πιθανότητα  

Αν ο Γ  είναι γονοτύπου a α , συλλογισµοί ανάλογοι προς την περίπτωση που 

είναι γονοτύπου Α Α ,  οδηγούν στις πιθανότητες 0, ,p q  για το Π , να είναι 

γονοτύπου Α Α ,  Α α  και α α , αντίστοιχα.  Τα παραπάνω συνοψίζονται στον παρακάτω 

πίνακα : 
 

Έτσι, ο πίνακας πιθανοτήτων Ρ  για το ζεύγος (Γ , Π ) είναι ο 

 

 

 

Οι ίδιοι συλλογισµοί ισχύουν για το ζεύγος (Π, Ε )  και οδηγούν πάλι στον πίνακα 

πιθανοτήτων Ρ ,  αφού πρόκειται πάλι για γονέα και παιδί. Ο ζητούµενος πίνακας 

πιθανοτήτων για το ζεύγος (Γ,Ε)  είναι τότε το γινόµενο Ρ · Ρ = Ρ2, αφού από το γονότυπο 

του Γ  φθάνουµε έµµεσα στο γονότυπο του Ε,  µέσω του γονοτύπου του Π. Είναι δηλαδή : 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση. Στα παραπάνω, το ζεύγος Αα  δεν είναι διατεταγµένο διότι δεν είναι δυνατόν 

να διακρίνουµε µεταξύ των γονοτύπων Αα και αΑ . ∆ηλαδή δεν ενδιαφέρει αν το α  ή το Α 

προήλθαν από πατέρα ή µητέρα. Τα παραπάνω αποτελούν και µία εφαρµογή της θεωρίας 

πιθανοτήτων στη γενετική. 

 

7. ∆ιατροφή σαρκοφάγων 

Έστω  1 2 3, ,P P P
τρία διάφορα είδη φυτοφαρµάκων, 1 2 3, ,V V V

 τρία διάφορα είδη φυτοφάγων 

ζώων και 1 2 3, ,C C C
 τρία διάφορα είδη σαρκοφάγων ζώων. Έστω ika  η µέση ποσότητα, σε 

µgr , από το φυτοφάρµακο του είδους iP  που έχει εισχωρήσει σε κάθε ζώο του είδους kV , 

  Π 

    Α Α    Α α    α α  

 Α Α        p           q            0  

 Γ  Α α  
 

 α α        0            p            q  
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p q
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καθώς αυτά τρέφονται µε φυτά που έχουν ψεκασθεί 

µε τα φυτοφάρµακα iP . Να βρεθεί το πλήθος των ζώων του κάθε 

είδους kV , που έχει καταβροχθισθεί απ’ όλα τα ζώα του κάθε είδους JC  µαζί, αν  

 

και αν όλα τα ζώα του είδους JC έχουν καταναλώσει έµµεσα 1 µgr, µόνον από το αντίστοιχο 

είδος φυτοφαρµάκου jP .  Τα δεδοµένα του προβλήµατος οδηγούν στην παρακάτω ισότητα 

πινάκων: 

 

 

 

 

 

 

 

όπου στον πίνακα ( kjx ) το τυχόν στοιχείο kjx  παριστάνει το πλήθος από φυτοφάγα ζώα του 

είδους kV  που έχουν καταβροχθίσει τα σαρκοφάγα ζώα του είδους JC .Παρατηρούµε ότι ο 

πίνακας του δεύτερου µέλους είναι ο ταυτοτικός πίνακας. Άρα ο ζητούµενος πίνακας ( kjx ) 

είναι ο αντίστροφος του ( kja ). Έτσι βρίσκουµε ότι: 

 

 

δηλαδή τα σαρκοφάγα του 1C  έχουν καταβροχθίσει 3 φυτοφάγα του 1V  τα σαρκοφάγα του 

2C  έχουν καταβροχθίσει 2,5  του 2V  και τα σαρκοφάγα του έχουν καταβροχθίσει 8 του 3C . 

Άρα έχουν τραφεί αποκλειστικά και µόνο µε φυτοφάγα από το αντίστοιχο είδος τους. 

 

Παρατήρηση. Παρατηρούµε ότι ο αντίστροφος του πίνακα: 
 

 

 

που είναι διαγώνιος, είναι ο επίσης διαγώνιος πίνακας 
 

 

στοιχεία του οποίου είναι τα αντίστροφα των στοιχείων του πρώτου. Αυτό δεν είναι 

συµπτωµατικό. Ισχύει γενικά ότι ο αντίστροφος ενός διαγώνιου πίνακα: 

 

είναι ο πίνακας 

 

 

 
 

8. Ανάδειξη ηγέτη 

Έστω V  ένα µη κενό πεπερασµένο σύνολο και Ε µία σχέση του V  έτσι ώστε 

∆∩Ε =∅ , όπου ∆ η διαγώνιος του  V V× . Το ζεύγος ( V,Ε) καλείται προσανατολισµένο 

1/ 3 0 0

( ) 0 2 / 5 0

0 0 1/ 8

ika

 
 =  
 
 

1 2 3V V V 1 2 3C C C 1 2 3C C C

1
1/ 3 0 0 3 0 0

( ) 0 2 / 5 0 0 5 / 2 0

0 0 1/ 8 0 0 8

kjx

−
   
   = =   
   
   

1/ 3 0 0

0 2 / 5 0

0 0 1/ 8

 
 
 
 
 

3 0 0

0 5 / 2 0

0 0 8

 
 
 
 
 

11

22

0 0

0 0

0 0 nm

a

a

a

 
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯

11

22

1/ 0 0

1/0 0

1/0 0 nm

a

a

a

 
 
 
 
 

⋯

⋯

⋯



9 

 

1

0
ijε


= 


γράφηµα µε σύνολο κορυφών V  και σύνολο ακµών Ε.  Αν (u,w) E∈  τότε λέµε ότι η ακµή 

(u,w) έχει φορά (προσανατολισµό) από το u στο w . Μία ακολουθία ακµών 
( , )i iu w

 καλείται 

µονοπάτι µήκους p µε αρχή το iu
 , και πέρας το pw

 , εάν 1 , 1, 2,..., 1i iu w i p+ = = −
 . Εάν 

1 pu w=
 το µονοπάτι καλείται κύκλωµα. Έστω ότι οι κορυφές ενός ( V , E ) είναι µαθητές µιας 

τάξης. Λέµε ότι ο υ έχει επιρροή τάξης p επί του w, εάν υπάρχει µονοπάτι µήκους p µε αρχή 

τον υ και πέρας τον w και δεν υπάρχει άλλο µικρότερου µήκους. Ένας µαθητής καλείται 

ηγέτης εάν έχει επιρροή κάποιας τάξης σε όλους τους υπόλοιπους και οµόφωνος ηγέτης, εάν 

έχει επιρροή τάξης 1 (= άµεση επιρροή που σηµαίνει ότι ο 2ος µαθητής του ζεύγους, σέβεται 

τη γνώµη του 1ου πάνω από όλων των άλλων) σε όλους. Ο πίνακας Μ = ( ijε )  µε : 

 

          

 

καλείται πίνακας πρόσπτωσης του (V, Ε). 

Θέτουµε  ,που 

παριστάνει το σύνολο των κορυφών που δέχονται επιρροή τάξης p  από την κορυφή i (δηλ. 

των κορυφών που επηρεάζει µε τάξη  p,η, i) και όπου 
( )k

ijε
 είναι το ( ,i j ) στοιχείο του 

kM . 

Τότε το σύνολο όλων των επιρροών της i  είναι (αν το V  έχει η  στοιχεία) 

 

Αποδεικνύεται ότι : Ο µαθητής i  είναι ηγέτης 

{ }i iI V u⇔ = −
 . Αν (V,Ε)  είναι το παρακάτω : 

 

να βρεθεί αν υπάρχει ηγέτης.  Οι ακµές του 

προσανατολισµένου γραφήµατος είναι τα παρακάτω ζεύγη: 

(5, A), (Α, Γ), (Γ, Β), (A, A), (A, Ε). Συνεπώς το σύνολο Ε είναι 

Ε = {(Β, Α), (Α, Γ), (Γ, Β), (A, A), (A, Ε)}. 

Σχηµατίζουµε τον παρακάτω πίνακα : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο παραπάνω πίνακας έχει σχηµατιστεί ως εξής : 

1. Αν ο iu
, δεν έχει άµεση επιρροή στο , δηλαδή αν το διατεταγµένα ζεύγος ( iu

, iw
) δεν 

ανήκει στο σύνολο Ε θέτουµε 0. 

υ, 
Α Β Γ Α Ε 

Α 0 0 1 1 0 

Β 1 0 0 0 0 

Γ 0 1 0 0 0 

∆ 0 0 0 0 1 

Ε 0 0 0 0 0 

( , )i ju u E∈αν

όχιαν

(1) (2) ( 1)... n

i i i iI I I I −= ∪ ∪ ∪

{ }( ) (2) ( 1) ( ): , 0, 0,..., 0,p p p

i j ij ij ij ijI u i j oε ε ε ε−= ≠ = = = ≠
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2. Αν ο iu
, έχει άµεση επιρροή στο w, , δηλαδή αν το διατεταγµένα ζεύγος ( iu

, iw
,) ανήκει 

στο σύνολο Ε θέτουµε 1.  

Ο πίνακας προσπτώσεως του γραφήµατος είναι συνεπώς  

 

 

 

 

 

 

 

 

Έχουµε: 
{ } { } { } { } { }(1) (1) (1) (1) (1), , , , ,AI I I I IΒ Γ ∆ Ε= Γ ∆ = Α = Β = Ε = ∅

 

Βρίσκουµε τον πίνακα 
2Μ  για τις επιρροές 2ης τάξης. 

 

 

  

 

 

Έχουµε: 
{ } { } { } { } { }(2) (2) (2) (2) (2), , , , , ,AI I I I IΒ Γ ∆ Ε= Β Ε = Γ ∆ = Α = ∅ = ∅

 

Βρίσκουµε τον πίνακα 
3Μ , για τις επιρροές 3ης τάξης. 

 

 

 

 

 

 

Έχουµε : 
{ } { } { } { } { }(3) (3) (3) (3) (3), , , ,AI I I I IΒ Γ ∆ Ε= ∅ = Ε = ∆ = ∅ = ∅

 

Βρίσκουµε τον πίνακα 
4Μ , για τις επιρροές 4ης τάξης.  

 

 

 

Έχουµε : 

{ } { } { } { } { }(4) (4) (4) (4) (3), , , ,AI I I I IΒ Γ ∆ Ε= ∅ = ∅ = Ε = ∅ = ∅
 

Το σύνολο όλων των επιρροών της κορυφής Α είναι: 

{ } { } { } { }(1) (2) (3) (4) , , , , , .A A A A AI I I I I V A= ∪ ∪ ∪ ∪= Γ ∆ ∪ Β Ε ∪∅∪∅ = Β Γ ∆ Ε = −
 

Το σύνολο όλων των επιρροών της κορυφής Β είναι: 

0 0 01 1

0 0 0 01

( ) 0 0 0 01

0 0 0 0 1

0 0 0 0 0

ijM ε

 
 
 
 = =
 
 
 
 

2

0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

M M M

     
     
     
     = × = =
     
     
     
     

i

3 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

M M M

     
     
     
     = × = =
     
     
     
     

i

4 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

M M M

     
     
     
     = × = =
     
     
     
     

i
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{ } { } { } { } { }(1) (2) (3) (4) , , , , .B B B B BI I I I I V= ∪ ∪ ∪ ∪ = Α ∪ Γ ∆ ∪ Ε ∪∅ = Α Γ ∆ Ε = − Β
 

Το σύνολο όλων των επιρροών της κορυφής Γ είναι: 

{ } { } { } { } { } { }(1) (2) (3) (4) , , , .I I I I I VΓ Γ Γ Γ Γ= ∪ ∪ ∪ = Β ∪ Α ∪ ∆ ∪ Ε = Α Β ∆ Ε = − Γ
 

Το σύνολο όλων των επιρροών της κορυφής ∆ είναι: 

{ } { } { } { }(1) (2) (3) (4) , , , , , , .I I I I I V∆ ∆ ∆ ∆ ∆= ∪ ∪ ∪ = Ε ∪∅∪∅∪∅ = Α Β ∆ Ε = Ε = − Α Β Γ ∆
 

Το σύνολο όλων των επιρροών της κορυφής Ε είναι: 
(1) (2) (3) (4) .I I I I IΕ Ε Ε Ε Ε= ∪ ∪ ∪ =∅∪∅∪∅∪∅ =∅

 
Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι υπάρχουν τρεις ηγέτες : οι µαθητές A, Β και Γ, όπως 

προκύπτει από το σύνολο επιρροών καθενός από αυτούς αφού έχουµε: 

ΙΑ={Β,Γ,∆,Ε} = V-{Α},    ΙΒ ={Α,Γ,∆,Ε} = V-{Β},  ΙΓ ={A,B,∆,E} = V-{Γ}. 

9. Εκτέλεση συνταγής 

Ένα φάρµακο παρασκευάζεται µε συνδυασµένη χρήση τριών ουσιών iO
, i = 1,2,3 και 

πρέπει να περιέχει 26 mgr Na, 46 mgr Fe και 57 mgr Cu. Η περιεκτικότητα 1 gr της Ο, σε 

mgr Na, Fe, Cu είναι αντίστοιχα (1,1,1), (1,2,2) και (1,2,3). Να βρεθεί αν υπάρχουν και ποιες 

είναι οι ποσότητες από τις iO
, i = 1,2,3, που απαιτούνται για την εκτέλεση της συνταγής. 

Αν διαθέτουµε 20 gr από καθεµία από τις iO
, i = 1,2,3, επαρκούν αυτά για να 

εκτελεσθεί πάλι η συνταγή ; Έστω ότι απαιτούνται ix
, i =1,2,3 gr από την ουσία iO

, i =1,2,3 

αντίστοιχα. Τα ix
 gr της 1O

περιέχουν 1 · 1x
 mgr Na, τα 2x

 gr της 2O
 περιέχουν 1 · x2 mgr 

Na και τα 3x
 gr της Ο3 περιέχουν 1 · 3x

 mgr Na. Τότε θα πρέπει τα 1 · 1x
+1 · 2x

 +1 · 3x
mgr 

Na να µας κάνουν τα 26 mgr Na που απαιτείται να περιέχονται στο φάρµακο, δηλαδή 1x
+ 2x

 

+ 3x
= 26. Επίσης, τα 1x

 gr της 1O
περιέχουν 1 · 1x

 mgr Fe, τα 2x
gr της Ο2 περιέχουν 2 2x

 

mgr Fe και τα 3x
 gr της  3O

 περιέχουν 2 3x
 mgr Fe, οπότε 1x

+ 2 2x
 +2 3x

= 46 . Τέλος, τα 1x
 

gr της 1O
περιέχουν l 1x

, mg Cu, τα 2x
 gr της Ο2 περιέχουν 2 2x

 gr Cu και τα 3x
 gr της Ο3 

περιέχουν 3 3x
 mgr Cu, οπότε 1x

+2 2x
+3 3x

=57. Συνεπώς, έχουµε να ελέγξουµε αν το 

σύστηµα:   1x
+ 2x

 + 3x
= 26,     1x

+ 2 2x
 +2 3x

= 46 ,  1x
+ 2 2x

 +3 3x
=  57 . 

έχει λύση και αν ναί, να το λύσουµε. Αναγκαία και ικανή συνθήκη για να έχει λύση, είναι η 

τάξη τ(Α) του πίνακα Α των συντελεστών των αγνώστων, να είναι ίση µε την τάξη τ(Ε) του 

επαυξηµένου πίνακα Ε. Έχουµε λοιπόν: 

 

 

Άρα τ(Ε) = 3 = τ(Α), όπως φαίνεται από τη µορφή του τελευταίου πίνακα και επειδή 

τ(Α) = τ(Ε) = 3 = πλήθος αγνώστων, το σύστηµα έχει λύση και µάλιστα ακριβώς µία. 

Από τον τελευταίο πίνακα της (1) παίρνουµε τότε: 

1x
+ 2x

 + 3x
= 26 

2x
 + 3x

= 20 

3x
=11 

(1)

261 1 1 26 261 1 1 1 1 1

461 2 2 0 20 0 201 1 1 1

3 571 2 0 31 0 01 2 1 11

E

     
     

=      
     

    

⋮ ⋮ ⋮

⋮ ∼ ∼⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮
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και µε αντίστροφη αντικατάσταση βρίσκουµε  2x
= 20 -11 = 9 και 1x

 =26-9-11 = 6. 

Άρα θα χρησιµοποιηθούν 6gr της 1O
 9 gr της Ο2 και 11 gr της Ο3 για την εκτέλεση της 

συνταγής, µετά την οποία αποµένουν 20 - 6 = 14 gr της Ο1, 20 - 9 = 11 gr της 2O
 20 -11 = 9 

gr της Ο3. Άρα η Ο3 που µένει δεν επαρκεί για να εκτελεσθεί πάλι η ίδια συνταγή. 

Αν αντί 3x3 είχαµε 2x3 από τα δεδοµένα, το σύστηµα δεν θα είχε λύση. 

Η παραπάνω µέθοδος επίλυσης του συστήµατος, µε το όνοµα “Μέθοδος (της 

τριγωνικής απαλοιφής) του Gauss” χρησιµοποιείται στους Ηλεκτρονικούς Υπολογιστές, αντί 

της µεθόδου του Cramer. Η µέθοδος του Gauss απαιτεί πιο λίγες πράξεις, πράγµα πολύ 

σηµαντικό, όπως γίνεται φανερό στην παρακάτω εφαρµογή. 

 

10. ∆ιαιτητική διατροφή 

∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας περιεκτικότητας τροφών. 

 
Ασκορβικό οξύ (mg) 

βιταµίνη Q 

Πρωτεΐνες 

(g) 
Θερµίδες Ca (g) 

100 g κρέας 0 20 325 0,01 

100 g νωπά 

λαχανικά 
15 1 80 0,04 

100 g γάλα 1,5 3,3 70 0,12 

100 g σπανάκι 50 2.3 22 0,07 

ηµερήσια ποσότητα 
60 70 3.000 1 

 

Ένα άτοµο θέλει µε το ένα από τα δύο γεύµατα να πάρει το µισό της ηµερήσιας 

απαιτούµενης ποσότητας, πρωτεϊνών, βιταµίνης C και ασβεστίου, αλλά µόνον 700 θερµίδες. 

Τί ποσότητα από την κάθε τροφή πρέπει να πάρει; Έστω ΧΧ,Χ2,Χ3 και χ4 η ζητούµενη 

ποσότητα από κρέας, νωπά λαχανικά, γάλα και σπανάκι, αντίστοιχα. Τότε τα 60/ 2 = 30 mgr 

βιταµίνης C θα τα συγκεντρώσει παίρνοντας 0 Χ1, από το κρέας, συν 15Χ2 από τα νωπά 

λαχανικά, συν 1,53 από το γάλα, συν 50x4 από το σπανάκι δηλαδή: 

2 3 415 1.5 50 30x x x+ + =  (1) 

70/2 = 35 gr πρωτεΐνης θα τα συγκεντρώσει παίρνοντας 20χ1? από το κρέας, συν 1χ2 από τα 

νωπά λαχανικά, συν 3,3χ3 από το γάλα, συν 2,3χ4 από το σπανάκι, δηλαδή : 

1 2 3 420 3.3 2.3 35x x x x+ + + =  (2) 

Όµοια βρίσκουµε για τις 700 θερµίδες ότι: 

1 2 3 4325 80 70 22 700x x x x+ + + =
 (3) 

Τέλος βρίσκουµε για τα 1 / 2 = 0,5 gr ασβεστίου ότι: 

1 2 3 40.01 0.04 0.12 0.07 0.5x x x x+ + + =
 (4) 

Για να έχει ακριβώς µία λύση το σύστηµα των (1), (2), (3) και (4) πρέπει τ^) = 4. 
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Θεωρούµε τον επαυξηµένο πίνακα Ε του συστήµατος και εφαρµόζοντας στοιχειώδεις 

µετασχηµατισµούς γραµµών, φθάνουµε στον τελευταίο παρακάτω ισοδύναµο (από πλευράς 

τάξης) πίνακα: 

 

 

 

 

 

0.05 0.165 0.115 1.75 0.05 0.165 0.115 1.751 1

(15)0 1.5 50 30 0 0.1 3.3331 2

(10)0 63.75 16.375 15.375 131.25 0 0 227.875 3.75

0 0.0395 0.11835 0.06885 0.4825 0 0 0.1144 0.06265 0.4036

   
   
   
   − −
   

−   

∼

 
 

0.05 0.165 0.115 1.75 0.05 0.165 0.115 1.751 1

0 0.1 3.333 0 0.1 3.3331 2 1 2

0 0 22.7875 0.375 0 0 22.7875 0.3751 1

(2.54424)0 0 0 0.3607 0 0 0 0.14181

   
   
   
   − −
   
   

∼ ∼

 
 

Άρα,  τ(Λ)=4. Από τον τελευταίο πίνακα παίρνουµε, αντικαθιστώντας αντίστροφα 

από την τελευταία γραµµή προς την πρώτη, χ4=0,1418, χ3=3,606 χ2=1,1667 και Xj=1,0804 

εκατοντάδες gr. Άρα χρειάζεται περίπου 108 g κρέας, περίπου 117 g νωπά λαχανικά, περίπου 

361 gr γάλα και περίπου 14 g σπανάκι.  

Υπολογίζεται ότι µε τη µέθοδο του Gauss ένα σύστηµα 4x4 χρειάζεται για να λυθεί 

36 πολλαπλασιασµούς, 10 διαιρέσεις και 36 αφαιρέσεις, ενώ µε τη µέθοδο Cramer 200 

πολλαπλασιασµούς, 4 διαιρέσεις και 115 αφαιρέσεις.  

Παρατηρούµε ότι η ορίζουσα του πίνακα των συντελεστών των αγνώστων του 

συστήµατος των εξισώσεων (2), (1), (3), (4) είναι ίση µε το γινόµενο των εκάστοτε 

διαγώνιων στοιχείων (στροφέων), δηλαδή είναι ίση µε 20·15·10· 2,54424=7632,72. 

 

11. ∆ιατροφή βακτηρίων 

Σ’ ένα δοκιµαστικό σωλήνα βάζουµε κάθε µέρα τρεις οµάδες βακτηρίων Οi i = 1,2,3, 

που τρέφονται από τρεις πηγές Πi, i = 1,2,3. Η ηµερήσια κατανάλωση τροφής του κάθε 

βακτηρίου της Ο1 από κάθε µία από τις τρεις πηγές iΠ , αντίστοιχα, είναι (1,1,1) µονάδες, της 

Ο2 είναι (1,2,3) και της Ο3 είναι (1,3,5) µονάδες. Ηµερήσια διαθέτουµε 15.000 µονάδες της 

Π1, 30.000 της Π2 και 45.000 της Π3. Να βρεθεί αν και πόσα βακτήρια µπορούν να τραφούν 

από κάθε οµάδα. Έστω ix
 = 1,2,3 ο άγνωστος αριθµός βακτηρίων της οµάδας Ο1, i = 1,2,3, 

αντίστοιχα. Τότε τα βακτήρια x1 της Ο1 καταναλώνουν 1 · x1 µονάδες από την πηγή Π1 , τα 

βακτήρια x2 της O2 καταναλώνουν από την Π1 , 1 · x2 µονάδες και τα βακτήρια x3 της Ο3 

καταναλώνουν από την Π1, 1 · χ3 µονάδες. Άρα από την Π1 καταναλώνονται από τα 

βακτήρια και των τριών οµάδων lx, + lx2 + 1χ3 µονάδες που πρέπει να µας κάνουν τις 15.000 

µονάδες που διαθέτουµε για την Π}, δηλαδή η + χ2 + χ3 =15.000. Όµοια βρίσκουµε ότι από 

την Π2 καταναλώνονται + 2Χ2 + 3Χ3 µονάδες από βακτήρια και των τριών οµάδων, οπότε 

πρέπει  x1 + 2x2 + 3x3 = 30.000. Τέλος τα βακτήρια και των τριών οµάδων καταναλώνουν 

από την Π3, x1 + 3 x2 + 5x2 µονάδες, οπότε πρέπει x1 + 3 x2 + 5 x3 = 45.000 . 

(20)0 15 1.5 50 30 3.3 2.3 351

20 3.3 2.3 35 0 15 1.5 50 301

325 80 70 700 325 80 70 70022 22

0.01 0.04 0.12 0.07 0.5 0.01 0.04 0.12 0.07 0.5

E

   
   
   =
   
   
   

∼
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Φθάνουµε δηλαδή στο ότι τα x1, i = 1,2,3 πρέπει να επαληθεύουν το σύστηµα των τριών 

γραµµικών εξισώσεων:                   x1 + x2 + x3 =15.000 

x1 + 2 x2 + 3 x3 = 30.000 . 

x1 + 3 x2 + 5 x3 = 45.000 

Αναγκαία και ικανή συνθήκη για να έχει λύση το σύστηµα αυτό είναι: η τάξη τ(Α) του 

πίνακα Α των συντελεστών των αγνώστων xi i = 1,2,3 να είναι ίση µε την τάξη τ(Ε) του 

επαυξηµένου πίνακα Ε το οποίο και ελέγχουµε. Είναι: 

Άρα τ(Ε) = 2 όπως φαίνεται από την (1). Επειδή οι τάξεις είναι ίσες µεταξύ τους αλλά ισχύει 

τ(Α) = τ(Ε} = 2 < 3 που είναι το πλήθος των αγνώστων, το σύστηµα έχει λύση, αλλά η λύση 

δεν είναι ακριβώς µία. (υπάρχει απειρία λύσεων όπως γενικά συµβαίνει στην περίπτωση µη 

αδυνάτων συστηµάτων µε µικρότερο πλήθος εξισώσεων από πλήθος αγνώστων). 

Ορίζουµε αυθαίρετα 3-2 = 1 άγνωστο, έτσι ώστε ο πίνακας των συντελεστών των 

υπολοίπων 3-1 = 2 αγνώστων να έχει τάξη 2. Π.χ. θέτουµε x3 = α και από τον τελευταίο 

πίνακα της (1) παίρνουµε ότι: 

x1 + x2 + α = 15.000 

x2 + 2α = 15.000 ’ 

δηλαδή x2 =15.000 -2α, οπότε x1 = α. Η λύση του συστήµατος λοιπόν είναι (a, 15.000 - 

2α,α). Επειδή όµως τα xi , i = 1,2,3 είναι πλήθος βακτηρίων, πρέπει 
0 1, 2,3ix i≤ ∀ =

 . ∆ηλαδή 

0 15.000 2a≤ −  και 0 a≤  . Άρα πρέπει 0 7.500a≤ ≤ . Συνεπώς πρέπει 
0 7.500ix≤ ≤

, 

30 7.500x≤ ≤
 και 20 15000x≤ ≤

. Π.χ. µπορούν να τραφούν: 

0 βακτήρια της Ο1, 15.000 της Ο2 και 0 της Ο3 (ακραία περίπτωση) 

ή 3.000 βακτήρια της Ο1, 9.000 της Ο2 και 3.000 της O3 

ή 5.000 βακτήρια της Ο1, 5.000 της Ο2 και 5.000 της Ο3 ... κ.λπ. 

ή 7.500 βακτήρια της Ο1, 0 της Ο2 και 7.500 της Ο3 (ακραία περίπτωση). 

 

12. Λήψη βιταµινών 

1 g τροφής T1 έχει 1 µονάδα βιταµίνης Α, 3 βιταµίνης Β, 4 βιταµίνης C και 2 βιταµίνης Ε. 

1 g τροφής Τ2 έχει 2 µονάδες βιταµίνης Α, 3 βιταµίνης Β, 5 βιταµίνης C και 4 βιταµίνης Ε.  

1 g τροφής Τ3 έχει 3 µονάδες βιταµίνης Α, 0 βιταµίνης Β, 3 βιταµίνης C και 6 βιταµίνης Ε. 

Ένα άτοµο που τρέφεται µε τις Τ1, Τ2 και Τ3, θέλουµε να πάρει 11 µονάδες βιταµίνης Α, 9 

βιταµίνης Β, 20 βιταµίνης C και 22 βιταµίνης Ε. 

Να βρεθούν, αν υπάρχουν, όλες οι δυνατές ποσότητες από κάθε τροφή, που δίνουν τις 

βιταµίνες που θέλουµε. Μεταξύ ποιών ορίων κυµαίνεται η ποσότητα της τροφής Τ3;  

Αν x1, x2 , x3 είναι οι ποσότητες από τις Τ1,Τ2,Τ3 αντίστοιχα, που πρέπει να καταναλώσει 

το άτοµο αυτό, για να συγκεντρώσει τις απαιτούµενες βιταµίνες, θα έχουµε το σύστηµα : 

  

 

Για να έχει λύση, πρέπει τ(Α) = τ(E). Ο επαυξηµένος πίνακας Ε του συστήµατος 

µετασχηµατίζεται διαδοχικά. 

 

(1)

150001 1 1 15000 150001 1 1 1 1 1

3 300001 2 0 15000 0 150001 2 1 2

3 5 450001 0 30000 0 0 0 02 4

E

     
     

=      
     

    

⋮ ⋮ ⋮

⋮ ∼ ∼⋮ ⋮

⋮ ⋮ ⋮

1 2 32 3 11x x x+ + =1 23 3 9x x+ = 1 2 34 5 3 20x x x+ + = 1 2 32 4 6 22x x x+ + =

3 3 31 2 11 1 2 11 1 2 11

3 3 0 9 0 3 9 0 3 824 1

5 3 20 0 3 9 0 0 0 04 24

6 0 0 0 0 0 0 0 02 4 22

E

     
     

− − −     =
     − − −
     
     

∼ ∼
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Άρα τ(Α) = τ(Ε) = 2 < 3. Το σύστηµα λοιπόν έχει λύση, αλλά όχι µονοσήµαντα 

ορισµένη. Ορίζοντας αυθαίρετα τον άγνωστο χ3=α παίρνουµε από τον τελευταίο πίνακα της 

(1) ότι: 

οπότε 2x  = 8 - 3α και  1x =11- 2(8 - 3α) - 3α = -5 + και 

3α . Οι λύσεις του συστήµατος είναι λοιπόν (-5 + 3α,8 - 3α, α). Επειδή όµως πρόκειται για 

ποσότητες τροφών, πρέπει ix , >0, i = 1,2,3. Έτσι παίρνουµε 
3

5

3
x ≥ και 

3

8

3
x ≤   δηλαδή 

3

5 8

3 3
x≤ ≤  που είναι και τα ζητούµενα όρια για την ποσότητα της τροφής Τ3. Έτσι όλες οι 

δυνατές ποσότητες καθορίζονται από τις σχέσεις 1 3
3 5x x= −

, 2 3
8 3x x= −

, 
3

5 8

3 3
x≤ ≤

 . Π.χ. 

για  3
x

= 2g βρίσκουµε  
1

x  = 1 g και 
2

x  = 2 g. Παρατηρούµε ότι αν π.χ. αντί για 20 g 

βιταµίνης C, απαιτούσαµε 21 g, τότε το πρόβληµα δε θα είχε λύση. 

 

13. Έµµεση ιδιοκατανάλωση φυτοφαρµάκων 

Ένα άτοµο καταναλώνει ετήσια 
1

x  το πλήθος αµνούς και 
2

x  το πλήθος πουλερικά, µε (

1 2
,x x ) ≠  (0,0). Κάθε αµνός έµµεσα έχει καταναλώσει τρεφόµενος, 2 µg φυτοφαρµάκου φ} 

και 5 µg φυτοφαρµάκου 
1
ϕ . Επίσης, κάθε πουλερικό έχει καταναλώσει 1,2 και 1 µgr από τα 

φ1 και φ2 αντίστοιχα. Αν το άτοµο αυτό επιτρέπεται να καταναλώσει έµµεσα µg του φλ και 

λx2 µg του φ2, να βρεθούν τα λ, 
1

x  και 
2

x . (Ζητάµε δηλαδή να βρούµε αν η επιτρεπόµενη 

ποσότητα φί µπορεί να εκφρασθεί σε ποσοστό λ του ίδιου του µεγέθους (ιδιοτιµή) ix , i = 1,2, 

αντίστοιχα. Αφού κάθε αµνός καταναλώνει 2 µg και κάθε πουλερικό 1,2 µgr του φ1 , το 

άτοµο αυτό, καταναλώνοντας X] αρνιού και χ2 πουλερικά θα έχει καταναλώσει 2 ix  + 1,2
2

x  

µgr του φ1. Η ποσότητα αυτή πρέπει να µας κάνει την επιτρεπόµενη ποσότητα 

φυτοφαρµάκου δηλαδή πρέπει : 1 2 2
2 1.2x x xλ+ =

. Εξάλλου, κατά τον ίδιο τρόπο βρίσκουµε 

ότι: 1 2 2
5x x xλ+ =

. Το σύστηµα αυτό των δύο εξισώσεων γράφεται και: 

και είναι ένα οµογενές σύστηµα δύο γραµµικών εξισώσεων µε δύο αγνώστους 
1

x ,
2

x ,Επειδή 

ζητείται λύση διάφορη της µηδενικής : 1 2
( , ) (0,0)x x ≠

απαιτούµε η ορίζουσα των 

συντελεστών των αγνώστων του (1) να είναι ίση µε µηδέν: 

 

Αναπτύσσοντας, έχουµε: 
(2 )(1 ) 6 0λ λ− − − =  ή   

2 3 4 0λ λ− − =  (2) 

Οι λύσεις της εξίσωσης αυτής είναι 1
1λ = −

και 2
4λ =

. 

Για λ = -1  το (1) γίνεται: 
 

απ’ όπου, επειδή απαιτήσαµε τ(A)<2, παίρνουµε την απειρία λύσεων ( 2 20.4 ,x x−
) . Πρέπει 

(1)

1 2
2 3 11x x a+ + = 2

3 8x a+ =

1 2
(2 ) 1.2 0x xλ− + =

1 2
5 (1 ) 0x xλ+ − =

1,22
0

5 1

λ
λ

− =
−

1 2
3 1.2 0x x+ = 1 2

5 2 0x x+ =
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όµως 1 2
,x x

> 0, αφού πρόκειται για πλήθος αµνών και πουλερικών και τα 1 2
,x x

µηδενίζονται 

συγχρόνως. Οπότε, για 
2

x > 0 έπεται 
1

x <0 και άρα η λύση αυτή (για λ = -1) του συστήµατος 

απορρίπτεται ως λύση του προβλήµατος. 

Για λ = 4, το (1) γίνεται:   

απ’ όπου παίρνουµε, για τον ίδιο λόγο, την απειρία 

λύσεων (0,6
2

x  ,
2

x ) ως λύσεις του συστήµατος, που είναι και δέκτες ως λύσεις του 

προβλήµατος. Έτσι π.χ. για 
2

x  = 5 πουλερικά, έπεται 
1

x  = 3 αµνούς µπορεί να καταναλώσει 

το χρόνο, ή 3 πουλερικά και 1 / 2 αµνό κ.λπ.  

 

Παρατήρηση. Η εξίσωση (2) (αντιστ. το πολυώνυµο
2 3 4λ λ− − ) καλείται 

χαρακτηριστική εξίσωση (αντιστ. χαρακτηριστικό πολυώνυµο) του πίνακα 

 

και οι ρίζες του λ1, λ2 καλούνται χαρακτηριστικές τιµές ή ιδιοτιµές του 

πίνακα, ενώ τα διανύσµατα (-0,4, 
2

x ,
2

x ) και (0,6, 
2

x , 
2

x ) καλούνται ιδιοδιανύσµατα του 

πίνακα που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές λ1 και λ2 . 

 

14. Παρουσία φαρµάκου στο πλάσµα και στους ιστούς 

Οι ποσότητες χ(t) και y(f) ενός φαρµάκου Φ που υπάρχουν στο πλάσµα του αίµατος και 

στους ιστούς ενός ασθενούς µεταβάλλονται µε το χρόνο t ως εξής : 

( ) tx t Aeλ= , ( ) ty t Beλ= ,µε (Α,Β)≠ (0,0), λ∈ℝ . 

Να βρεθούν όλες οι τιµές των A, Β και λ, αν οι ρυθµοί µεταβολής '( )x t  και '( )y t

πληρούν συγχρόνως τις σχέσεις x'(t) = 3x(t)-2y(t) και '( )y t = 2x(t)-2y(t).  

Από το σύστηµα των (γραµµικών διαφορικών) εξισώσεων 

x'(t) = 3x(t)-2y(t) 
'( )y t = 2x(t)-2y(t) 

για x(t) = A
teλ , οπότε x'(t) = 2A

teλ και y(t) = B
teλ , οπότε y’(t) = λB

teλ παίρνουµε το σύστηµα 

των εξισώσεων λΑ
teλ  = 3A

teλ  -2B
teλ  και   λB

teλ =2A
teλ  -2B

teλ  και από αυτό, 

απλοποιώντας µε  
teλ που είναι διάφορο του µηδέν t∀  παίρνουµε το σύστηµα των 

γραµµικών, ως προς Α και Β, εξισώσεων: λΑ = 3Α-2Β και λΒ = 2Α-2Β ή ακόµη το οµογενές 

σύστηµα: (3-λ)Α-2Β = 0 και  2Α-(2+λ)Β = 0 . Επειδή ζητείται λύση (A, Β) * (0,0), 

απαιτούµε:  (1)  

 

και παίρνουµε - (3 - 2)(2 + λ) - 4 = 0, ή την (χαρακτηριστική) εξίσωση 
2 2 0λ λ− − =   µε 

ρίζες (ιδιοτιµές)  
1
λ = 2 και  

2
λ = -1. Για λ= 2 το (1)γίνεται:  Α-2Β = 0 και 2Α-4Β = 0 απ’ 

όπου έχουµε Α = 2Β, δηλαδή την απειρία λύσεων (ιδιοδιανύσµατα) (2Β,Β).(π.χ. (2,1), (1,1/2) 

κ.λπ.). Για λ = -1, το (1) γίνεται: 

4 2 0

2 4 0

A B

A B

− =

− =  
απ’ όπου έχουµε Β = 2Α, δηλαδή τις λύσεις (Α,2Α) (π.χ. (1, 2), (3, 6) κ.λπ.). Έτσι είναι: 

x(t) = 2ke2t, y(t) = ke2t, µε k∈ℝ , ή 

x(i) = ke-t , y(f) = 2k-t, µε k∈ℝ  

 

1 2
2 1.2 0x x− + =

1 2
5 3 0x x− =

2 1, 2

5 1

 
 
 

3 2
0

2 (2 )

λ
λ

−
=

− +
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15. Ανάπτυξη πληθυσµών βακτηρίων 

Τρεις πληθυσµοί βακτηρίων χ(t), y(t), z(t) αναπτύσσονται ως εξής: 

( ) tx t Aeλ= , ( ) ty t Beλ= , ( ) tz t Ceλ=  µε (Α,Β,C) ≠  ( 0,0,0) όπου t ο χρόνος. Να βρεθούν 

όλες οι τιµές των A,B,C και λ όταν οι ρυθµοί µεταβολής των πληθυσµών επαληθεύουν 

συγχρόνως τις: '( ) 2 ( )x t x t= , '( ) ( ) 7 ( ) 3 ( )y t x t y t z t= + + , '( ) 5 ( ) 4 ( ) 3 ( )z t x t y t z t= + +  

Από το σύστηµα των (διαφορικών) εξισώσεων: 

 

 

για ( ) tx t Aeλ= , οπότε '( ) tx t Aeλ= , για ( ) ty t Aeλ= , οπότε '( ) ty t eλλ= Β και για ( ) tz t Ceλλ= , 

οπότε '( ) tz t Ceλλ=  , παίρνουµε το σύστηµα: 

 

 

και απλοποιώντας µε e'J ^0, φθάνουµε στο γραµµικό, ως προς A,B,C σύστηµα: 

 

 

 

 

 

ή ακόµα στο οµογενές σύστηµα: 

(2 ) 0

(7 ) 3 0

5 4 (3 ) 0

C

A B C

λ
λ

λ

− Α =

Α+ − Β+ =

+ + − =

 

Για λύση διάφορη της µηδενικής, απαιτούµε : 

 

 

 

απ’ όπου παίρνουµε: 

(2 - λ)(7 - λ)(3 - λ) -12(2 - λ) = 0, ή (2 - λ)[(7 - λ)(3 - λ) -12] = 0, ή 

(2 - λ)(λ2 -10λ + 9) = 0. Οι ρίζες είναι 1
λ

 = 2, 2
λ

 = 9 και 3
λ

 = 1. 

Για λ=2 βρίσκουµε από το (1): A + 5B + 3C = 0 και   5Α + 4Β + C = 0. 

Το οµογενές σύστηµα αυτό, 2 εξισώσεων µε 3 αγνώστους, έχει πάντοτε απειρία λύσεων 

αφού δεν είναι αδύνατο. Έχουµε λοιπόν: 

απ’ όπου 

14 2

21 3
B C C= − = −

 και άρα 

10
5 3 3

3 3

C
A B C C C= − − = − =

δηλαδή τη λύση 

2
( , , )

3 3

C C
C

−

. 

Για λ=9 , βρίσκουµε από το (1):  
 

που είναι οµογενές 3 εξισώσεων µε 3 αγνώστους και έχει ασφαλώς µη 

µηδενική λύση : 

 

(1)

2

7 3

5 4 3

t t

t t t t

t t t t

Ae Ae

Be Ae Be Ce

Ce Ae Be Ce

λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ
λ
λ

=

= + +

= + +

'( ) 2 ( )

'( ) ( ) 7 ( ) 3 ( )

'( ) 5 ( ) 4 ( ) 3 ( )

x t x t

y t x t y t z t

z t x t y t z t

=

= + +

= + +

2

7 3

5 4 3

A A

B A B C

C A B C

λ
λ
λ

=

= + +

= + +

2 0 0

7 31 0

5 34

λ
λ

λ

−

− =

−

5 3 0 5 3 0 5 3 01 1 1

5 0 0 0 0 14 / 21 04 1 21 14 1

     
     
   − −   

∼ ∼

7 0

2 3 0

5 4 6 0

A

A B C

A B C

− =

− + =

+ − =

0 0 01
7 0 0 0 0 0 01

3
3 01 2 0 3 0 0 02 1 2

5 6 04 0 6 04
0 0 0 0

 
    −
 −   

− −     
    − −     
 

∼ ∼
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∆ηλαδή , έπεται ότι  

3
, 0

2

C
B A= = ,  

oπότε έχουµε τη 

 λύση 
3

0, ,
2

C
C

 
 
 

, 

Για λ=1 , βρίσκουµε από το (1) : 

 

 

 

 

 

Πάλι οµογενές 3 εξισώσεων µε 3 αγνώστους που ασφαλώς έχει µη µηδενική λύση :  

  

 

 

, 0
2

C
B A= − =  ∆ηλαδή, έχουµε ότι 

 

οπότε η λύση είναι 0, ,
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. Έτσι έχουµε ότι: 

 

 

 

 

 

 

 

 

16. Θεραπεία ασθενούς 

Για τη θεραπεία ασθενούς µε συνδυασµένη χρήση 3 φαρµάκων Φ,, ι = 1,2,3 

απαιτούνται 1 mgr αντιπυρετικού, λ mgr αντιβιοτικού και λ2 mgr αναλγητικού. Αν η 

περιεκτικότητα 1 gr του Φ,, ί = 1,2,3 στις 3 παραπάνω ουσίες είναι αντίστοιχα (Λ, 1,1), 

(1,2,1) και (1,1, λ) mgr, να βρεθεί για ποιες τιµές του 2 υπάρχουν τριάδες ποσοτήτων των Φ;, 

που να µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να θεραπευθεί ο ασθενής.  

Εργαζόµενοι όπως στην προηγούµενη εφαρµογή, φθάνουµε στο σύστηµα: 

 

 

Το σύστηµα αυτό έχει ακριβώς µία λύση όταν : 
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2 1 1

1 2 2 9 0
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, δηλαδή όταν λ≠ 1 και λ≠  -2 . Σ’ αυτήν την περίπτωση, µε τον κανόνα του Cramer π.χ., 

βρίσκουµε 

          και  

 

 

Επειδή όµως πρέπει   1, 2, 3,x x x
  0λ >  ως ποσότητες 

ουσιών, η περίπτωση αυτή απορρίπτεται, γιατί δίνει 1x
> 0 για λ > 0. 

Αν λ = 1, τότε το σύστηµα γίνεται : 1 2 3 1x x x+ + =
και έχει τ(Α) = τ(Ε) = 1. Άρα, 

ορίζοντας αυθαίρετα 3-1 = 2 αγνώστους π.χ.  2x  και  3x  βρίσκουµε άπειρες τριάδες (

2 3 2 31 , ,x x x x− −
) που το επαληθεύουν, µεταξύ των οποίων και τέτοιες ώστε 1, 2, 3,x x x

>0 (π.χ. 

2x
=0,2, 3x

=0,1, 1x
=0,7).  

Αν λ = -2, τότε το σύστηµα γίνεται: 

 

και έχει τ( Α) = 2, αφού π.χ. 
2 1

3 0
1 2

−
= ≠

−
 και τ(Ε) = 3, αφού π.χ. 

 

 

 

 

Άρα τότε δεν έχει λύση. ∆ηλαδή, για λ = -2 δεν υπάρχει καµία τριάδα ποσοτήτων φαρµάκων 

Φι που να µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη θεραπεία του ασθενούς. Εξάλλου και να υπήρχε 

λύση για λ = -2, η τιµή αυτή θα απορρίπτονταν ως αρνητική, αφού το λ παριστάνει ποσότητα 

συστατικού. Άρα, συµπερασµατικά, µόνο για λ = 1 έχει λύση το πρόβληµα. 
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