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1. Εξισώσεις έλλειψης 

Ορίζουµε ως έλλειψη (C), µε εστίες τα σταθερά σηµεία E Ε', το γεωµετρικό 
τόπο των σηµείων Μ  και του επιπέδου για τα οποία είναι d(M,E)+d(M, Ε')=2α, 
α=σταθερό.  Η σταθερή απόσταση d(Ε,Ε')=2γ  λέγεται εστιακή απόσταση της 
έλλειψης. 

 
2. Αναλυτική εξίσωση έλλειψης 

Για να βρούµε την εξίσωση της έλλειψης, εκλέγουµε ορθοκανονικό σύστηµα 
αξόνων Oxy ως εξής: Ως άξονα τετµηµένων θεωρούµε την ευθεία Ε΄Ε και ως άξονα 
τεταγµένων τη µεσοκάθετη του Ε'Ε. 

Για το τυχαίο σηµείο Μ  της 
έλλειψης, από τρίγωνο MEΕ΄ είναι 
ME+ΜE' 〉EE΄ ⇔2α>2γ ⇔α γ〉 (1) Τότε, 
αφού E(γ,0), Ε' (-γ, 0) είναι: Το Μ(x, y) 
είναι το σηµείο της έλλειψης 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 22 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

, , ' 2

2

2 2 2

2 2 2 2 2 4

2 2 4 4

4 2

2

d M E d M E a

x y x y a

x y x y x

x y x x y x x y x x y x

x y x y x

x y x x y

x y

γ γ

γ γχ γ γ α

γ γ γ γ γ γ γ γ α

γ γ γ α

γ γ α γ

α γ

↔ + = ⇔

⇔ − + + + + =

⇔ + + − + + + + =

   ⇔ + + − + + + + + + + − + + + =   

⇔ + + + + + − =

⇔ + + − = − + +

− − −
⇔
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

2 22 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2

2 22 2 2 2 2 2

0

4 4 4

0

0 2

0
1

x y x x y x y

x y

x

x y

x y x y

x y

γ γ α γ α γ

α α γ

α γ α γ α α γ

α γ β α β
α β

α ββ α α β

 ≥ 
 

+ + − = + + + − + +  

 − + − − ≥ 
⇔  

− + = −  

 − =  − + − ≥
   

⇔ − + − ≥ ⇔ Σ   
+ = Ε   

+ =   

Παρατηρούµε  ότι  από  (Ε) 

2
2 2 2 2

2

2
2 2 2 2

2

1 0

1 0

x
x x

y
y y

α α
α

β β
β

 
≤ ⇒ ≥ ⇒ − ≥  

⇒  
 ≤ ⇒ ≥ ⇒ − ≥
  

 

( ) ( )2 2 2 2 0x yα β⇒ − + − ≥   άρα  (Σ) ⇔(Ε). 

Ώστε: Αν Μ(x,y) σηµείο του τόπου 
2 2

2 2
1

x y

α β
⇔ + = . Άρα, η εξίσωση της έλλειψης, 

ως προς το σύστηµα αξόνων που εκλέξαµε, είναι η 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  µε 2 2 2β α γ= − . 
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3. Μορφή και στοιχεία µίας έλλειψης (C): 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =   όπου 2 2 2β α γ= −  

Παρατηρούµε ότι: 
α) Για y=0 η εξίσωση της έλλειψης δίνει x= α± . 
Άρα, η καµπύλη (C) τέµνει τον άξονα x΄x στα 
σηµεία Α(α,0) και Α ́ (-α,0) που θα τα λέµε κύριες 

κορυφές ενώ το τµήµα ΑΑ' για το οποίο είναι 

΄
→

ΑΑ =2α  θα το λέµε µεγάλο άξονα της έλλειψης. 
 

β) Για x=0 η εξίσωση της έλλειψης 
δίνει y=±Β . Άρα, η καµπύλη. (C) 
τέµνει τον άξονα y'y στα σηµεία 
Β(0,β) και Β' (0,-β) που τα λέµε 
δευτερεύουσες κορυφές ενώ το 

τµήµα BB', για το οποίο είναι ΄
→

ΒΒ =2β  
το λέµε µικρό άξονα της έλλειψης. 

 

γ) Αν το σηµείο Ρ(ξ, η) ( ) ( ) ( ) ( )2 22 22 2

2 2 2 2 2 2
( ) 1, 1, 1C

ξ ξη ηξ η
α β α β α β

− −− −
∈ ⇔ + = + = + =  

που σηµαίνουν ότι, τα σηµεία  1Ρ  (ξ, -η), 2Ρ  (-ξ, η), 3Ρ  (-ξ, -η) ανήκουν στην 

έλλειψη και άρα, η καµπύλη της  έλλειψης είναι συµµετρική ως προς τους άξονες x΄x, 
y'y και την αρχή Ο των αξόνων. 
 

δ) Από την εξίσωση της έλλειψης προκύπτει  

ότι:

2
2 2

2

2

2 2
2

1

1

x
x

x x

y yy
y

α
α α αα
β β β

ββ

   ≤≤  ≤ − 〈 ≤      
⇔ ⇔ ⇔       

≤ − 〈 ≤      ≤ ≤   

� �

� �
 Αυτό σηµαίνει ότι η 

καµπύλη της έλλειψης είναι εσωτερική του ορθογωνίου παραλληλογράµµου µε 
εξισώσεις πλευρών x=α, χ=-α, y=β, y=-β. 
 
 
 
 
ε) Η καµπύλη (C) της έλλειψης είναι η ένωση των 
γραφηµάτων των συναρτήσεων  

( ) [ ]

( ) [ ]

2 2
1

2 2
2

,

,

F x x

F x x

β
α α α

α
β
α α α

α

= − −

= − − −
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(που προκύπτουν αν η εξίσωση της έλλειψης λυθεί ως προς y). Εύκολα βλέπουµε ότι 

R( 1f )=[0,β], R( 2f )=[-β,0]. 

  
στ) Ονοµάζουµε εκκεντρότητα της 
έλλειψης και θα τη συµβολίζουµε µε ε, το 

λόγο γ
α

  , δηλαδή  ε= γ
α

. Επειδή γ 〈 α ⇒ 

ε<1. Ειδικά παρατηρούµε ότι: 
Αν ε=0 ⇔ γ=0 οπότε Ε΄∈Ε και α=β, 

τότε η έλλειψη είναι περιφέρεια (0,α). 

Αν ε=1 ⇔ γ=α τότε οι εστίες E, Ε' 
ταυτίζονται µε τις κορυφές A, Α' 
αντίστοιχα και η καµπύλη της έλλειψης 
εκφυλίζεται σε "διπλό" ευθύγραµµο τµήµα ΑΑ'. 
 

ζ) Αν αρχικά, όταν εκλέγαµε το σύστηµα αξόνων, προκειµένου να βρούµε το γ.τ. των 

σηµείων M για τα οποία είναι || ||ME
�������

+ || ||΄ΜΕ
��������

 =2α, θεωρούσαµε την Ε΄Ε ως άξονα 
των y και τη µεσοκάθετη του Ε΄Ε ως άξονα των και θα είχαµε τότε: E(0,γ), Ε' (0,-γ), 
αν και δουλεύοντας µε τον ίδιο τρόπο θα βρίσκαµε ότι ο τόπος (έλλειψη) έχει 

εξίσωση µε 
2 2

2 2
1

y x

α β
+ =  όπου και πάλι

2 2 2β α γ= − (⇔ α>β). 'Ετσι µε α>β έχουµε: 

  

Παράδειγµα 1.  Η έλλειψη (C): 
2 2

1
25 16

x y
+ =  

έχει: 2 2 2 2 225,  16,  9α β γ β α= = = − =  και 
άρα: α=5, β=4, γ=3. Οι εστίες της έλλειψης 
κείνται στον άξονα των x (αφού ο 
παρονοµαστής 25 του x είναι µεγαλύτερος του 
παρονοµαστή 16 του y) και άρα Ε(3,0), Ε' (-
3,0). Κύριες κορυφές: Α(5,0), Α'(-5,0). 
∆ευτερεύουσες κορυφές: Β(0,4), Β΄(0,-4). 

Μεγάλος άξονας || ||΄ΑΑ
��������

=10. Μικρός άξονας 

|| ||΄ΒΒ
��������

=8    Εκκεντρότητα   ε= 3

5
. 
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Παράδειγµα 2. Η έλλειψη (C): 
2 2

1
9 36

x y
+ =  έχει 

2 2 236, 9, 27α β γ= = =  άρα α=6, β=3, γ=3 3 . Οι 
εστίες κείνται στον άξονα των y και (αφού ο 
παρονοµαστής 36 του και είναι µεγαλύτερος του 

παρονοµαστή 9 του x)  άρα E(0, 3 3), Ε' (0, -3 3). 
Κύριες κορυφές: A(0,6), Α' (0,-6). ∆ευτερεύουσες 

κορυφές: Β(3,0), Β' (-3,0). Μεγάλος άξονας: || ||΄ΑΑ
��������

=12. Μικρός άξονας: || ||΄ΒΒ
��������

=6. Εκκεντρότητα 

3 3 3

6 2
ε = = . 

 

Συµπέρασµα: Η έλλειψη 
2 2

2 2

x y
ε
κ λ
= = =1  έχει τις 

εστίες της  στον άξονα xx΄ αν
2 2κ λ〉  και στον άξονα 

yy΄ αν 2 2λ κ> . 
 

Παρατήρηση. Τα α,β,γ είναι πλευρές ορθογωνίου 
τριγώνου (αφού 2 2 2β α γ= − ). 
Το τρίγωνο αυτό στην έλλειψη είναι το ΟΕΒ. 

η) Θεωρούµε την έλλειψη (C) του επιπέδου των αξόνων Oxy, που ο µεγάλος άξονας 
της είναι παράλληλος προς τον άξονα x΄x και το κέντρο της Ο' (xο, yo) είναι διάφορο 
του O. Κάνουµε παράλληλη µεταφορά του συστήµατος Oxy στο O'ΧΨ. Αν Μ είναι 
σηµείο της έλλειψης (C). µε συντεταγµένες (x,y) ως προς το Oxy και (Χ,Ψ) ως προς 
το Ο'ΧΨ ξέρουµε ότι είναι: 

( )0 0

0 0

1
x x x x

y y y y

= + Χ Χ = −   
⇔   

= + Ψ Ψ = −   
 

Όµως η έλλειψη (C) ως προς  το σύστηµα 

Ο'ΧΨ έχει εξίσωση  
2 2

2 2

x y

α β
= =1 άρα 

λόγω των (1) θα έχει εξίσωση 
2 2

0 0
2 2

( ) ( )
1

x x y y

α β
− −

= =  ως προς το 

αρχικό σύστηµα Oxy. Οι εστίες είναι  

0 0 0 0( ,  ),   ( ,  )x y ΄ x yγ γΕ + Ε −  και οι 

κορυφές είναι 0 0 0 0 0 0 0 0( ,  ),  ( ,  ),  ( ,  ),  ( ,  )x y ΄ x y x y ΄ x yα α β βΑ + Α − Β + Β − . Άρα: 

Η εξίσωση
2 2

0 0
2 2

( ) ( )
1

x x y y

α β
− −

= =  µε α β> , είναι εξίσωση έλλειψης µε κέντρο το 

Ο΄ (xο, yo) και µεγάλο άξονα παράλληλο προς τον x΄x. Όµοια βρίσκουµε ότι η 



7 

 

εξίσωση 
2 2

0 0
2 2

( ) ( )
1

x x y y

β α
− −

= =  µε  α<β, είναι εξίσωση έλλειψης µε κέντρο το Ο΄ 

(xο, yo) και µεγάλο άξονα παράλληλο προς τον yy΄. 

 

Παράδειγµα 3. Η εξίσωση 16 2x + 25
2y -32x + 100y -284=0 , (16 2x -32x+16)+(25

2y

+100y+100)-16-100-284=0 και 16 ( )21x − +25 ( )22y + =400 
( ) ( )2 2

1 2
1

25 16

x y− +
⇔ + =  

και συνεπώς είναι εξίσωση έλλειψης µε κέντρο Ο' (1,-2) και µεγάλο άξονα 
παράλληλο προς τον x’x. 
 

4. Παραµετρικές εξισώσεις έλλειψης (C): 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  µε  α>β. 

α) Έστω συναρτήσεις 
,

,

x t t

y t t

α συν
β ηµ
= ⋅ ∈ℜ 

 
= ⋅ ∈ℜ 

Αυτές αντικαθιστάµενες στην εξίσωση της 
έλλειψης δίνουν, 2 2 1t tσυν ηµ+ =  που είναι 
ταυτότητα ως προς t. Άρα είναι 
παραµετρικές εξισώσεις της έλλειψης. 
Μπορούµε συνεπώς να θεωρήσουµε ότι: Το 
τυχαίο σηµείο M(x=ασυνt, y=βηµt) της 
έλλειψης έχει  
1. Τετµηµένη, την τετµηµένη ενός σηµείου 
Γ της περιφέρειας C(0, α) για το οποίο 

ˆxO Γ  =t.  
2. Τεταγµένη, την τεταγµένη ενός σηµείου ∆ 
της περιφέρειας C' (0, β) για το οποίο ˆxOΛ  
=t. Έτσι µε t∈ [ο, 2π), αν γράψουµε τις 
περιφέρειες C(0,α), c' (0,β), θεωρήσουµε την τέµνουσα Ο∆Γ αυτών και φέρουµε από 
τα Γ, ∆ παράλληλες αντίστοιχα προς τους άξονες y'y και x΄x, το σηµείο τοµής Μ 
αυτών είναι σηµείο της έλλειψης. 
 

β) Ως παραµετρικές εξισώσεις της έλλειψης µπορούν να θεωρηθούν και οι 

( )2

2

2

1
,

1
2

,
1

t
x t

t

t
y t

t

α

β

 −
= ∈ℜ  + 

 = ∈ℜ + 

. Οι εξισώσεις αυτές ανάγονται στις προηγούµενες αν τεθεί 

(αποδεικνύεται ότι είναι δυνατόν τούτο) 
2

2 2

2
,

1

1 1

t t

t t
συνϕ ηµϕ =

−
+

=
+

 µε

, 2 ,
2

t k k
ϕ

εϕ ϕ π π= ≠ + ∈ℤ   και άρα δίνουν όλα τα σηµεία της έλλειψης εκτός από 

το Α' (-a,0). 
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∆ιευθετούσες της έλλειψης (C): 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  µε α>β. 

Ορισµός: ∆ιευθετούσα της (C), αντίστοιχη µε την εστία 

Ε(γ,0), ονοµάζουµε την ευθεία (δ): 
2

x
α
γ

= . 

∆ιευθετούσα της (C), αντίστοιχη στην εστία Ε ́ (-γ,0), 

ονοµάζουµε την ευθεία (δ): 
2

x
α
γ

= −   . Επειδή 

2 1
,  x

α α
α α α

γ γ ε
= ± = = >  έπεται ότι οι διευθετούσες (δ),(δ’) της  έλλειψης  δεν 

τέµνουν  την έλλειψη. 
 

Πρόταση: Αν  Μ  τυχαίο σηµείο της έλλειψης, τότε ισχύει: 
( , )

( ,( ))

d M E

d M
ε

δ
=  Απόδειξη: 

Έστω (C): 
2 2 2

2 2
1, ( ,0), ( ) :

yχ α
γ δ χ

α β γ
+ = Ε =  ή 

2

( ) : 0
α

δ χ
γ

− =  και 0 0 ( , )x yΜ  τυχαίο 

σηµείο  της  (C). Aφού 

( ) ( )

2 2
2 2 2 2 2 20 0

0 02 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2
0 0 0 0 0

( )

 (1)

x y
C x y

x y x y x

β α α β
α β

α γ α α α γ α α α γ α γ

Μ∈ ⇔ + ⇔ + = ⇔

− + = − ⇔ + + = +

  

Έχουµε:    

( ) ( )2 2 2 2 2
0 0 0 0 0

2

20 2
0

02 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2
0 0 0

24 2 2 2(1)
0 0

2
0

, 2

( , )

( ,( ))
( ( ))

1 0

2 2 2

2

d M E x y x y

d M E
x d Mx

d M x

x y x x y x x y x

x x x

xx x

x

γ γ γχ

α
δγ αγ α

δ
γ γ

γ γ γ α γ γ α α α γ α γγ
ε

αγ α γ α γ α

α γα γ α γ
ε ε

γ α

= − + = + + −


⇒ =−

− 
= = − = 

+ 

+ + − + + − + + −
= = = =

− − −

−+ −
= =

−

( )20

2
0x

ε
γ α

=
−

Το ίδιο ισχύει και για την εστία Ε' (-γ,0) και την αντίστοιχη διευθετούσα (δ'): 
2α

χ
γ
−  

 

Παρατήρηση: Για την έλλειψη (C): 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ = , α>β (που οι εστίες της κείνται  

στον y'y) ως διευθετούσες ορίζονται οι ευθείες 
2

1( ) : y
α

δ
γ

=  και  
2

2( ) : y
α

δ
γ

= − .  
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5. Σχετικές θέσεις ευθείας (ε):y=λχ+k και έλλειψης (C): 
2 2

2 2
1,  

x y
λ

α β
+ = ∈ℝ  

Έστω το σύστηµα    

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2
( )

2 0 (1)0

y x k

x y

y x ky x k

x xk kx y x k

λ

β α α β

λλ

β α λ α λ α ββ α λ α β

= + 
⇔ 

+ = 

= + = +    
⇔ Σ   + + + − =+ = + − =      

Παρατηρούµε  ότι  2 2 2 0β α λ+ ≠     λ∀ ∈ℜ . 
 

α) Όταν η (1) έχει δύο ρίζες διακεκριµένες στο ℝ
⇔∆>0, το (Σ) έχει δύο λύσεις στο 2

ℝ τις 
συντεταγµένες των σηµείων τοµής της (ε) και της 
(C).  
 

β) Όταν η (1) δεν έχει ρίζα στοℜ  = ∆<0, τότε η 
(ε) δεν έχει κοινά σηµεία µε την (C).   
γ) Όταν η (1) έχει διπλή ρίζα στο ℜ⇔∆=0

( ) ( )4 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

4 4 0

0

k k

k k k k

α λ α β β α λ

α λ β α λ β α λ β α λ β

⇔ − − + =

⇔ − − + + = ⇔ + =
  

η ευθεία (ε) και η έλλειψη (C) έχουν κοινά δύο σηµεία ταυτιζόµενα, ή ένα διπλό 
σηµείο κοινό. Στην περίπτωση αυτή η ευθεία (ε) ορίζεται ως εφαπτοµένη της 
έλλειψης (C).  Αν δεν ορίζεται ο συντελεστής διευθύνσεως της (ε), δηλαδή αν (ε) 

//y'y οπότε (ε): x=k έχουµε το σύστηµα 2 2 2
2 2 2

2 2 2
1 ( )

x k x k

x y
y k

β
α

α β α

=  = 
   

⇔   
+ = = −     

από το 

οποίο συµπεραίνουµε ότι: 
� Αν kα α− 〈 〈  η (ε)  τέµνει  τη (C)  σε δύο σηµεία συµµετρικά ως  προς  τον  άξονα  
χ΄χ. 
� Αν k a= ± η (ε) εφάπτεται  στην  (C)  στα  Α,Α’. 
� Αν ( , ) ( , )k a a∈ −∞ − ∪ +∞  η (ε)  και  η (C)  δεν  έχουν  κοινά  σηµεία. 

Η ευθεία (ε): y kλχ= +  εφάπτεται στην έλλειψη (C): 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ = , αν και µόνο 

ισχύει 2 2 2 2kα λ β+ = .  
 

6. Κατακόρυφες εφαπτόµενες της (C): 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =   

Είναι οι ευθείες 1( ) : ,xε α=  2( ) : xε α= − . 

Εφαπτοµένη έλλειψης (C): 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  στο σηµείο 

της 0 0( , )P x y . Οι ευθείες που διέρχονται από το 

0 0( , )P x y είναι οι 0x x= , y- 0y  =λ (x- 0χ ), λ∈ℜ . Η 
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ευθεία 0x x=   είναι εφαπτοµένη της (C) αν 0x a= ± , 0 0y =  δηλαδή αν το Ρ 

ταυτίζεται µε το Α ή Α ́. Έστω , '.P A A≠  Έστω το σύστηµα  
 

( )

( ) ( )

0 00 0
22 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

0 0

22 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0

( )( )

0

( )

( ) 2 0 (1)

y x x yy y x x

x y x x x y

y x x y

x x y x x y

λ λλ

β α α β β α λ λ α β

λ λ

β α λ α λ λ α λ β

= − − − = −   
⇔ ⇔   

+ = + − − − =      

= − −  
  + − − + − − =   

 

 
Η ευθεία 0 0( )y y x xλ− = −  θέλουµε  να  εφάπτεται  στη (C) στο 0 0( , )P x y .Αυτό 

σηµαίνει  ότι  η  (1) πρέπει αρκεί να έχει διπλή ρίζα στην 0x ⇔

( )2 2
2 20 0 0

0 0 02 2 2 2
0

2

2( )

x y x
x x y

y

α λ λ β
β α λ λ

β α λ α
−

= ⇔ = − ⇔⇔ = −
+

. Άρα η εφαπτοµένη της 

(C) στο 0 0( , )P x y  είναι  η  
2

0
0 02

0

( ) : ( )
x

y y x x
y

β
ε

α
− = − − ⇔  

 

( )

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0 0

2 2
2 2 2 2 2 20 0

0 0 0 02 2

2 2 2 2 0 0
0 0 2 2

( ) :

, ( ) 1

( ) : ( ) : 1

yy y xx x xx yy x y

x y
P x y C x y

xx yy
xx yy

ε α α β β β α β α

β α α β
α β

ε β α α β ε
α β

 − = − + ⇔ + = +
 

⇔ 
∈ ⇔ + = ⇔ + = 

 

+ = ⇔ + =

 
Ορίζουµε ως κάθετη (u), στο σηµείο 0 0( , )P x y  της 

έλλειψης, την κάθετη ευθεία επί την εφαπτοµένη (ε) της 
έλλειψης, στο 0 0( , )P x y . 

 

7. Η έλλειψη ως προβολή κύκλου 

Πρόταση: Η ορθή προβολή του κύκλου (0,R) επί επίπεδο (Π), που δεν είναι 
παράλληλο ή κάθετο επί το επίπεδο του κύκλου, είναι έλλειψη. 
Απόδειξη: Θεωρούµε επίπεδο ( 1Π ) που διέρχεται από το 0 και είναι παράλληλο προς 

το (Π) και ονοµάζουµε ( 2Π ) το επίπεδο του κύκλου (0,R). Τότε η τοµή των 1Π , 2Π  

είναι ευθεία που διέρχεται από το 
κέντρο Ο του κύκλου και την 
θεωρούµε ως άξονα των 
τετµηµένων στα ορθοκανονικά 
συστήµατα αξόνων 0xy, 1Oxy

που θεωρούµε στα 1Π , 2Π

αντίστοιχα.  
Επειδή 

1 1' ,  ' ( ) 'Oy x x Oy x x yOy x x⊥ ⊥ ⇒ ⊥

 και άρα η 1
ˆ ,  0 90y Oy ω ω= < < °  
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είναι η αντίστοιχη επίπεδη γωνία της δίεδρου 1 2. ' .x xΠ Π .    

Αν Μ(α, β) τυχαίο σηµείο του κύκλου (0,R), οπότε 2 2 2 (1),a R Pβ+ = η ορθή 

προβολή του, επί το 1Π  και Ν η ορθή προβολή του, επί την x’x, έχουµε: 

( ), 'MP x x⊥ Π ΜΝ ⊥   Oπότε από το θεώρηµα των καθέτων ' .PN x x⇒ ⊥  Άρα η 
ˆMNP είναι αντίστοιχη επίπεδη γωνία της δίεδρης 1 2. ' .x xΠ Π οπότε είναι ˆMNP ω= . 

Τότε αν P(x,y) έχουµε χ=α και

,  .
y

y NP NM xσυνω β συνω α β
συνω

= = = ⇔ = =
���� �����

 Τότε η (1) γράφεται και

2 2 2
2 2

2 2 2 2
1 (2).

y x y
x R

R Rσυν ω συν ω
+ = ⇔ + =  Είναι όµως OA R=

����
,  

1OB Rσυνω=
����

 

οπότε (2) 
2 2

2 2

1

1
x y

OA OB
⇔ + =���� ���� . Άρα, τα σηµεία του κύκλου (0,R) έχουν ως ορθές 

προβολές επί το 1Π  σηµεία της έλλειψης µε µεγάλο ηµιάξονα το ΟΑ και µικρό το 

ΟΒ. 

Αντίστροφα: Αν 0 0( , )P x y  σηµείο της έλλειψης 
2 2

2 2 2
1

x y

R R συν ω
+ = , οπότε 

2 2
0 0
2 2 2

1  (3)
x y

R R συν ω
+ = και η κάθετη, επί το 1Π  στο P, τέµνει το 2Π  στο Μ(α,β). 

εύκολα φαίνεται ότι είναι 0xα =  και 0 .y β συνω=  Τότε η (3) δίνει 
2 2 2

2 2 2
2 2 2

1
a

a R
R R

β συν ω
β

συν ω
+ = ⇔ + =  δηλαδή το Μ είναι σηµείο του κύκλου (0,R). 

Συνεπώς, η ορθή προβολή του κύκλου (0,R) επί το 1Π , άρα και επί το (Π), 

είναι έλλειψη. 
 

Παράδειγµα 4. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης, που είναι ορθή προβολή του 
κύκλου 2 2( ) : 16C x y+ =  επί επίπεδο που σχηµατίζει µε το επίπεδο του κύκλου 
γωνία 60°. 

Λύση. Ο κύκλος (C) έχει ακτίνα R=4 ⇒ α=4 και β=Rσυν60° = 1
4 2

2
=  οπότε, η 

έλλειψη έχει εξίσωση 
2 2

1
16 4

x y
+ = . 

 

Παράδειγµα 5. Αν  Μ( 0 0,x y ) σηµείο  της  έλλειψης 
2 2

2 2
( ) : 1

y
C

a

χ
β
+ =  µε a β> , 

τότε 0a xεΜΕ = − ⋅
����

 και  0' a xεΜΕ = + ⋅
�����

. 

Λύση. Επειδή ( ) ' 2 .C αΜ ∈ ⇔ ΜΕ + ΜΕ =
���� �����

Ακόµα 

( ) ( )
2 2 2 22 2

0 0 0 0 0' 4 .x y x y xγ γ γ   ΜΕ − ΜΕ = + + − − + =   

����� ����
 

Θεωρούµε το σύστηµα: 
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0

2 2

0 00

' 2 ' 2

' 2 '' 4

a x

x a xx

α α ε

ε εγ

     ΜΕ + ΜΕ = ΜΕ + ΜΕ = ΜΕ = −     
⇔ ⇔     

ΜΕ − ΜΕ = ΜΕ = +ΜΕ − ΜΕ =         

����� ���� ����� ���� ����

����� ���� ���������� ����  

Ορίζουµε ως διάµετρο  έλλειψης κάθε  χορδή  της, πού διέρχεται  από το  
κέντρο της. Τότε, ικανή και αναγκαία  
συνθήκη  για  ν είναι   µια  χορδή  
διάµετρος, είναι οι εφαπτόµενες στα άκρα 
της  να είναι  παράλληλες. 
Απόδειξη: Αν 1 1 2 2( , ),  ( , )x y x yΑ Β  σηµεία 

της έλλειψης 
2 2

2 2
1

x y

a β
+ =  , τότε 

1 1
1 2 2

( ) : 1
xx yy

a
ε

β
+ = , 2 2

2 2 2
( ) : 1

xx yy

a
ε

β
+ = . 

Επειδή  Α≠Β  είναι  

1 2 1 2
1 2 2 2 2 2

( ) ( ) 0
x y y x

a a
ε ε

β β
⇔ − = ⇔�

1 1

1 2 2 1

2 2

1

0 0 0 1 0

1

x y

x y x y

x y

− = ⇔ = ⇔   

τα 1 1( , ),  O(0,0),x yΑ 2 2( , )x yΒ  είναι οµοευθειακά. 

 

� Έστω έλλειψη 
2 2

2 2
( ) : 1,  ( )

x y
C a

a
β

β
+ = > και η περιγεγραµµένη της περιφέρεια (C') 

µε κέντρο Ο και ακτίνα α. Αν και η προβολή µιας από τις εστίες της (C) στην ευθεία 
(ε) του επιπέδου της έλλειψης, δείξτε ότι:  
α) Η (ε) τέµνει την έλλειψη (C) ⇔ Το Μ είναι εσωτερικό σηµείο της (C΄).  

β) Η (ε) εφάπτεται στην έλλειψη (C) ⇔Το Μ είναι σηµείο της (C'). 

γ) Η (ε) δεν έχει κοινά σηµεία µε την έλλειψη  ⇔Το Μ είναι εξωτερικό σηµείο της 
(C΄). 

 Απόδειξη: Έστω ότι (ε): y=λχ+µ. Θεωρούµε το σύστηµα: 

 ( )2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 ( ) 0 (1)

y xy x

x xx y

λ µλ µ

β α λ α λµ α µ ββ α α β

= + = +   
⇔   

+ + + − =+ =    
 

Η (1) έχει  ( ) ( )4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 ( ) 4 .α λ µ α µ β β α λ α β β α λ µ∆ = − − + = + −  

Παρατηρούµε ότι: 

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

0 0 0

(1 )
1

β α λ µ α γ α λ µ

γ µ
α α λ γ µ α λ γ µ α

λ

∆ > ⇔ + − > ⇔ − + − 〉 > ⇔

+
+ > + ⇔ + > + ⇔ >

+
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Όµοια έχουµε 
2 2

2
2

0
1

γ µ
α

λ
+

∆= ⇔ =
+

 και 

2 2
2

2
0

1

γ µ
α

λ
+

∆ < ⇔ <
+

. Άρα, η (ε) τέµνει  

την  (C)  
2 2

2
2

0
1

γ µ
α

λ
+

⇔ ∆ > ⇔ >
+

  (1) 

H (ε) εφάπτεται στη (C) ⇔ 
2 2

2
2

0
1

γ µ
α

λ
+

∆= ⇔ =
+

(2) Η (ε) δεν έχει 

κοινά σηµεία µε την (C) 
2 2

2
2

0
1

γ µ
α

λ
+

∆ < ⇔ <
+

  (3). Επειδή (ε): 

1 1
: ( )y x y xελ µ λ λ λ γ

λ λΕΜ= + ⇒ − ⇒ = − ⇒ ΕΜ = − − .  

 
Οι συντεταγµένες  του Μ είναι  η  λύση του συστήµατος  

2

2 2

2

1 ,1
1 1( )

1

y x x

y x
y

γ λµλ µ
γ λµ λγ µλ

λγ µ λ λγ
λ λ

− = + =    − +     +⇔ ⇒Μ−     + + += −     =   + 

 

 
Η θέση του Μ σε σχέση µε την (C’) καθορίζεται  από  την  ( , 0)d M . 

Έχουµε: 

2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2
( ,0) ( ,0) .

1 1 1 1
d M d

γ λµ λγ µ γ µ γ µ
λ λ λ λ
− + + +   = + = ⇔ Μ =   + + + +   

 

Τότε το Μ είναι  εσωτερικό  της  (C’)  
2 2

2 2 2
2

( ,0) ( ,0) (1)
1

d M d
γ µ

α α α
λ
+

⇔ < ⇔ Μ < ⇔ < ⇔
+

  

Το Μ είναι  σηµείο  της  (C’) 
2 2

2 2 2
2

( ,0) ( ,0) (2)
1

d M d
γ µ

α α α
λ
+

⇔ = ⇔ Μ = ⇔ = ⇔
+

 

Το Μ είναι  εξωτερικό  της  (C’) 

2 2
2 2 2

2
( ,0) ( ,0) (3).

1
d M d

γ µ
α α α

λ
+

⇔ > ⇔ Μ > ⇔ > ⇔
+

 

8. Μέθοδοι για τη λύση ασκήσεων 

Όταν  θέλουµε  να  βρούµε  την εξίσωση µιας έλλειψης, πρέπει να 
προσδιορίζουµε το κέντρο της 0 0'( , )O x y  τη διεύθυνση των αξόνων συµµετρίας  της  

και  τους θετικούς πραγµατικούς α, β. 

Παράδειγµα 6. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης, της µορφής 
2 2

2 2
1

x y

a β
+ = , στις  

περιπτώσεις:  
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α) ( )2 ,  2 3,  0α β= Ε  

β) 2β α=  και το σηµείο Α(4,6) κείται στην έλλειψη.  

γ) Τα σηµεία 
4 2

(3,2), 4,
3

β
 

Α   
 

 κείνται στην έλλειψη.   

Λύση: α)  Έχουµε: 

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2

3 3 4.3 4
2 3

2 3 2 3 2 3

α β γ

α β α β β
α β

β γ β α
γ

γ γ γ

= +

= =     =
=        

→ = ⇔ = ⇔ =       
=        = = =     

 

 και  άρα  
2 2

( ) : 1.
16 4

x y
C + =  

β) Επειδή  

 

2 2
2

2 2 2 2

2
2 2 2 2

16 36
(4,6) ( ) : 1 1

16 36 16 9
1 1 25 5

4

x y
C

a a

a a

β α

β β

α α
α α

=Α ∈ + = ⇔ + = ←→

⇔ + = ⇔ + = ⇔ = ⇔ =

 

οπότε  και   10β = . Άρα 
2 2

( ) : 1.
25 100

x y
C + =  

γ) Επειδή 

2 2
2 2

2 2

2 2

2 2
2 2

1 1
,9 4

1
( )

9 4 1
( ) 16 32

1 32
16 19

9

1 1
, 1 1

,
32

9 4 1 72,
71 7

,144 32 1
72 32

a
C a

C

a

a
a

a

ω ϕ
β

β
ω ϕ

ω ϕβ

ω ϕ
β ω ϕ

β
ω ϕ β

ω ϕω ϕ

 = =   + =   Α∈     
⇔ ⇔ + = ⇔     

Β∈     + =
   + = 

  

 = =    = =      ⇔ + = ⇔ ⇔ = =    
   = =+ =

    
  





 

Και  άρα  
2 27

( ) : 1.
72 32

x y
C + =  

 
Παράδειγµα 7. Να βρεθεί  η εξίσωση της  έλλειψης  στις περιπτώσεις: 
α)  0’(0,2),    Ε(0,0),         α=3 
β) 0’(-3,0),    Ε(-3,-2),      α=4 

γ) 0’(2,2),      Ε(-1,2),       α= 10 
Λύση: 
 α) Επειδή τα 0’, Ε έχουν  τετµηµένες  ίσες  µε µηδέν  έπειτα  ότι  ο µεγάλος  άξονας  
της  έλλειψης  κείται   στην ευθεία χ=0  δηλαδή  στον  άξονα  y’y. Όµως  το  0’  είναι  
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το µέσο του ΕΕ’ '(0, 4).⇒ Ε  Άρα  2γ=d(E,E’)=4 2γ⇔ =  και  αφού 

2 2 2 2 9 4 5β α γ β= − ⇒ = − =  οπότε  
( )2 2 2 20 ( 2) ( 2)

1 1
5 9 5 9

x y x y− − −
+ = ⇔ + =   

β) Τα 0’, Ε  έχουν ίσες  τετµηµένες  και  άρα  κείνται  στην ευθεία  χ=-3  δηλαδή  ο  
µεγάλος  άξονας  της  έλλειψης  κείνται  στην  ευθεία  χ=-3. Επειδή  το  0’ είναι  µέσο  
του ΕΕ’  ⇒ Ε’(-3,2). Άρα  2γ=d(E,E’)=4 ⇔γ=2  και  αφού  

2 2 2 2 16 4 12β α γ β= − ⇒ = − = , οπότε
( )2 23 ( 0)

1
12 16

x y+ −
+ = ⇔   

( )2 23
1.

12 16

x y−
+ =  

γ) ) Τα 0’, Ε  έχουν ίσες  τετµηµένες  και  άρα  κείνται  στην ευθεία  y=2 δηλαδή  ο  
µεγάλος  άξονας  της  έλλειψης  κείνται  στην  ευθεία y=2.  Επειδή  το  0’ είναι  µέσο  

του ΕΕ’ ⇒E’(5,2).’Αρα  2γ=d(E,E’)=6 3γ⇔ =  και  αφού 
2 2 2 10 9 1β α γ= − = − =  

οπότε
( )2 22 ( 2)

1
10 1

x y− −
+ = . 

 
Παράδειγµα 8. Να βρεθεί  η εξίσωση της  έλλειψης  όταν: 
α) Έχει εστίες  τα  Ε(1,1), Ε΄(-1,1) και  διέρχεται  από  την αρχή  των αξόνων 
β) Έχει ως άξονες  συµµετρίας  τους  άξονες  συντεταγµένων, διέρχεται  από  το  
P(2,-3) και  εφάπτεται  στην  (ε): 6 20 0x y+ − = . 

Λύση: α) Επειδή τα Ε,Ε’ έχουν ίσες  τεταγµένες⇒ο µεγάλος  άξονας  της  έλλειψης  
κείται  στην  ευθεία y=1.To κέντρο 0’ της  έλλειψης  είναι  µέσο  του  ΕΕ΄⇒0’(0,1)  

και  συνεπώς η  έλλειψη  έχει  εξίσωση  της µορφής  ( )22

2 2

1
1.

yx

a β
−

+ =  Όµως  το 

0(0,0) είναι  σηµείο  της  έλλειψης  ⇔ 2
2

1
1β

β
⇔ = . Επιπλέον  έχουµε: 

2 ( , ') 2 1dγ γ= Ε Ε = ⇔ = και αφού  
2 2 2α β γ= + ⇔ 2 2a =  οπότε (C): 

( )22 1
1

2 1

yx −
+ = . 

β) Έστω ( C ) : 
2 2

2 2
1

x y

a β
+ =  η ζητούµενη έλλειψη. Τότε ( )P C∈ ⇔  2 2

4 9
1

a β
+ = ⇔ 

⇔ 2 2 2 24 9a aβ β+ =      (1) . Η ευθεία (ε): 
1 10

6 3
y x
−
= +  εφάπτεται στη (C): 

2 2

2 2
1

x y

a β
+ =  αν και µόνο αν ισχύει 

2 2
2 210 1

0
3 6

β α   − + − =   
   

 

2
2 2 2100

0 36 400 0
9 36

α
β β α⇔ − + = ⇔ − + =  ⇔ 2 236 400α β+ =  (2).  

Έχουµε συνεπώς το σύστηµα των (1), (2) δηλαδή 
2 2

2 2 2 2

36 400

9 4

a

a a

β
β β

 + =
⇔ 

+ = 
 

2 2 2 2

2 2 2 2 4 2

400 36 400 36

9 4 20 100

a

a

β α β
β α β β β

   = − = −
⇔   

+ = − +   
⇔

2 2

2

400 36

10

α β
β

 = −
 

= 

2

2

10

40

β
α

 =
⇔  

= 
 

Και άρα ( C ) :      
2 2

1
40 10

x y
+ =  . 



16 

 

Παράδειγµα 9. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης ( C ) :   
2 2

2 2
1

x y

a β
+ =  , που 

εφάπτεται στις ευθείες (ε1 ) : 5 0x y+ − =  και ( ε2 ) : 4 10 0yχ − − = . 

Λύση : Είναι (ε1 ) : 5y χ= − +  και ( ε2 ) : 
1 5

4 2
y χ= −  . Από §5.3 έχουµε :

( ) ( ) ( )

( ) ( )

22 2 2
2 2

2 2
2 22 2

1

2

Η  εφάπτεται στην   1  5
25

1 5 16 100  εφάπτε

 

ται σ την 
2

 

 
4

   

C

C

ε

ε

α β
α β
α βα β

 ⇔ − + =
 + = 

⇔ ⇔       + =Η ⇔ + = −      
    

2 2 2

2 2

25 20

5 5

α β α
β β

   + = =
⇔ ⇔   

= =   
   οπότε ( C ) : 

2 2

1
20 5

yχ
+ =  . 

Μ2 Όταν θέλουµε να βρούµε την εξίσωση µιας εφαπτοµένης ( ε ) της έλλειψης (C) 
που έχει γνωστό συντελεστή διεύθυνσης ή προσδιορίσιµο  τότε γράφουµε την (ε) µε 
την ανοιγµένη µορφή της y x kλ= +  οπότε από τη συνθήκη  2 2 2 2kα λ β+ =  

προσδιορίζουµε το k R∈  και άρα την (ε). 
 

Παράδειγµα 10. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες (ε) της (C) 
2 2

1
4

x y

y
+ =  που είναι 

παράλληλες προς την (η): 4 3 1 0x y+ − = . 

Λύση.  Επειδή 
4

3πλ
−
=  και (ε) // (η) 

4

3ελ
−

⇒ =  οπότε (ε): 
4

3
y x k
−
= + . Η (ε) 

εφάπτεται στη ( C ) 
2

2 24
9 4 16 4 2 5

3
k k k

 
⇔ − + = ⇔ + = ⇔ = ± 

 
 οπότε,  

οι ζητούµενες εφαπτόµενες είναι οι (ε1) : 
4

2 5
3

y x
−
= +  ,    (ε2): 

4
2 5

3
y x
−
= − . 

 

Παράδειγµα 11. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες (ε) της (C):  
2 2

1
16 9

x y
+ =  που είναι 

κάθετες επί την (η): 5 0x y+ − =  .  

Λύση.  Επειδή 1πλ =−  και  ( ) ( ) 1εε η λ⊥ ⇒ = οπότε, ( ) :  y kε χ= + . Η ( )ε  

εφάπτεται στη (C) 2 216 1 9 5k k⇔ + = ⇔ = ±  οπότε, οι ζητούµενες εφαπτόµενες είναι 
οι (ε1 ) : 5y χ= +  και ( ε2 ) : 5y χ= − . 
 

Παράδειγµα 12. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες ( ε ) της ( C ) :  
2 2

1
3 9

yχ
+ =  για τις 

οποίες είναι ( ) , 45οη ε =ɵ , όταν (η): 2 1 0x y− + = . 

Λύση.  Πρέπει ( )  ,   45οη ε =ɵ   2
1 3

1
45

1 2
ε π ε

ε π ε

ο λ λ λ
εϕ λ

λ λ λ
− −

⇒ = ⇔ = ⇔ =−
+ +

οπότε 

(ε): 3y x k= − +  . Η ( ε ) εφάπτεται στην ( C ) ( )2 23 3 9 k⇔ − + =  6k⇔ =±  οπότε, οι 

ζητούµενες εφαπτόµενες είναι οι (ε1 ): 3 6y x= − + και (ε2): 3 6y x= − − . 
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Παράδειγµα 13. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της (C):  
( ) ( )2 2

1 2
1

4 20

x y+ −
+ = , που 

είναι παράλληλες προς την (η): 2 5 0x y+ + = . 
Λύση.  Θεωρούµε παράλληλη µεταφορά του συστήµατος 0xy των αξόνων στο 0΄ΧΨ 

όπου 0΄ ( )1 , 2−  το κέντρο της έλλειψης. Επειδή 
1

2

x

y

= − + Χ 
 
= + Ψ 

 έχουµε (C): 

2 2

1
4 20

x y
+ =   και (η): ( ) ( )2 1 2 5 0− +Χ + +Ψ + = ⇔  (η): 2 5 0Χ+Ψ+ = . Είναι 

2πλ = −  , άρα και 2cλ = −  οπότε (ε): 2 kΨ=− Χ+ . Για να εφάπτεται η (ε) στην (C), 

πρέπει και αρκεί ( )2 24 2 20 6k k− + = ⇔ = ±  . Άρα οι ζητούµενες εφαπτόµενες είναι οι  

(ε1 ):   2 6Ψ =− Χ+      και      ( ε2 ):  2 6Ψ =− Χ−  στο 0΄ΧΨ ή , στο 0xy, 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2: 2 2 1 6 και : 2 2 1 6y x y xε ε− = + + − = − + −  

( ) ( )( )1 2: 2 6 και : 2 6y x y xε ε= − + = − − . 

 

Παράδειγµα 14. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες της (C):  
( ) ( )2 2

2 1
1

5 4

x y+ +
+ =  που 

είναι κάθετες επί την  ( η ): 3 1 0x y+ + =  . 
Λύση.  Θεωρούµε παράλληλη µεταφορά του συστήµατος 0xy των αξόνων στο 0΄ΧΨ όπου 

 0΄ ( -2 , -1 ) το κέντρο της έλλειψης. Επειδή 
2

1

x

y

= − + Χ 
 
= − + Ψ 

 έχουµε (C): 
2 2

1
5 4

x y
+ =     

και  

(η):  ( ) ( )2 3 1 1 0− +Χ + − +Ψ + = ⇔  ( η ): 3 4 0Χ+ Ψ− =  οπότε 1
3πλ −=  και αφού  

( ) ( ) 3εε η λ⊥ ⇒ =  δηλαδή  ( ) :  3 kε Ψ = Χ +  .  Η (ε) εφάπτεται στην (C) αν και µόνο  
2 25 3 4 7k k⋅ + = ⇔ = ±  οπότε οι ζητούµενες εφαπτόµενες είναι οι  

( ) ( )1 2: 3 7 και : 3 7ε εΨ = Χ+ Ψ = Χ−   στο 0΄ΧΨ ή , στο 0xy 

( ) ( ) ( ) ( )( )1 2: 1 3 2 7 και : 1 3 2 7y x y xε ε+ = + + + = + −  ⇔ 

( ) ( )( )1 2: 3 12 και : 3 2y x y xε ε= + = −  

 
Αν από σηµείο P(ξ,η) φέρουµε τις εφαπτόµενες PA , 
PB στην έλλειψη  

2 2

2 2
( ) : 1

x y
C
α β
+ = . Τότε η εξίσωση της ΑΒ βρίσκεται 

ως εξής: 
 

Μ

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

1

2

1 1 1 1
1 1 1 2 2 2 2

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2

ξx
Αν ,   : 1  1

  1
ξx

Αν ,  : 1  1

P

P

xx yy y
x y

xx yy y
x y

ε

ε

η
ε

α β α β
η

ε
α β α β

∈

∈

Α ⇒ + = → + = 

Β ⇒ + = → + =


���������	

���������	
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Άρα, η εξίσωση της ΑΒ είναι : 2 2
1

yξχ η
α β
+ =  αφού, λόγω των ( )1 επαληθεύεται από τις 

συντεταγµένες των σηµείων ( )1 1,x yΑ , ( )2 2,x yΒ . 

 

Παράδειγµα 15. Από το σηµείο PA , PΒ στην έλλειψη ( )
2 2

:  1
2 3

x y
C + = . Να 

υπολογιστεί η ( )d P , ΑΒ .  

Λύση. 
( )

( )

PΑ1 1 1 1
1 1

PΒ2 2 2 2
2 2

-4 5
Αν ,  PΑ: 1  1

2 3 2 3
-4 5

Αν , PΒ: 1  1
2 3 2 3

P

P

xx yy x y
x y

xx yy x y
x y

∈

∈

Α ⇒ + = → + = 
⇒
Β ⇒ + = → + =


���������	

���������	

 

-4x 5
: 1 :  6 5 3 0

2 3

y
x y⇒ΑΒ + = ⇔ ΑΒ − + =   άρα,                                   

( )
( )6 4 5 5 3 46

d P , ΑΒ
36 25 61

⋅ − − ⋅ +
= =

+
. 

 

Παράδειγµα 16. Από το σηµείο ( )P 1, 3− −  φέρνουµε 

τις εφαπτόµενες PΑ , PΒ  στην έλλειψη  

( ) ( ) ( )2 2
1 2

:  1
4 2

x y
C

− −
+ = . Να βρεθεί 

η εξίσωση της ΑΒ . 
Λύση. Έστω παράλληλη µεταφορά του 
συστήµατος 0xy των αξόνων στο 0΄ΧΨ 
όπου 0΄(1,2) το κέντρο της έλλειψης. 

Επειδή 
1

2

x

y

= + Χ 
 
= + Ψ 

  έχουµε    

( ) ( )
2 2

:  1  και  P 3, 5
4 2

C
Χ Ψ
+ = − − . Με βάση τα προηγούµενα, η εξίσωση ΑΒστο 

0ΧΨ  είναι η   3 5
1

4 2

− Χ Ψ
− =  3 10 4  3Χ+10Ψ+4=0⇔ − Χ− Ψ = ⇔  και άρα στο 

0xy είναι ( ) ( )ΑΒ: 3 1 10 2 4 0 ΑΒ: 3x+10y 19=0x y− + − + = ⇔ − .  

 
Μ4 Αν από σηµείο P(ξ, η) φέρουµε τις εφαπτόµενες PA, PB στην έλλειψη. 

2 2

2 2
1 

x y

a β
+ = και ζητάµε τις εξισώσεις τους ή την γωνία τους (οπότε αρκεί να βρεθούν 

τα λPA, λPΒA). 
 

Παράδειγµα 17. Από το P (4,5) φέρνουµε εφαπτόµενες στην έλλειψη  
2 2

1
16 9

x y
+ = . 

Να βρεθεί η γωνία τους . 
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Λύση. Οι ευθείες που διέρχονται από το P (4, 5) είναι οι 4x =  και ( )5 4y xλ− = − , 

λ∈ℝ. Έστω το σύστηµα 2 2

4

16 9

x

x y

= 
 

⇔ 
+  

4

0

x

y

= 
 
= 

  άρα η ευθεία 4x =  εφάπτεται στην 

έλλειψη στο σηµείο ( )4,0Α .                                  

Οι ευθείες ( ) ( ):  4 5 , y xε λ λ λ= − − ∈ℝ  

εφάπτονται στην ( )C , αν και µόνο ισχύει 

( )
2 2 2

16 9 4 5
5 PBλ λ λ λ+ = − ⇔ = = . Άρα 2

5PBσ εϕϕ λϕω = == . 

 

Παράδειγµα 18. Από το σηµείο  ( )2, 1P − − φέρνουµε εφαπτόµενες  ( ) ( )1 2,ε ε  προς 

την έλλειψη ( ) ( ) ( )2 2
1 3

:  1 
16 9

x y
C

− −
+ = . Να βρεθεί η γωνία τους. 

Λύση. Θεωρούµε παράλληλη µεταφορά του συστήµατος 0xy των αξόνων στο 0΄ΧΨ 

µε ( )0΄ 1,3  που είναι το κέντρο της έλλειψης. Επειδή 
1x X

y

= + 
 
= +Ψ 

 στο σύστηµα 0΄ΧΨ 

έχουµε ( ) ( )
2 2

:  1,  P 3, 4
16 9

C
Χ Ψ
+ = − − . Οι ευθείες που διέρχονται από το ( )P 3, 4− −  

έχουν εξισώσεις ( )3 ,  Ψ+4=λ 3Χ = − Χ+ . Αλλά, διαπιστώνουµε ότι η ευθεία µε 

εξίσωση 3Χ=−  δεν εφάπτεται στην ( )C . Αν ( ) ( ): 4 3ε λΨ+ = Χ+

( ) ( ): 3 4ε λ λ⇔ Ψ = Χ+ −  τότε η ( )ε  εφάπτεται στη ( )C , αν και µόνο ισχύει 

( )2216 9 3 4λ λ+ = −  27 24 7 0λ λ⇔ + − =   ( )1 . Ρίζες της ( )1  είναι τα 1 2 , ε ελ λ οπότε 

1 2  

7
1

7ε ελ λ
−

⋅ = = −  που σηµαίνει ( ) ( )1 2ε ε⊥ , άρα οι εφαπτόµενες που άγονται από 

το P προς την ( )C ,  σχηµατίζουν γωνία 90ο. 

 
Μ5  Όταν εµφανίζεται η απόσταση σηµείου Μ µιας έλλειψης από την εστία Ε, Ε΄, 
τότε χρησιµοποιούµε τις εκφράσεις ( ) 0M,E ,d xα ε= −  ( ) 0d M,E xα ε= + . 

 

Σχόλιο. Λύνεται και ως εξής: ( ) 0M,E 0d xα ε= − > , 

( )( )
2

0 0
0 0M,

x x
d x x

α α ε α α ε
ε

ε ε ε ε
− −

= − = − = =  οπότε ( )
( )( )

M,E

M,

d

d
ε

ε
= . 

 

Παράδειγµα 19. Μεταβλητή ευθεία ( )ε  διέρχεται από την εστία Ε έλλειψης και την 

τέµνει στα Α , Β . ∆είξτε ότι 1 1
σταθ .+ =

ΕΑ ΕΒ
���� ����  
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Λύση.  Έστω ότι ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1, 1 2, 22 2
:  1, ,0 , , Β
x y

C x y x yγ
α β
+ = Ε Α  και ε η 

εκκεντρότητα της ( )C .  Τότε ( ) 1, ,d xα εΕΑ = Α Ε = −
����

( ) 2,d xα εΕΒ = Β Ε = −
����

 

οπότε:  
1 2

1 1 1 1

x xα ε α ε
+ = + =

− −ΕΑ ΕΒ
���� ����

( )
( )

1 2
2 2

1 2 1 2

2 x x

x x x x

α ε
α αε ε

− +
=

− + + ⋅
   ( )1  .                            

Οι συντεταγµένες των σηµείων Α, Β είναι οι λύσεις του 
συστήµατος  

 

 

 

Η ( )2 έχει ως λύσεις, τις τετµηµένες των Α , Β οπότε, ( )
3 2

1 2 2 2 2

2
  3x x

α λ ε
β α λ

+ =
+

 

και 
( )

( )
2 2 2 2 2

1 2 2 2
,   4x x

α λ α ε β

β α λ

−
= . Τότε η ( )1  µε βάση τις ( )3 , ( )4  γίνεται:  

( )

3 2

2 2 2

2 2 2 2 23 2
2 2

2 2 2 2 2 2

2
2

1 1

2

α λ ε
α ε

β α λ
α λ α ε βα λ ε

α ε ε
β α λ β α λ

−
+

+ = =
−ΕΑ ΕΒ

− ⋅ + ⋅
+ +

���� ����  

( )2 2 2 2 2 22 3 2 3 2 2

2 2 4 2 4 2 2 4 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2

22 2 2

2 2

α β α λ α λ εαβ α λ α λ ε
α β α λ α λ ε α λ ε α β ε α β α λ α λ ε α λ ε β ε

+ −+ −
= = =

+ − + −  + − + − 
 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

2 2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2

2 1 2 1

1 1 2 1 1

β α λ ε β α λ ε

α β ε α λ ε ε α β ε α λ ε

   + − + −   = =
   − + − + − + −    

 

 
 

Η σχέση ισχύει και για την ευθεία yχ = . 
 

( ) ( )

( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

:   0

    
2 0:   1

y y
y

y
C

ε λ χ λχ λγ
χ β χ α λ χ λ γχ λ γ α β
α β

− = −  = −    
⇔ ⇔   

+ − + − =+ =     
 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 0

y γ
ε
α

γ αε

λχ λγ

β α λ χ α λ γχ α λ γ β

=

=

= −  
⇔ ←→ 

+ + + − =  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 3 2 2 2 2 2 22 0   2

y λχ λαε

β α λ χ α λ εχ α λ α ε β

= −  
⇔  

+ − + − =  

( ) ( ) ( )

2

22 2 2 2 2

2 2
σταθ .

11 1

β

α εα ε β α λ ε

  = = =
  −− + − 
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Μ6  Όταν θεωρούµε τυχαίο σηµείο Μ έλλειψης  
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  είναι δυνατό να                     

θεωρούµε ότι το Μ είναι ( )ασυνt,  βηµt , tΜ ∈ℝ . Τούτο απλοποιεί πολλές φορές 

την λύση, από πλευράς λογισµού. 
 

Παράδειγµα 20. Το γινόµενο των αποστάσεων των 

εστιών µιας έλλειψης 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  από την εφαπτοµένη 

σε κάποιο σηµείο της, είναι ίσο µε 2β .        

Λύση.   Αν ( ) , t tασυν βηµΜ  τότε  

( ) 2 2
:     1

t tασυν βηµ
ε

α β
+ = ⇔  

( ) :     0t t yε βσυν χαηµ αβ⋅ ⋅ − = . Τότε:   

2 2 2 2

2 2 2 2

 , 

'

t
d

t t

t
d

t t

βγσυν αβ

β συν α ηµ

βγσυν αβ

β συν α ηµ

−
=

+

− −
= =

+

 

2 2 2 2

t

t t

βγσυν αβ

β συν α ηµ

+
=

+
   οπότε :  

( )2 2 2 2 22 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
'

t at at t
d d

t t t t t t

β α β συνβ γ συνβ γσυν α β γσυν α

β συν α ηµ β συν α ηµ β συν α ηµ

− −−− +
⋅ = = = =

+ + +
 

( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2

1 t t t t

t t t t

β α συν β συν β α ηµ β συν
β

β συν α ηµ β συν α ηµ

− − − +
= = =

+ +
 

β’ Τρόπος:  Έστω ότι ( ) ( ) 2 2
,     :   1  

yξχ η
ξ η ε

α β
Μ ⇒ + = ⇔  

( ) 2 2 2:  0ε β ξχ α β+ =  . Αν δ η απόσταση του 0 από την ( )ε  έχουµε : 

2 2 2 2

4 2 4 2 4 2 4 2
=     

α β α β
δ δ

β ξ α η β ξ α η

−
⇒ =

+ +
   Τότε έχουµε :  

( )( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2
,d d

β ξγ α β β γξ α β αεξ α αβ α εξ δ
ε α εξ

αβ ξ α η β ξ α η β ξ α η β ξ α η

− − − −
= Ε = = = = = −

+ + + +

και όµοια ( )'d
δ
α εξ

α
= + , οπότε   ( ) ( ) ( )

2

2
'     1 .d d
δ
α εξ α εξ

α
⋅ = − +  
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Επειδή ( ) ( )
2 2

2 2
,     1  C

ξ η
ξ η

α β
Μ ∈ ⇔ + = ⇔  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2     β ξ α η α β α η α β β ξ⇔ + = ⇔ = − είναι : 
4 4

2 2
4 2 4 2

α β
δ β

β ξ α η
= =

+
 

( )
4 4 4 2

2 2 4 2 24 2 2 2 2 2 2

α β α β
β ξ α α ξβ ξ α α β β ξ

= = =
+ −+ −

 

( ) ( ) ( )

4 2 4 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2 22 2 2 4 2 2

α β α β α β α β
α γ ξ α ε ξ α εξ α εξα γ ξ α α ξ
= = = ⇒

− − + −− + −
 

( ) ( ) ( )
2

12 2
2

  'dd
δ
α εξ α εξ β β

α
⇒ + − = → =  

       
Παράδειγµα 21. Ποιά η  εκκεντρότητα της 

έλλειψης ( )
2 2

2 2
:  1 ,  

y
C

χ
α β

α β
+ = >  

όταν οι εστίες της βλέπουν τον µικρό άξονα υπό 
ορθή γωνία; 

Λύση. Είναι ( ) ( ) ( ),0  , 0,  , ' 0,γ β βΕ Β Β  οπότε 

( )' ,γ βΕΒ −
����

 και      ( )' ,γ βΕΒ − −
����

. Άρα 

ɵ 1   '   ' ' 0ορθΒΕΒ = ⇔ ΕΒ⊥ΕΒ ⇔ ΕΒ ⋅ΕΒ = ⇔
���� ���� ����

  
2 2 2 20γ β β γ⇔ − = ⇔ = . Τότε ( αφού 

2 2 2α β γ= + ) έπεται  
2

2 2
2

1
2

2

γ
α γ

α
= ⇔ =  και συνεπώς 

2

2

γ
ε
α
= =  

 
Παράδειγµα 22. Μεταβλητή ευθεία διέρχεται από την 

εστία Ε΄ έλλειψης ( )
2 2

2 2
:  1 ,  
x y

C α β
α β
+ = >  και τέµνει 

τη ( )C  στα Α, Β. Αν Ε η άλλη εστία, τότε η περίµετρος L 

του τριγώνου ΑΕΒ παραµένει σταθερή. 
 

Λύση.  Είναι: L ΄ΕΑΒ =ΕΑ+ΑΒ+ΒΕ=ΕΑ+ΑΕ +Ε+Β+ΒΕ=

( ) ( ) 2 2 4΄ ΄ α α α= ΑΕ+ΑΕ + ΒΕ+ΒΕ = + =  σταθερό.                 

                                                              
Παράδειγµα 23. Αν P µεταβλητό σηµείο 
έλλειψης και Ε µια εστία της, δείξτε ότι ο κύκλος 
µε διάµετρο ΕΡ εφάπτεται στον περιγεγραµµένο 
κύκλο της έλλειψης. 

Λύση. Αν ( )
2 2

2 2
:  1,  
x y

C α β
α β
+ = >     η εξίσωση 

της έλλειψης, ο περιγεγραµµένος  κύκλος ( )1C  έχει 
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κέντρου 0 και ακτίνας R=α. Έστω ότι ( )0 0,P yχ , είναι 0 0, PE x PE΄ xα ε α ε= − = + . 

Ο κύκλος ( )2C  διαµέτρου ΕΡ, έχει ακτίνα 0

2 2

PE xα ε
ρ

−
= = . Ισχύει ότι α) Η 

διάκεντρος των ( )1C , ( )2C  είναι 
2

PE΄
OΚ = = 0 0

2 2 2

x xα ε α ε−
= +      β) 

( ) 0
0

1

2 2 2

x
R x

α ε
ρ α α ε− = − − = + . 

Συνεπώς, είναι 0 R ρΚ = −  και άρα οι κύκλοι  ( )1C , ( )2C  εφάπτονται εσωτερικά. 

 

Παράδειγµα 24. Έστω έλλειψη ( )
2 2

2 2
:  1 

y
C

χ
α β
+ = µε κύριες κορυφές Α, Α΄. Αν Μ 

τυχαίο σηµείο της, δείξτε ότι : 
2

' 2

β
λ λ

αΜΑ ΜΑ⋅ = − . 

Λύση. Αν ( ),ξ ηΜ  τυχαίο σηµείο της ( )C  τότε : 
2 2

2 2
1 

ξ η
α β
+ = ⇔  

( ) ( )
2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

1          1
ξ η

β ξ α η α β α η β α ξ
α β
+ = ⇔ + = ⇔ = − . 

Επειδή 
2

' ' 2 2
 ,    

η η η
λ λ λ λ

α ξ α ξ α ξΜΑ ΜΑ ΜΑ ΜΑ

− − −
= = ⇒ ⋅ = ⇒
− − −

 

( )
( ) ( )

( )

2 2 22 2 2
1

' 22 2 2 2 2 2
   

β α ξα η β
λ λ

αα α ξ α α ξΜΑ ΜΑ

− −−
⇒ ⋅ = → = −

− −
. 

 
Παράδειγµα 25. Έστω έλλειψη 

( )
2 2

2 2
:  1 
x y

C
α β
+ = και εφαπτόµενη της ( )ε , που 

τέµνει τις εφαπτόµενες της ( )C  στις κύριες 

κορυφές της, στα σηµεία Γ, ∆. ∆είξτε ότι η 
περιφέρεια µε διάµετρο Γ∆ διέρχεται από τις εστίες 
της έλλειψης. 

Λύση. Αν ( ),P ξ η  το σηµείο επαφής της ( )ε  και 

της ( )C  τότε: 

( ) ( ) 2 2 2 2
2 2

: 1 : 0
x y

x y
ξ η

ε ε β ξ α η α β
α β
+ = ⇔ + − = . 

Οι εφαπτόµενες ( )1ε , ( )2ε  στα άκρα του πρωτεύοντα άξονα, έχουν εξισώσεις 

( ) ( )1 2: , :x xε α ε α= = − . Συντεταγµένες του Γ είναι η λύση του 

( )2

2 2 2 2
,

x

y

α β α ξ
α

β ξχ α η α β αη

= −  + 
⇒ Γ −   + =   

 

Συντεταγµένες του ∆ είναι η λύση του 
2 2 2 2

x

x y

α
β ξ α η α β

= 
⇒ 

+ = 

( )2

,
β α ξ

α
αη

 −
∆  
 
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Το µέσο Κ του Γ∆ είναι  
2

0,
β
η

 
Κ  
 

 και  ( ) ( )
2 2 2

22 2
2 2

2
, 2 4d

β ξ β ξ
α α

αη α η
   

Γ ∆ = + = +   
   

 

Η περιφέρεια διαµέτρου Γ∆ έχει κέντρο το 
2

0,
β
η

 
Κ  
 

 και   

( ) ( )
4 2 4 2

2 2 2
2 2

1 1
,   ,   

2 4
R d R d R

α η β ξ
α η
+

= Γ ∆ ⇒ = Γ ∆ ⇒ =  και άρα η εξίσωση της 

είναι : ( )
22 4 2 4 2

2
2 2

' :  C y
β α η β ξ

χ
η α η

  +
+ − = 
 

. Για την εστία ( ),0γΕ  έχουµε: Το Ε 

κείται στην ( )'C  

22 4 2 4 2 2 4 2 4 2
2 2

2 2 2 2 2
 0    

β α η β ξ β α η β ξ
γ γ

η α η η α η
  + +

⇔ + − = ⇔ + = ⇔ 
 

 

2 2 2 2 4 4 2 4 2α γ η α β α η β ξ+ = +   

( )2 2 2 2 2 4 4 2 4 2α η α β α β α η β ξ⇔ − + = +  
4 2 2 2 2 2 4 4 2 4 2  α η α β η α β α η β ξ⇔ − + = +  
4 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2 2 2β η α β η α β β ξ α η α β⇔ + = ⇔ + =  που ισχύει αφού 

( ) ( )
2 2

2 2
, 1P C

ξ η
ξ η

α β
∈ ⇔ + = ⇔ 2 2 2 2 2 2β ξ α η α β+ = . 

Παράδειγµα 26. Στην έλλειψη ( )
2 2

2 2
: 1
x y

C
α β
+ =  να 

εγγραφεί ορθογώνιο µε µέγιστο εµβαδό. 

Λύση. Είναι 
1

max max
4ΑΒΓ∆ ΑΒΓ∆Ε = ⇔ Ε =  

2 2
0 max   max   max   ξ η ξ ηΑΖ ΗΕ = ⇔ ⋅ = ⇔ ⋅ = ⇔

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

max   max

 

λλά :     1 C

ξ η ξ η
α β α β

ξ η
α β

⋅
= ⇔ ⋅ = ⋅ 

⇔
Α ⇔ ⋅ =


    

2 2

2 2

1 1 1
    , 

2 2 2

ξ η ξ η
α β α β

 
⇔ = = ⇔ = = 

 
 αφού το Α είναι σηµείο του α΄ 

τεταρτηµόριου, οπότε τελικά αρκεί να πάρουµε Α  , 
2 2

α β 
 
 

. Οι άλλες κορυφές 

του ορθογωνίου, προφανώς είναι τα συµµετρικά του Α ως προς τους άξονες και την 
αρχή των αξόνων. 
 
Παράδειγµα 27. Αν Α, Β τα άκρα µίας χορδής 

έλλειψης ( )
2 2

2 2
: 1
x y

C
α β
+ =  που διέρχεται από µία 

εστία, δείξτε ότι οι εφαπτόµενες της ( )C στα Α, Β 

τέµνονται σε σηµείο της διευθετούσας, που 
αντιστοιχεί στην εστία που θεωρήσαµε. 
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Λύση. Θεωρούµε την εστία ( )γ , 0Ε , την αντίστοιχη διευθετούσα ( ) 2
1 : x

α
δ

γ
=  και 

ονοµάζουµε ( ) ( )1 2, ε ε  τις εφαπτόµενες της ( )C  στα Α, Β. Αν ( )1 1,yxΑ  και  

( )2 2,B x y , έχουµε ( ) ( )1 1 2 2
1 22 2 2 2

: 1, : 1
xx yy xx yy

ε ε
α β α β
+ = + = . Έστω ότι το σηµείο τοµής 

P των ( ) ( )1 2, ε ε  πως έχει συντεταγµένες ( ),ξ η .  Τότε: 

( )

( )

1 1
1 2 2

2 2
2 2

2 2 2

1

Α : 1

1

x y
P

x y

x y
P

ξ η
ε

α β ξ η
ξ η α β

ε
α β

∈ ⇒ + = 
⇒ Β + =
∈ ⇒ + =


. Αλλά το ( )γ , 0Ε  κείται στην ΑΒ 

2 2

0
 1
ξ γ η
α β
⋅ ⋅

⇒ + =
2

2
 1   ,
ξγ α

ξ
α γ

⇒ = ⇒ =  άρα το ( ),P ξ η  κείται στην 

( )
2

1 :  x
α

δ
γ

=  . 

Παράδειγµα 28. Η εφαπτόµενη ( )ε  σε σηµείο Μ της έλλειψης ( )
2 2

2 2
: 1
x y

C
α β
+ =  

Τέµνει την διευθετούσα ( )
2

1 : x
α

δ
γ

=  στο σηµείο Ν . Αν ( )γ , 0Ε  η αντίστοιχη εστία, 

δείξτε ότι 
 1 ορθήΜΕΝ = . 

Λύση. Αν ( ),ξ ηΜ  τότε 

( ) 2 2 2 2
2 2

: 1
x y

x y
ξ η

ε β ξ α η α β
α β
+ = ⇒ + = . Επειδή το 

Ν είναι τοµή των ( )1δ  και ( )ε  βρίσκουµε ότι  

( )22

 , 
β γ ξα

γ γη

 −
Ν 
 

 άρα 
( )
( )
2

2 2

β γ ξ γ ξ
λ

ηη α γΕΝ

− −
= =

−

η
λ

ξ γΕΜ = −
 άρα 1λ λΕΜ ΕΝ⋅ =− . Συνεπώς 


 1 ορθήΜΕΝ = . 

Παράδειγµα 29.  Έστω έλλειψη ( )
2 2

2 2
: 1
x y

C
α β
+ = , 

εφαπτόµενη της ( )ε στο σηµείο της Μ και η κάθετη ( )u  

στο σηµείο Μ της έλλειψης. Αν Γ η τοµή ( )u  και του 

µεγάλου άξονα ΑΑ’ της έλλειψης, δείξτε ότι 

'  'εΕ Γ = Ε Μ
����� �����

 και άρα οι ( )u , ( )ε  είναι οι διχοτόµοι 

(εσωτερική και εξωτερική) της γωνίας 
 'ΕΜΕ . (Ε, Ε’ 
εστίες και ε η εκκεντρότητα). 

Λύση. Αν ( ),ξ ηΜ  τότε ( ) 2 2
: 1
x yξ η

ε
α β
+ = ⇒  
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( ) 2 2 2 2: 0 x yε β ξ α η α β+ − = ,
2 2 2

2 2 2
λ λuε

β ξ α η
α η β ξ
−
= ⇒ =  άρα 

( ) ( )
2

2
:u y x

α η
η ξ
β ξ

− = −    και τέµνει τον άξονα των χ στο σηµείο Γ µε συντεταγµένες 

την λύση του: 

2
2

2

0
0

y
y

xx
γ ξ ε ξ
α

=  =  
⇔ ⇔   

==    

δηλαδή ( )2  , 0ε ξΓ . 

Τότε 2 2'     χ χ γ ε ξ γ αε αε ε ξ ε α εξ εΕ ΓΕ Γ = ΓΕ = − = − = − = − = ΕΜ
����� ����

 

και όµοια 2 2' ' γ ε ξ γ ε ξΓΕ = ΓΕ = − − = + =
���� 2 'αε ε ξ ε α εξ ε+ = + = ⋅ Ε Μ

������
. 

συνεπώς ισχύει : 
' ' '

  
'

ε
ΓΕ ΓΕ ΓΕ Ε Μ

= = ⇔ =
Ε Μ ΕΜ ΓΕ ΕΜ

���� ���� ���� �����

����� ���� ���� ����  

η ΜΓ εσωτερική διχοτόµος της 
'Ε ΜΕ  οπότε, αφού ( ) ( )  ε ε⊥ΜΓ ⇒ εξωτερική 

διχοτόµος της 
'Ε ΜΕ . 
 

Παράδειγµα 30.  Θεωρούµε χορδή ΑΒ της έλλειψης 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  που διέρχεται από 

την εστία της Ε. Αν P το σηµείο τοµής των εφαπτοµένων της έλλειψης στα Α, Β και 0 

το κέντρο της , τότε ( ) ( ) 20, ,d AB d P β⋅ ΑΒ = . 

Λύση. Έχουµε ότι το P είναι σηµείο της διευθετούσας 
2

x
α
γ

=  που αντιστοιχεί στην 

( ),0γΕ . Άρα είναι 
2

, , P
α
µ µ

γ
 

∈ 
 

ℝ . Τότε από 3Μ  βρίσκουµε ότι 

2

2 2
: 1 

x
α

µγγ
α β

ΑΒ + = 2 2: β β 0x yγµ γ⇔ΑΒ − − = .Συνεπώς ( )
2

4 2 2
0,d

β γ

β γ µ

−
ΑΒ =

+
 ,  

( )
( )

2
2 2 2

2 2 2 2 2 4 2 2

4 2 2 4 2 2 4 2 2
,d P

α
β γµ β γ β α γ γ µ β γ µγ

β γ µ β γ µ γ β γ µ

⋅ + − − + +
ΑΒ = = =

+ + +
 

οπότε ( ) ( )
2 4 2 2

2

4 2 2 4 2 2
0, ,d d P

β γ β γ µ
β

β γ µ γ β γ µ

+
ΑΒ ⋅ ΑΒ = ⋅ =

+ +
 

 

Εξίσωση της έλλειψης. Πρόταση. Να αποδειχθεί ότι η εξίσωση της ελλείψεως c στο 
2
ℝ µε εστίες τα σηµεία ( ),0 ,  ( ,0),  0΄ γ γΕ − Ε >  

και 2΄ αΜΕ + Μ Ε =
���� ������

 όπου cΜ∈  και α γ>  

δίνεται από τον τύπο  
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =  µε 

2 2 2β α γ= − . 
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Απόδειξη. Αν ( ),x yΜ  είναι τυχαίο σηµείο της ελλείψεως c, τότε η δεύτερη των 

εξισώσεων γράφεται : ( ) ( )2 22 2 2x y x yγ γ α+ + + − + = ⇒  

( )2 2x y y⇒ + + ( )2 22 x y yα= − + + , άρα,   

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22 2 2 2 24 4x y x y x y x yγ α α γ γ γ+ + = − − + + − + ⇒ − + =  

x
γ

α
α

= − ⇒       (2.72) 

2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2x x y y x x x y

γ α γ
γ α γ α γ

α α
−

⇔ + + = − + ⇔ + = − (2.73) 

Επίσης α γ>  η (2.73) µπορεί να γραφεί: 
2 2

2 2 2
1

x y

α α γ
+ =
−

   (2.74) Επειδή α γ>

α γ> , συµπεραίνουµε ότι 2 2 0α γ− > . Άρα µπορούµε να θέσουµε 2 2 2α γ β− = . 

Αντιστρόφως αν οι συντεταγµένες ενός σηµείου ( ),x yΜ  επαληθεύουν την (2.70) ή 

ισοδύναµα την (2.74), θα δείξουµε ότι το σηµείο αυτό κείται σε µια έλλειψη µε εστίες 

( ),0γΕ , ( )' , 0γΕ − , δηλαδή θα δείξουµε ότι ισχύει η (2.71). Αλλά από την (2.74) 

προκύπτει αµέσως η (2.73) η οποία δίνει την (2.72) µόνο αν αποδειχθεί ότι: 

0x
γ

α
α
− >   (2.75). Επίσης από την (2.72) έπεται η (2.71) µόνο αν αποδειχθεί ότι:  

( )2 22 0x y yα − − + >  η οποία λόγω της (2.72) γίνεται 2 0x
γ

α α
α

 − − > 
 

 ή 

0x
γ

α
α
+ >   (2.76) Από την (2.74) είναι 

2

2 2 2
1

x y

α α γ
= − ≤

−
. Άρα 2 2x a≤  ή 

xα α− ≤ ≤ .  (2.77)  Από την (2.77), επειδή 1
γ
α
< , συνάγουµε: x

γ
α α
α

− ≤ ≤ . Από τις 

τελευταίες όµως ανισώσεις προκύπτουν αµέσως οι (2.75) και (2.76). Συνεπώς η 

(2.70) είναι εξίσωση ελλείψεως µε εστίες ( )' , 0γΕ − , ( ),0γΕ  ( ). 2.5σχ β  

 

 

Μερικές ιδιότητες της έλλειψης. Η εξίσωση (2.74) δεν µεταβάλλεται όταν θέσουµε 
όπου x το –x και y=y  ή y το –y 
και x=x ή x το –x και y το –y . 
Άρα, η έλλειψη είναι 
συµµετρική ως προς τον άξονα 
0y, τον άξονα 0x και ως προς 
την αρχή  
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0 . Η (2.74) µπορεί να γραφεί : 
2 2

2
1

y x

aβ
= −     (2.78) Από την (2.78) λαµβάνουµε 

2

2
1 0
x

α
− ≥ , δηλαδή xα α− ≤ ≤ . Με ίδιο τρόπο προκύπτει yβ β− ≤ ≤ . Κατά 

συνέπεια η έλλειψη περιλαµβάνεται µέσα στο ορθογώνιο, του οποίου οι πλευρές 
ορίζονται από τις εξισώσεις:  x αΓ∆→ = , x αΖΗ→ =− , y β∆Ζ → = , 

y βΓΗ → = −    (σχ. 2.5γ). 

9. Στοιχεία έλλειψης  

Η ευθεία, η οποία ενώνει τις εστίες της ελλείψεως ονοµάζεται κύριος άξονας 

της ελλείψεως. Αυτός τέµνει την έλλειψη σε δύο σηµεία ( ),0αΑ και ( )' ,0αΑ − , τα 

οποία λέγονται κύριες κορυφές της ελλείψεως. Το ευθύγραµµο τµήµα 'ΑΑ  λέγεται 
µεγάλος άξονας της ελλείψεως. Το µισό '0 0 αΑ = Α =  του µεγάλου άξονα λέγεται 
µεγάλος ηµιάξονας της ελλείψεως. Ο άξονας 0y τέµνει την έλλειψη σε δύο σηµεία 

( )0,βΒ  και ( )' 0, βΒ − που καλούνται δευτερεύουσες κορυφές. Το ευθύγραµµο 

τµήµα 'ΒΒ  λέγεται µικρός άξονας της ελλείψεως. Το ευθύγραµµο τµήµα 

0 '0 βΒ = Β =  λέγεται µικρός ηµιάξονας της ελλείψεως. Ο λόγος γ
ε
α
=  λέγεται 

εκκεντρότητα της ελλείψεως. Προφανώς είναι 1ε <  (σχ. 2.5δ) 
 

10. Ειδικές περιπτώσεις έλλειψης  

 

Αν οι εστίες ληφθούν επάνω στον άξονα 0y  δηλαδή ( )0, yΕ , ( )' 0, yΕ − , τότε 

η εξίσωση της είναι : 
2 2

2 2
1

y x

α β
+ =  όπου οι αριθµοί α και β έχουν την ίδια σηµασία 

όπως και στην εξίσωση (2.74) (σχ. 2.5ε) . 
 

� Αν 0γ =  τότε α β=  και οι εστίες της ελλείψεως συµπίπτουν µε το κέντρο 
της . Εποµένως η έλλειψη γίνεται κύκλος, του οποίου το κέντρο συµπίπτει µε την 
αρχή των αξόνων. Συνεπώς η εξίσωση αυτού του κύκλου είναι (σχ. 2.5στ): 

2 2 2x y α+ = , µε 0 0γ ε= ⇔ = . Άρα ο κύκλος είναι ειδική περίπτωση ελλείψεως. 
� Αν γ α=  τότε οι δύο εστίες της ελλείψεως συµπίπτουν µε τις κορυφές Α 

και Α΄ της ελλείψεως και η έλλειψη εκφυλίζεται σε διπλό ευθύγραµµο τµήµα ΑΑ΄  
(σχ. 2.5ζ). 
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Από τα παραπάνω συνάγεται ότι αν διατηρήσουµε το α σταθερό και 
µεταβάλλουµε το γ από το 0 έως το α, τότε η έλλειψη ξεκινά από µία περιφέρεια 
κύκλου και γίνεται διαρκώς περισσότερο επιµήκης µέχρι να συµπέσει µε το 
ευθύγραµµο τµήµα Α΄Α   (σχ. 2.5ζ). 
 
11. Εξίσωση της εφαπτόµενης µίας έλλειψης σε ένα σηµείο της 

Πρόταση. Έστω έλλειψη c που ορίζεται από την εξίσωση                                 
2 2

2 2
1

x y

α β
+ =     (2.79).  Να δειχθεί ότι η εξίσωση της εφαπτόµενης της c στο σηµείο 

( )0 0 0,P x y  είναι   0 0
2 2

1
xx yy

a β
+ =      (2.80). 

Απόδειξη. Επειδή το ( )0 0 0,P x y  είναι σηµείο της ελλείψεως, έπεται ότι οι  

συντεταγµένες του πληρούν την (2.79), δηλαδή                                                    
2 2
0 0
2 2

1
x y

α β
+ =    (2.81). Η εξίσωση µιας τυχούσας ευθείας ω, που περνά από το σηµείο 

( )0 0 0,P x y  είναι  ( )0 0y y x xν λ→ − = −  (2.82) όπου λ ο συντελεστής διευθύνσεως 

της ν . Τα κοινά σηµεία της ελλείψεως c µε την ευθεία ν έχουν συντεταγµένες οι 
οποίες είναι λύσεις του συστήµατος των εξισώσεων (2.79) και (2.82). Η εξίσωση 

(2.79) µε την βοήθεια της (2.82) γίνεται  ( )
22 2 2 2 2

0 0 0x a x y xβ λ λ α β+ + − − =     

( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 02 0x y x x y xβ λ α λα λ α λ α β⇒ + + − + − − =         (2.83) 

Οι ρίζες της (2.83) ως προς χ είναι οι τετµηµένες των κοινών σηµείων της c µε την ν . 
Επειδή η ν πρέπει να εφάπτεται στην c προκύπτει ότι  η (2.83) πρέπει να έχει διπλή 

ρίζα ίση µε 0x . Από (2.83) έπεται  

( )2 2
0 0 2 2 0

0 0 02 2 2 2

y x x
x x y

y

λα λ β
β λα λ

β λ α α
−

= − ⇒ = − ⇒ = −
+

     (2.84) 

Η εξίσωση (2.82) µε την βοήθεια της (2.84) δίνει την (2.80). 
 

Εφαρµογή. Έστω σηµεία P1(4,3) και  P2
3

2, 7
2

 
 
 

. Να βρεθούν η εξίσωση της 

έλλειψης που περνά από αυτά, τα στοιχεία της έλλειψης, οι εφαπτόµενες της έλλειψης 
στα P1,  P2  και η γωνία αυτών των εφαπτόµενων. 

Λύση.  Αν 
2 2

2 2
1

x y

a β
+ =  είναι η εξίσωση της έλλειψης τότε επειδή τα σηµεία (4,3) και 

3
2, 7

2
 
 
 

 ανήκουν στην έλλειψη, παίρνουµε:   
2 2 2 2

16 9 4 63
1, 1

4α β α β
+ = + = . Από τη 

λύση του συστήµατος ως προς 
2

1

α
, 2

1

β
 βρίσκουµε 2 32α = ,

2 18β = . Άρα η 

εξίσωση της έλλειψης είναι 
2 2

1
32 18

x y
+ = . Τα στοιχεία της έλλειψης είναι

14
32,  18,  14,  

32
α β γ ε= = = = . Οι εξισώσεις των εφαπτοµένων της έλλειψης 
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στα σηµεία P1 , P2 είναι  1 2

3 3
1 , λ  , 7 1 , λ

8 6 4 16 12 4 7

x y x y
+ = =− + = =− . Αν ω η 

γωνία αυτών των εφαπτοµένων, τότε
( )

1 2

1 2

3 3
12 1 74 4 7

91 9 16 71
16 7

λ λ
εϕω εϕω

λ λ

− + −−
= ⇒ = =
+ ++

 


