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1. Συντελεστής διεύθυνσης ευθείας 

Ορίζουµε ως συντελεστή διεύθυνσης της 

ευθείας (ε) και γράφουµε ελ  τον συντελεστή 

διεύθυνσης του διανύσµατος 0a ≠
��

που έχει φορέα την 

(ε). Άρα ε αλ λ= � . Είναι  φανερό ότι: 

� Αν η ευθεία (ε) είναι παράλληλη προς τον άξονα y y′  

τότε δεν ορίζεται ο ελ . 

 

 

� Αν ( ) / /xxε ′   τότε 0ελ = . 

 

 

 

 

 

� Αν 1 2 1 2( ) / /( ) ε εε ε λ λ⇔ = . 

Ορίζουµε ως συντελεστή διεύθυνσης του τµήµατος ΑΒ  (και γράφουµε λΑΒ ) 

τον συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας (ε) που ορίζουν τα σηµεία Α, Β. 

� Αν ( , )x yΑ ΑΑ , ( , )Bx yΒΒ  σηµεία της ευθείας (ε) µε A Bx x≠  τότε 
y y

x x
ελ

Β Α

Β Α

−
=

−
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη  To διάνυσµα AB
����

 έχει φορέα την (ε) οπότε: 
ABελ λ= ���� . Αλλά 

( ,  )AB x x y yΒ Α Β Α− −
����

 οπότε: 
AB

y y

x x
ελ λ Β Α

Β Α

−
= =

−
���� . Θεωρούµε ευθεία (ε) που τέµνει 

τον άξονα xx′στο Ρ. Συµβολίζουµε µε ω τη γωνία κατά την οποία πρέπει να στραφεί 

περί το Ρ ο άξονας xx′ , µε θετική φορά πάνω στο επίπεδο , ώστε να συµπέσει µε την 

(ε). Η γωνία ω ορίζεται ως η γωνία του άξονα xx′και της ευθείας (ε).  

Είναι φανερό ότι ο άξονας xx′σχηµατίζει ίσες γωνίες µε ευθείες που ανήκουν 

στην ιδία διεύθυνση και ότι 0 ω π< < . Όταν ( ) / /xxε ′ , ως γωνία του xx′και της (ε) 

θεωρείται η µηδενική.  

Άρα, γενικά είναι 0 ω π< < . 
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� Αν ω η γωνία άξονα xx′και της (ε) τότε εεϕω λ=  , 
2

π
ω ≠  

Απόδειξη Με 0,
2

π
ω  ∈  

 έχουµε 

 

AB

B y y y y

x x x x
εεϕω λ λΖ Ε Β Α

∆ Γ Β Α

Ρ ΕΖ ΕΖ − −
= = = = = = =

− −Γ∆ΑΡ Γ∆
����

��� ���� ����

�������� ����  

Αντικαταστήσαµε  ΕΖ = ΕΖ
���� ����

 και  Γ∆ = Γ∆
���� ����

 αφού  j
→

ΕΖ
����
րր  και  i

→

Γ∆
����
րր . 

Με ,
2

π
ω π ∈ 
 

 έχουµε  

AB

B y y y y

x x x xA
εεϕω εϕϕ λ λΖ Ε Β Α

∆ Γ Β Α

Ρ ΕΖ ΕΖ ΕΖ − −
= − = − = − = − = − = = = =

− −∆Γ Γ∆Ρ ∆Γ
����

��� ����

��� ����  
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2. Εξισώσεις ευθείας 

Η ευθεία (ε) που διέρχεται από το 1 1( , )x yΑ  και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ έχει 

εξίσωση  1 1( )y y x xλ− = −  

 Απόδειξη Το σηµείο ( , )x yΜ του επιπέδου ανήκει στην (ε) , τότε και µόνο τότε, αν 

1
1 1

1

( )
y y

y y x x
x x

ελ λ λ λΑΜ

−
= ⇔ = ⇔ − = −

−
 

 

 

 

 

3. Παρατηρήσεις 

� Αν Α=0 οπότε 1 1 0x y= = έχουµε (ε): y λχ= .  

�  Αν λ=0 οπότε ( ) / /xxε ′  η εξίσωση γίνεται 1 10y y y y− = ⇔ = .  

�  Αν λ∉ℝ  οπότε ( ) / / 'y yε  η εξίσωση γίνεται 1 10x x x x− = ⇔ = .  

�  Η διχοτόµος της 1ης–3ης γωνίας των αξόνων έχει 45 1λ εϕ= =�  και άρα εξίσωση 

y x= .  

� Η διχοτόµος της 2ης–4ης γωνίας των αξόνων έχει 135 1λ εϕ= = −�
 και άρα εξίσωση 

y x= − .   Τα παραπάνω αποδίδονται σχηµατικά από τα παρακάτω σχήµατα.  

  

 

� Η ευθεία (ε) που διέρχεται από το 1 1( , )x yΑ  και είναι παράλληλη προς το διάνυσµα 

( , )r α β
�

 έχει εξίσωση 1 1

1

1 0

0

x y

x y

α β
=   

Απόδειξη Το σηµείο ( , )M x y του επιπέδου ανήκει 

στην (ε), τότε και µόνο τότε, αν / /rΑΜ
����� �

 γρ. 



6 

 

εξαρτηµένα (και αφού 1 1( , )AM x x y y− −
�����

)
1 1

1 1

1

0 1 0

0

x y
x x y y

x y
α β

α β

− −
⇔ = ⇔ =  

 

� Η ευθεία (ε) που διέρχεται από τα 1 1( , )x yΑ , 2 2( , )x yΒ , έχει εξίσωση 

1 2 1

1 1

1 2 1

2 2

1

( ) : 0 1 0

1

x y
x x x x

x y
y y y y

x y

ε
− −

= ⇔ =
− −

. 

Απόδειξη Το σηµείο ( , )M x y  του επιπέδου ανήκει 

στην (ε), τότε και µόνο τότε αν / / ,AM AB AM AB⇔
����� ���� ����� ����

 

γραµµικά εξαρτηµένα (και αφού 1 1( ,  )AM x x y y− −
�����

,

2 1 2 1 ( ,  )AB x x y y− −
����

)

1 2 1

1 1

1 2 1

2 2

1

0 1 0

1

x y
x x x x

x y
y y y y

x y

− −
⇔ = ⇔ =

− −
 

Αν 2 1 0y y− ≠  η παραπάνω εξίσωση γράφεται ισοδύναµα 1 2 1

1 2 1

x x x x

y y y y

− −
=

− −
 ή και 

1 2 1

1 2 1

y y y y

x x x x

− −
=

− −
. 

 

� Η εξίσωση (ε): Αx+Βy+Γ=0 µε |Α|+|Β| 0≠  είναι εξίσωση ευθείας. 

Απόδειξη Θεωρούµε το σηµείο 1 1( , )P yχ τέτοιο, ώστε 1 1 0x yΑ + Β + Γ =  και το µη 

µηδενικό διάνυσµα ( , )u Α Β
�

. Αν ( , )M x y σηµείο του επιπέδου τέτοιο ώστε 

1 10 ( ) 0x y x y x yΑ + Β + Γ = ⇔ Α + Β + Γ − Α + Β + Γ =  είναι 

  1 1( , )) . 0PM x x y y u PM− − ⇔ =
����� ������

 (1).  Επειδή το 1 1( , )P x y  είναι σταθερό σηµείο, το 

( , )u Α Β
�

σταθερό διάνυσµα και από  (1) PM u⇔ ⊥
����� �

, έπεται ότι το Μ έχει ως τόπο 

ευθεία (ε) που άγεται από το Ρ και είναι κάθετη 

στο φορέα του u
�

. 

Άρα, η γεωµετρική εικόνα της εξίσωσης  

0x yΑ +Β + Γ =  µε 0Α + Β ≠  είναι ευθεία (ε). 

Το ( , )u Α Β
�

 είναι κάθετο επί την (ε).  

Επειδή για το ( , )V Β −Α
�

 είναι : 0u V V u= ⇒ ⊥
� �� �

 

οπότε / /( )V ε
�

 είναι 
( ) Vελ λ

−Α
= =

Β
�  όταν 0Β ≠ .  

Αν Β=0 τότε το 
V
λ �  δεν ορίζεται και είναι

( ) / / 'y yε . Άρα:  
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Η εξίσωση ΑxΒy+Γ=0 µε |Α|+|Β| 0≠  έχει ως γεωµετρική εικόνα ευθείας (ε) µε 

ελ
−Α
=
Β

όταν 0Β ≠ .  

Αν Β=0 τότε ( ) / / 'y yε .   

Αν Α=0  τότε ( ) / /xxε ′ . 
Το ( , )u Α Β
�

είναι κάθετο επί την (ε).   

Το ( , )V Β −Α
�

 είναι παράλληλο προς την (ε). 

 

� ∆ιερεύνηση της (Ε): Αχ+Βy+Γ=0 µε  |Α|+|Β| 0≠ . 

Είδαµε ότι  η γεωµετρική εικόνα της (Ε) είναι ευθεία (ε). Θα µελετήσουµε  τη θέση 

της (ε) ως προς το σύστηµα Oxy των αξόνων. 

Α) Αν Α=Γ=0  τότε (Ε) 0 0y y⇔Β = ⇔ = . 

Η ευθεία (ε): y=0 διέρχεται από την αρχή Ο(0,0) και είναι 

παράλληλη προς τον xx′ , άρα η (ε) ταυτίζεται µε τον xx′ . 
 

 

Β) ΑΝ Β=Γ=0 τότε (Ε) 0 0x x⇔ Α = ⇔ = .  Η ευθεία (ε): 

χ=0 διέρχεται από την αρχή Ο(0,0) και είναι παράλληλη 

προς τον yy′ , άρα η (ε) ταυτίζεται µε τον yy′ . 
 

 

 

Γ) Αν Γ=0 τότε (Ε) 0x y y x
−Α

⇔ Α +Β = ⇔ =
Β

, y xλ= . 

Η ευθεία (ε): y=λχ διέρχεται από την αρχή Ο(0,0). 

 

 

 

∆) Αν Β=0 τότε (Ε) 0Ax x
−Γ

+ Γ = ⇔ =
Α

. Η ευθεία (ε): 

x
−Γ
=
Α

 είναι παράλληλη προς τον άξονα yy′και τέµνει 

τον άξονα xx′στο σηµείο µε τετµηµένη
−Γ
Α

. 

Ε) Αν Α=0 τότε (Ε) 0y y
−Γ

⇔ Β +Γ = ⇔ =
Β

. Η ευθεία 

(ε): y
−Γ

=
Β

 είναι παράλληλη προς τον άξονα xx′και 

τέµνει τον άξονα yy′  στο σηµείο µε τεταγµένη
−Γ
Β

. 

 

ΣΤ) Αν 0Α ⋅Β⋅ Γ ≠ , η ευθεία (ε): Αx+Βy+Γ=0 τέµνει 

τον άξονα xx′στο σηµείο , 0
Γ − Α 

και τον άξονα yy′  
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στο σηµείο 0,
−Γ 

 Β 
. Οι πραγµατικοί α

Γ
− =
Α

, β
Γ
− =
Α

 που δίνουν τα σηµεία στα 

οποία η (ε) τέµνει τους άξονες λέγονται «συντεταγµένες επί την αρχή» της (ε) και 

ειδικά, ο α
Γ
− =
Α

 «τετµηµένη επί την αρχή» ενώ ο β
Γ
− =
Α

 «τεταγµένη επί την 

αρχή». 

 

4. Ανηγµένη εξίσωση ευθείας  

Η γενική εξίσωση ευθείας (ε): Αχ+Βy+Γ=0 µε |Α|+|Β| 0≠  όταν Β 0≠  γράφεται 

ισοδύναµα y x
Α Γ   = − + −   Β Β   

, και επειδή λ
Α
− =
Β

(συντελεστής διεύθυνσης της 

(ε) και β
Γ
− =
Β

(τεταγµένη επί την αρχή της (ε)) έχουµε τελικά (ε): y xλ β= + . Η 

µορφή y xλ β= +  λέγεται «ανοιγµένη εξίσωση» της ευθείας (ε). 

 

5. Εξίσωση ευθείας από τις συντεταγµένες επί την αρχή 

Η γενική εξίσωση της ευθείας (ε): Αx+Βy+Γ=0 µε |Α|+|Β| 0≠  όταν 0Α ⋅Β⋅ Γ ≠  

γράφεται ισοδύναµα 1 , 1 1
x y x y x y

x y
α β

Α Β
Α + Β = Γ⇔ + = ⇔ = ⇔ + =

−Γ −Γ−Γ −Γ    
   Α Β   

 

όπου α, β  οι συντεταγµένες επί την αρχή της ευθείας (ε).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Σχετική θέση δυο ευθειών 

Έστω ευθείες 1( )ε : 
1 1 1 1 1

0,| | | | 0x yΑ + Β + Γ = Α + Β ≠  και

2 2 2 2 2
0,| | | | 0x yΑ + Β + Γ = Α + Β ≠  Τότε: 

Α) Οι ευθείες 1( )ε , 2( )ε  τέµνονται στο
0 0

( , )P x y  αν και 

µόνο ισχύουν
1 0 1 0 1

2 0 2 0 2

0

0

x y

x y

Α + Β + Γ = 
 
Α + Β + Γ = 

, ισοδύναµα, αν και 

µόνο το σύστηµα 
1 1 1

2 2 2

0

0

x y

x y

Α + Β + Γ = 
 
Α + Β + Γ = 

 έχει µια µονή 

λύση στο 
2R την 0 0( , )x y

1 1

2 2

0D
Α Β

⇔ = ≠
Α Β

. Άρα:  
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Αν
1 1

2 2

0D
Α Β

= ≠
Α Β

 οι ευθείες
1 1 1 1

2 2 2 2

( ) : 0

( ) : 0

x y

x y

ε
ε

Α + Β + Γ = 
 

Α + Β + Γ = 
 

τέµνονται στο 

1 1 1 1

2 2 2 2

1 1 1 1

2 2 2 2

, ,
yx
DD

P
D D

−Γ Β Α −Γ 
 −Γ Β Α −Γ  =
Α Β Α Β 

 Α Β Α Β 

 

 

Β) Οι ευθείες 1( )ε , 2( )ε  ταυτίζονται, αν και µόνο το 

σύστηµα 
1 0 1 0 1

2 0 2 0 2

0

0

x y

x y

Α + Β + Γ = 
 Α + Β + Γ = 

 είναι αόριστο 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

0
Α Β Γ Β Α Γ

⇔ = = =
Α Β Γ Β Α Γ

.  Άρα, οι 

ευθείες
1 1 1 1

2 2 2 2

( ) : 0

( ) : 0

x y

x y

ε
ε

Α + Β + Γ =

Α + Β + Γ =
 ταυτίζονται ⇔ 0x yD D D= = =  

Γ) Οι ευθείες 1 2( ),( )ε ε  είναι παράλληλες, αν και µόνο 

το σύστηµα 
1 1 1

2 2 2

0

0

x y

x y

Α + Β + Γ = 
 Α + Β + Γ = 

 είναι αδύνατο 

1 1

2 2

0
Α Β

⇔ =
Α Β

και
1 1 1 1

2 2 2 2

0
Γ Β Α Γ

+ ≠
Γ Β Α Γ

. Άρα 

 

Άρα 

Οι ευθείες
1 1 1 1

2 2 2 2

( ) : 0

( ) : 0

x y

x y

ε
ε

Α + Β + Γ =

Α + Β + Γ =
είναι παράλληλες 0  0x yD D Dκαι⇔ = + ≠ . 

 

7. Καθετότητα ευθειών  

Θεωρούµε τις ευθείες 1 1 1 1( ) : 0x yε Α + Β + Γ = , 1 1 0Α + Β ≠  και 

2 2 2 2( ) : 0x yε Α + Β + Γ = , 2 2 0Α + Β ≠ .Γνωρίζουµε ότι 1 1 1 1( , ) ( )u εΑ Β ⊥
�

 και 

2 2 2 2( , ) ( )u εΑ Β ⊥
�

. Έχουµε συνεπώς: Οι ευθείες 1 2( ),( )ε ε  είναι κάθετες, αν και µόνο, 

τα κάθετα σε αυτές διανύσµατα 1 2,u u
� �

 είναι µεταξύ τους κάθετα 

1 2 1 2 1 2, 0 0u u⇔ = ⇔Α Α +Β Β =
� �

. Άρα, 

 

Οι ευθείες 
1 1 1 1

2 2 2 2

( ) : 0

( ) : 0

x y

x y

ε
ε

Α + Β + Γ =

Α + Β + Γ =
   είναι κάθετες 1 2 1 2 0⇔Α Α +Β Β =  
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7.1 Παρατήρηση 

 Αν 1 2, 0Β Β ≠  οπότε ορίζονται οι
1 2
,ε ελ λ , η συνθήκη 1 2 1 2 0Α Α +Β Β =  γράφεται 

ισοδύναµα 
1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 , 1ε ελ λ
  Α Α −Α −Α

Α Α = Β Β ⇔ = − ⇔ = − ⇔ = −  Β Β Β Β  
. Άρα, 

1 21 2( ) ( ) , 1ε εε ε λ λ⊥ ⇔ = − , εφόσον ορίζονται τα 
1 2
,ε ελ λ  

 

 8. Γωνία δυο ευθειών  

Θεωρούµε τις ευθείες 1 1 1 1( ) : 0x yε Α + Β + Γ = , 1 1 0Α + Β ≠  και 

2 2 2 2( ) : 0x yε Α + Β + Γ = , 2 2 0Α + Β ≠  που τέµνονται στο σηµείο P. Ορίζουµε ως 

γωνία του διατεταγµένου ζεύγους των ευθειών 1 2(( ), ( ))ε ε  και γράφουµε 1 2( , )ε εɵ , τη 

γωνία ω κατά την οποία πρέπει να στραφεί µε θετική φορά περί το P η πρώτη ευθεία 

1( )ε , ώστε να συµπέσει µε τη δεύτερη ευθεία 2( )ε . Είναι συνεπώς [ )1 2( , ) 0,ε ε π∈ɵ .  

Για τη γωνία των ευθειών 1( )ε 2( )ε  εφόσον ορίζονται οι 
1 2
,ε ελ λ και είναι

1 2( , )
2

π
ε ε ≠ɵ , ισχύει  2 1

1 2

1 2( , )
1

ε ε

ε ε

λ λ
εϕ ε ε

λ λ

−
=
+

ɵ
i

.  

 

 

 

 

 

 

 

Απόδειξη Ονοµάζουµε θ, φ τις γωνίες που σχηµατίζει ο άξονας xx′  µε τις 1( )ε  , 2( )ε  

αντίστοιχα. Τότε η γωνία 1 2( , )ω ε ε= ɵ θα είναι εσωτερική ή εξωτερική γωνία στο 

τρίγωνο ΡΑΒ που σχηµατίζει ο άξονας xx′µε τις 1( )ε , 2( )ε   οπότε είναι: 

1 2( , )ε ε ϕ θ= −ɵ    ή  1 2( , ) ( )ε ε π ϕ θ= + −ɵ . Σε κάθε περίπτωση έχουµε 

2 1

1 2

1 2( , ) ( )
1 1

ε ε

ε ε

λ λεϕϕ εϕθ
εϕ ε ε εϕ ϕ θ

εϕϕ εϕθ λ λ

−−
= − =

+ ⋅ + ⋅
ɵ . Αν 2( ) / / 'y yε  οπότε δεν ορίζεται 

ο 
2ε
λ  τότε από τα σχηµατιζόµενα ορθογώνια τρίγωνα έχουµε ότι 

2

π
ω θ= −  ή 

3
( )

2 2

π π
ω π θ θ= + − = − . Σε κάθε περίπτωση είναι 

1

1 2

1 1
( , )

ε

εϕ ε ε σϕθ
εϕθ λ

= = =ɵ . 
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9. Συνθήκη για να διέρχονται τρεις ευθείες από το ίδιο σηµείο 

 Έστω οι ευθείες

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

( ) : 0, 0

( ) : 0, 0

( ) : 0, 0

x y

x y

x y

ε
ε
ε

Α + Β + Γ = Α + Β ≠ 
 

Α + Β + Γ = Α + Β ≠ 
 Α + Β + Γ = Α + Β ≠ 

. Οι 1 2 3( ), ( ),( )ε ε ε  θα 

διέρχονται από το ίδιο πραγµατικό σηµείο 0 0( , )x yΡ , αν και µόνο το σύστηµα 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0,

0,

0,

x y

x y

x y

Α + Β + Γ = 
 Α + Β + Γ = 
 Α + Β + Γ = 

 (Σ) έχει ως µοναδική λύση στο 
2ℝ  τη 0 0( , )x y ⇔ το (Σ) είναι 

συµβιβαστό ⇔
1 1 1

2 2 2

3 3 3

0D

Α Β Γ

= Α Β Γ =

Α Β Γ

 και 
1 1 2 21 1

3 3 3 32 2

| | | | | | 0
Α Β Α ΒΑ Β

+ + ≠
Α Β Α ΒΑ Β

. 

Άρα,  οι ευθείες 1 1 1 1( ) : 0x yε Α + Β + Γ = , 2 2 2 2( ) : 0x yε Α + Β + Γ = , 

3 3 3 3( ) : 0x yε Α + Β + Γ =   διέρχονται από το ίδιο πραγµατικό σηµείο, αν και µόνο 

ισχύουν τα: 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0D

Α Β Γ

= Α Β Γ =

Α Β Γ

 και 
1 1 2 21 1

3 3 3 32 2

| | | | | | 0
Α Β Α ΒΑ Β

+ + ≠
Α Β Α ΒΑ Β

. 

 

10. Συνθήκη για να ανήκουν τρεις ευθείες στην ιδία διεύθυνση  

Θεωρούµε τις ευθείες

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

( ) : 0, 0

( ) : 0, 0

( ) : 0, 0

x y

x y

x y

ε
ε
ε

Α + Β + Γ = Α + Β ≠ 
 

Α + Β + Γ = Α + Β ≠ 
 Α + Β + Γ = Α + Β ≠ 

. Οι 1 2 3( ), ( ),( )ε ε ε  

ανήκουν στην ιδία διεύθυνση αν και µόνο αν τα κάθετα σε αυτές διανύσµατα 

1 1 1 2 2 2 3 3 3( , ), ( , ), ( , )u u uΑ Β Α Β Α Β
� � �

 είναι παράλληλα 
1 1

2 2

0
Α Β

⇔ =
Α Β

 και 
1 1

3 3

0
Α Β

=
Α Β

 

και 
2 2

3 3

0
Α Β

=
Α Β

. Άρα, οι ευθείες 
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 1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( ) : 0, ( ) : 0, ( ) : 0x y x y x yε ε εΑ + Β + Γ = Α + Β + Γ = Α + Β + Γ =  ανήκουν 

στην ιδία διεύθυνση, αν και µόνο ισχύει 
1 1 2 21 1

3 3 3 32 2

| | | | | | 0
Α Β Α ΒΑ Β

+ + =
Α Β Α ΒΑ Β

   

 

11. Πρόσηµο του ( , ) , 0f x y x y= Α + Β + Γ Α + Β ≠   

Θεωρούµε τη γεωµετρική εικόνα της ευθείας ( ) : 0x yε Α + Β + Γ = . Είναι 

φανερό ότι τα σηµεία της (ε) έχουν συντεταγµένες που µηδενίζουν το ( , )f x y . Ας 

είναι λοιπόν 1 1 1( , )x yΡ  και 2 2 2( , )x yΡ  δυο σηµεία που δεν κινούνται στην (ε) και 

1 2Ρ Ρ � ( )ε . Τότε 1 1 1 2 2 20,  0x y x yΑ + Β + Γ ≠ Α + Β + Γ ≠  και οι ευθείες (ε), 1 2Ρ Ρ  

τέµνονται σε πραγµατικό σηµείο Κ. Αν

1 2

1 2

1 2

1
( )

1

x x
x

y y
y

κ

κ

λ
λλ
λ
λ

+ = +Ρ Ρ Κ = ⇒ 
+ =

 +

 και  αφού το 

Κ είναι σηµείο της (ε), θα ισχύει 

1 2 1 20 0
1 1

x x y y
x yκ κ

λ λ
λ λ

+ +
Α + Β + Γ = ⇔ Α + Β + Γ =

+ +

1 1
1 1 2 2

2 2

( ) ( ) 0
x y

x y x y
x y

λ λ
Α + Β + Γ

⇔ Α + Β + Γ + Α + Β + Γ = ⇔ = −
Α + Β + Γ

 

1 1
1 2

2 2

( , )
( )

( , )

f x y

f x y
⇔ Ρ Ρ Κ = − . ∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις: 

Α) Τα σηµεία 1 2,Ρ Ρ  είναι σηµεία του ιδίου 

ηµιεπιπέδου ως προς την (ε) ⇔  το Κ είναι 

εξωτερικό σηµείο του 1 2,Ρ Ρ ⇔

1 1
1 2

2 2

( , )
( ) 0 0

( , )

f x y

f x y
Ρ Ρ Κ < ⇔ > ⇔  τα 1 1( , )f x y ,

2 2( , )f x y  είναι αριθµοί οµόσηµοι. Άρα, για τις 

συντεταγµένες σηµείων του ιδίου ηµιεπιπέδου το 

( , )f x y  παίρνει τιµές οµόσηµες. 

 

Β) Τα σηµεία 1 2,Ρ Ρ  είναι σηµεία διαφορετικών 

ηµιεπιπέδων ως προς την (ε) ⇔  το Κ είναι εσωτερικό 

σηµείο του 1 2,Ρ Ρ 1 1
1 2

2 2

( , )
( ) 0 0

( , )

f x y

f x y
⇔ Ρ Ρ Κ > ⇔ < ⇔ τα

1 1( , )f x y , 2 2( , )f x y  είναι αριθµοί ετερόσηµοι. Άρα, για τις 

συντεταγµένες σηµείων διαφορετικών ηµιεπιπέδων το 

( , )f x y  παίρνει τιµές ετερόσηµες.  

Συµβολίζουµε µε ,θ αΗ Η  τα δυο ηµιεπίπεδα.  

Τότε,  αν για το σηµείο ( , )x yΜ ΜΜ  του θΗ  είναι

( , )f x yΜ Μ >0⇒ ότι και για οποιοδήποτε άλλο σηµείο 

( , )x yΝ ΝΝ  του θΗ  θα είναι ( , )f x yΝ Ν >0  ενώ για 



13 

 

οποιοδήποτε άλλο σηµείο ( , )x yΛ ΛΛ  του αΗ  θα είναι ( , ) 0f x yΛ Λ < .  

Τα ,θ αΗ Η  συµβολίζουν αντίστοιχα το «θετικό» και «αρνητικό» ηµιεπίπεδο. 

 

� Να λυθεί γραφικά η ανισότητα  x+2y-4<0. 

Λύση Αν ( , ) 2 4x y yf x= + −  και (ε) η 

γεωµετρική εικόνα της ( , )f x y =0 , παρατηρούµε 

ότι η (ε) δεν διέρχεται από την αρχή Ο (0,0) και 

ισχύει (0,0) 4 0f = − < .  

Άρα, και για τις συντεταγµένες του 

τυχαίου σηµείου Μ του ηµιεπιπέδου που περιέχει 

το Ο είναι  ( , ) 0M Mf x y < .  

Άρα, η λύση της ανισότητας είναι το 

ηµιεπίπεδο αΗ , που περιέχει την αρχή των 

αξόνων.  

 

� Να δειχθεί ότι το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ µε Α(-3,5), Β(-1,-4), Γ(7,-1), ∆(2,9) είναι 

κυρτό. 

Λύση έχουµε Α∆: 
3 2 3

4 5 37 0.
5 9 5

x
x y

y

+ +
= ⇔ − + =

− −
 

Αν ( , ) 4 5 37f x y x y= − +  παρατηρούµε ότι: Για τις 

συντεταγµένες του Β(-1,-4) έχουµε f(-1,-4)=-

4+20+37>0. Για τις συντεταγµένες του Γ(7,-1) έχουµε 

f(7,-1)=28+5+37>0.  

Συνεπώς, τα Β, Γ κείνται σε σχέση µε την 

ευθεία Α∆, στο ίδιο ηµιεπιπεδο. Όµοια αποδεικνύεται 

ότι, σε σχέση µε κάθε πλευρά του τετράπλευρου, οι 

αποµένουσες δυο κορυφές κείνται στο ίδιο ηµιεπίπεδο και άρα το ΑΒΓ∆ είναι κυρτό 

τετράπλευρο.  

 

� Να λυθεί γράφηκα η ανισότητα (4χ-y+4), (6x+y-3), (x+2y+2)<0. 

Λύση Ονοµάζουµε

1

2

3

( , ) 4 4

( , ) 6 3

( , ) 2 2

f x y x y

f x y x y

f x y x y

= − + 
 

= + − 
 = + + 

 και κάνουµε τη γεωµετρική εικόνα των 

ευθειών 1( , ) 0f x y = , 2( , ) 0f x y = , 3( , ) 0f x y =  και σηµειώνουµε τα πρόσηµα των

1( , )f x y , 2( , )f x y , 3( , )f x y  ως εξής: 1f (0,0)=4>0 άρα το ηµιεπίπεδο που περιέχει το 

0(0,0), είναι το θετικό για την ευθεία 1f (χ,y)=0. Όµοια και για τις άλλες ευθείες. 

Παρατηρούµε ότι οι λύσεις της (α), είναι οι λύσεις των συστηµάτων: 

1

2 1

3

( , ) 0

( , ) 0 ( )

( , ) 0

f x y

f x y

f x y

− < 
 
− < Σ 
 − < 

 

1

2 2

3

( , ) 0

( , ) 0 ( )

( , ) 0

f x y

f x y

f x y

− < 
 
+ > Σ 
 + > 

 

1

2 3

3

( , ) 0

( , ) 0 ( )

( , ) 0

f x y

f x y

f x y

+ > 
 
− < Σ 
 + > 
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1

2 4

3

( , ) 0

( , ) 0 ( )

( , ) 0

f x y

f x y

f x y

+ > 
 
+ > Σ 
 − < 

. Στο σχήµα 1( )Λ , 2( )Λ , 3( )Λ , 4( )Λ συµβολίζουµε τις λύσεις των 

συστηµάτων 1( )Σ , 2( )Σ , 3( )Σ , 4( )Σ . 

 

 

 

12. Απόσταση σηµείου  από ευθεία  

Ονοµάζουµε Κ την προβολή του σηµείου 0 0( , )x yΜ  επί την ευθεία (ε): Αx+Βy+Γ=0, 

|Α|+|Β|≠ 0. Τότε d(M,(ε))=||ΚΜ||. Αν 1 1( , )K x y  τότε, αφού Κ∈  (ε) ⇔

1 1 1 10x y x yΑ + Β + Γ = ⇔ Α + Β = −Γ  (1) θεωρούµε το 

/ / | ( , ) | | 1| 1u KM u KMσυν⇒ = ± =
� ����� � �����

. Ακόµα είναι: 0 1 0 1( , )KM x x y y− −
�����

 οπότε 

2 2

(1)

0 1 0 1 0 0 1 1 0 0

2 2 0 0
0 0 2 2

| . | . ( , ) ( , ( )). .1

| . | | ( ) ( ) | ( ) | |

| |
( , ( )). | | ( , ( ))

u KM u u d

u x x y y x y x y x y

x y
d M x y d M

συν ε

ε ε

 ΚΜ = ΚΜ = Μ Α + Β ⇒ 
 ΚΜ = Α − + Β − = Α + Β − Α + Β = Α + Β + Γ 

Α + Β + Γ
⇒ Α + Β = Α + Β + Γ ⇒ =

Α + Β

����� � ����� � ����� �

����� �
 

 

� Να βρεθεί η απόσταση του Μ(-2,1) από την (ε): 4χ+3y-5=0. 

Λύση Είναι 
2 2

4( 2) 3 1 5 8 3 5
( , ( )) 2

54 3
d ε

− + ⋅ − − + −
Μ = = =

+
 

 

13. Εξισώσεις διχοτόµων των γωνιών δυο ευθειών 

Θεωρούµε τις ευθείες 1 1 1 1( ) : 0x yε Α + Β + Γ = , 1 1 0Α + Β ≠ και 

2 2 2 2( ) : 0x yε Α + Β + Γ = , 2 2 0Α + Β ≠  µε 
1 1

2 2

0
Α Β

≠
Α Β

 οπότε οι 1( )ε , 2( )ε  

τέµνονται. Τότε το Μ(χ,y) κείται στις διχοτόµους των γωνιών που σχηµατίζονται, αν 
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και µόνο 
1 1 1 2 2 2

1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

( , ( )) ( , ( ))
x y x y

d dε ε
Α +Β + Γ Α + Β + Γ

Μ = Μ ⇔ = ⇔
Α +Β Α +Β

1 1 1 2 2 2

2 2 2 2

1 1 2 2

1 1 1 2 2 2

2 2 2 2

1 1 2 2

x y x y

x y x y

Α + Β + Γ Α + Β + Γ = Α + Β Α + Β 
⇔  

Α + Β + Γ Α + Β + Γ =
 Α + Β Α + Β 

που είναι οι εξισώσεις των διχοτόµων

1 2( ), ( )δ δ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Να βρεθούν οι εξισώσεις των διχοτόµων των γωνιών που σχηµατίζουν οι ευθείες 

1( )ε :3χ+4y-5=0 , 2( )ε :5χ-12y+3=0.   

Λύση 

 Οι διχοτόµοι έχουν εξισώσεις

3 4 5 5 12 3

7 56 40 09 16 25 144

3 4 5 5 12 3 16 2 25 0

9 16 25 144

x y x y

x y

x y x y x y

+ − − + =  + − = + + ⇔   
+ − − + − − =  =

 + + 

 

 

14. Εξίσωση µεσοπαραλλήλου δύο παραλλήλων ευθειών 

Θεωρούµε τις παράλληλες ευθείες 1 1( ) : 0x yε Α + Β + Γ =  και 2 2( ) : 0x yε Α + Β + Γ = . 

Τότε το σηµείο Μ(χ,y) ανήκει στην µεσοπαράλληλη (ε) των 1( )ε , 2( )ε ⇔  

1 2

1 2 2 2 2 2

1 2

( ,( )) ( ,( ))
x By x By

d d

x By x By

ε ε
Α + + Γ Α + + Γ

Μ = Μ ⇔ =
Α + Β Α + Β

⇔ Α + + Γ = Α + + Γ ⇔

1 2 1 2 1 2

1 2
1 2

αδύνατοναφού ( ) ( )

0
2

x By x By

x By x By x y

ε εΑ + + Γ = Α + + Γ ⇔ Γ = Γ → ≠

 Γ + Γ

Α + + Γ = −Α − − Γ ⇔ Α + Β + =

 

Άρα, η µεσοπαράλληλη είναι η (ε): 1 2 0
2

x y
Γ + Γ

Α + Β + =
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� Να βρεθεί η µεσοπαράλληλη των 

1( ) : 2 3 1 0x yε − + = και 2( ) : 4 6 5 0x yε − + = . 

Λύση 

 Έχουµε αρχικά 

 1( ) : 2 3 1 0 4 6 2 0x y x yε − + = ⇔ − + =  και 

2( ) : 4 6 5 0x yε − + = . Άρα, µεσοπαράλληλη των 

1 2( ),( )ε ε  είναι η 

2 5
( ) : 4 6 0 8 12 7 0

2
x y x yε

+
− + = ⇔ − + =  

 

15. Υπολογισµός εµβαδού τριγώνου  

Έστω ( , ), ( , ), ( , )Ax y x y x yΑ Β Β Γ ΓΑ Β Γ οι κορυφές του τριγώνου. Τότε: 

1
( , ), ( , ) (1)

2
d dΑΒΓΕ = Β Γ Α Γ ⇒ Επειδή 

: 0

: ( ) ( ) ( ) 0

: ( ) ( ) ( ) 0

x x x x

y y y y

y y x x x y x y x y

y y x x x y x y x y

Β Γ Β

Β Γ Β

Γ Β Γ Β Γ Β Β Γ

Β Γ Β Γ Β Γ Γ Β

− −
ΒΓ = ⇔

− −

ΒΓ − − − + − = ⇔

ΒΓ − − − + − =

 

2 2

( ) ( ) ( )
( , )

( ) ( )

y y x x x y x y x y
d

y y x x

Β Γ Α Β Γ Α Β Γ Γ Β

Β Γ Β Γ

− − − + −
Α ΒΓ =

− + −
οπότε 

(1)
1 1

1
( , ), ( , ) 1 1

2
1 1

x y x y

d d x y x y

x y x y

Α Α Α Α

Β Β ΑΒΓ Β Β

Γ Γ Γ Γ

Β Γ Α ΒΓ = ⇒ Ε =  

Άρα, τα Α , Β , Γ είναι οµοευθειακά 

1

0 1 0

1

x y

x y

x y

Α Α

ΑΒΓ Β Β

Γ Γ

⇔Ε = ⇔ =  

 

 

 

 

 

 

�  Να υπολογιστεί το εµβαδόν του τριγώνου ΑΒΓ µε Α(1,-1), Β(2,2), Γ(-1,-3). 
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Λύση Είναι 2

1 1 1
1 1 1

2 1 2 1 0 2 2 3 4 2
2 2 2

1 3 1

yΑΒΓ

−

Ε = = + − + + + = =

− −

i  

 

16. ∆έσµη ευθειών στο επίπεδο 

Ορίζουµε ως επίπεδη δέσµη ευθειών, µε κέντρο το πραγµατικό σηµείο P, το 

σύνολο των ευθειών του επιπέδου που διέρχονται από το P. Θα ζητήσουµε την 

εξίσωση της δέσµης των ευθειών όταν είναι γνώστες δυο ευθείες 

1 1 1 1 1 1( ) : 0, 0x yε Α + Β + Γ = Α + Β ≠  

και 

2 2 2 2 2 2( ) : 0, 0x yε Α +Β + Γ = Α + Β ≠  

που ανήκουν στην δέσµη.  

Αν 0 0( , )x yΡ είναι η τοµή των 1 2( ),( )ε ε  

τότε θα ισχύουν
1 1

2 2

0 (1)
Α Β

≠
Α Β

 και 

1 0 1 0 1

2 0 2 0 2

0
(2)

0

x y

x y

Α + Β + Γ = 
 Α + Β + Γ = 

  

Θεωρούµε την 1 1 1 2 2 2( ) : ( ) ( ) 0x y x yκ µΕ Α + Β + Γ + Α + Β + Γ =  µε 

0κ µ+ ≠ 1 2 1 2 1 2( ) : ( ) ( ) ( ) 0x yκ µ κ µ κ µ⇔ Ε Α + Α + Β + Β + Γ + Γ =  µε 0κ µ+ ≠ . 

Παρατηρούµε ότι είναι 1 2 1 2 0κ µ κ µΑ + Α + Β +Β ≠  γιατί, αν ήταν 

1 2

1 2

0
( )

0

κ µ
κ µ

Α +Α = 
Σ 

Β +Β = 
 το γραµµικό οµογενές σύστηµα (Σ), έχοντας 

1 2 1 1

1 2 2 2

0D
Α Α Α Β

= = ≠
Β Β Α Β

 από την (1), θα είχε ως µονή λύση την προφανή δηλαδή 

κ=µ=0 που αντίκειται στην υπόθεση 0κ µ+ ≠ . Άρα είναι: 

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) 0x yκ µ κ µ κ µΕ ⇔ Α + Α + Β + Β + Γ + Γ =  µε 

1 2 1 2 0κ µ κ µΑ + Α + Β +Β ≠ .  

Συνεπώς η (Ε) είναι εξίσωση για κάθε (κ,µ) ( ){ }2 0,0∈ −ℝ  η οποία επιπλέον 

διέρχεται από το 0 0( , )x yΡ  αφού από τις (2), έχουµε ότι οι συντεταγµένες του Ρ 

επαληθεύουν την εξίσωση (Ε). Έστω  (η) µια ευθεία της δέσµης, που καθορίζεται από 

το 0 0( , )x yΡ  και το 1 1 1 1( , )x y µεΡ Ρ ≠ Ρ . Θα δείξουµε ότι υπάρχουν (κ,µ)

( ){ }2 0,0∈ −ℝ που αν αντικατασταθούν στην (Ε) δίνουν την εξίσωση της (η).  

Πράγµατι, η (Ε) είναι εξίσωση της (η) αν και µόνο επαληθεύεται από τις 

συντεταγµένες του 1Ρ ⇔  ισχύει 1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0x y x yκ µΑ + Β + Γ + Α + Β + Γ =  µε 

0κ µ+ ≠   (3) 

Επειδή 1Ρ ≠ Ρ , το 1Ρ  δεν κείται ταυτόχρονα στις 1 2( ) ( )ε και ε  οπότε 

1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 0x y x yΑ + Β + Γ + Α + Β + Γ ≠  και αν υποτεθεί 1 1 1 1 1 0yχΑ +Β +Γ ≠   η          

(3) 2 1 2 1 2

1 1 1 1 1

x y

x y
κ µ

Α + Β + Γ
⇔ = −

Α + Β + Γ
i  µε 0κ µ+ ≠    (4). Συνεπώς, για να βρεθεί η 
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εξίσωση της τυχαίας ευθείας (η) που καθορίζουν τα 1,Ρ Ρ  αρκεί στην (Ε) να 

αντικατασταθούν τα κ, µ µε τιµές που καθορίζονται από τις σχέσεις (4). 

 

Άρα, η δέσµη των ευθειών που καθορίζεται από τις 1 2( ),( )ε ε  είναι µια παραµετρική 

οικογένεια ευθειών µε εξίσωση: 1 1 1 2 2 2( ) : ( ) ( ) 0x y x yκ µΕ Α + Β + Γ + Α + Β + Γ =  µε 

Π 0κ µ+ ≠  

 

17. Παρατηρήσεις   

� Αν κ=0 (οπότε 0µ ≠ ) η (Ε) 2 2 2 0x y⇔Α + Β + Γ =  δηλαδή η (Ε) είναι η εξίσωση 

της 2( )ε .  

� Αν µ=0 (οπότε 0κ ≠ ) η (Ε) 1 1 1 0x y⇔ Α + Β + Γ =  δηλαδή η (Ε) είναι η εξίσωση 

της 1( )ε .  

� Με 0κ ≠  η (Ε) ( )1 1 1 2 2 2( ) 0x y x y
µ
κ

⇔ Α +Β + Γ + Α + Β + Γ =  (και αν θέσουµε 

t
µ
κ
= ∈ℝ ) ( )1 1 1 2 2 2( ) 0x y t x y⇔ Α +Β + Γ + Α + Β + Γ =    (5). Η µονοπαραµετρική 

αυτή οικογένεια των ευθειών είναι το σύνολο των ευθειών της δέσµης εκτός της 2( )ε   

 

Προσοχή ! Σε ασκήσεις, µε δέσµη ευθειών, πρέπει να εξετάζουµε ξέχωρα αν η ευθεία 

2 1 2 1 2 0x yΑ + Β + Γ =  είναι η λύση του προβλήµατος. Το σύνολο των ευθειών που 

διέρχονται από το 0 0( , )x yΡ  δίνεται από τις εξισώσεις 0 0 0( )x x y y x xλ= − = −  µε 

λ∈ℝ  ή  επειδή το Ρ είναι τοµή των ευθειών 0 0x x− =  και 0 0y y− =  δίνεται από τη 

δέσµη µε εξίσωση 0 0( ) ( ) 0x x y yκ µ− + − =  , 0κ µ+ ≠ . 

 

� Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας (η) όταν:  

α) διέρχεται από το Α(3,0) και είναι παράλληλη στην (ε): 5x-

3y+7=0.  

β) διέρχεται από το Α(-2,1) και είναι κάθετη στην (ε): 3χ+y-

12=0.  

γ) διέρχεται από το Α(2,1) και είναι (( ),( )) 45
οε η =ɵ  όπου (ε): 

2χ+3y+4=0. 

Λύση:  α) ∆ίνεται (ε): 5χ-3y+7=0 ⇒
5

3
ελ = . Πρέπει (η)//(ε) 

⇒
5

3
ηλ =  άρα (η):y-0=

5
( 3) ( ) : 5 3 15 0.

3
x x yη− ⇔ − − =  

β) ∆ίνεται ( ) : 3 12 0 3.x y εε λ+ − = ⇒ = −  

Πρέπει 
1

( ) ( )
3

ηη ε λ⊥ ⇔ =  άρα 

1
( ) : 1 ( 2) ( ) : 3 5 0.

3
y yη χ η χ− = + ⇔ − + =  
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γ) Πρέπει 

	( ) 	( )( ), ( ) 45 ( ), ( ) 45 1
1

η εο ο

η ε

λ λ
ε η εϕ ε η εϕ

λ λ

−
= ⇒ = ⇒ = ⇒

+ ⋅

1η ε η ελ λ λ λ− = + ⋅  και επειδή

2

3
ελ = −

  έχουµε 

2 2 5 1 1
1 .

3 3 3 3 5
η η η ηλ λ λ λ+ = − ⇒ = ⇒ =

  

Άρα 

1
( ) : 1 ( 2) ( ) : 5 3 0.

5
y yη χ η χ− = − ⇔ − + =

 

 

� Να βρεθούν οι συντεταγµένες του συµµετρικού Ρ’ του Ρ(-5,13) ως προς την           

(ε): 2χ-3y-3=0. 

Λύση 

Φέρνουµε την (η) από το Ρ κάθετη στην (ε) και ας 

είναι Ρ΄ το συµµετρικό του Ρ ως προς την (ε).   

Έχουµε 
2 2

3 3
ε ηλ λ= ⇒ = −  οπότε 

3
( ) : 13 ( 5) ( ) : 3 2 11 0

2
y x x yη η− = − + ⇔ + − =   

Αν Κ η τοµή των (ε), (η), οι συντεταγµένες του είναι η λύση 

του
2 3 3 0 3

3 2 11 0 1

x y x

x y y

− − = =   
⇔   

+ − = =   
δηλ. Κ(3,1).  

Επειδή το Κ είναι µέσο του ΡΡ΄ ισχύουν 

2 5 6 11

2 13 2 11

΄ ΄ ΄

P P΄ P΄ P΄

x x x x x

y y y y y

κ

κ

Ρ Ρ Ρ Ρ+ = − + = =     
⇔ ⇔     + = + = =     

 άρα Ρ΄(11,-11).  

 

� Αν η ευθεία (ε): 0, 0x yΑ + Β + Γ = Α + Β ≠  τέµνει την ευθεία ΜΝ στο Ρ και 

είναι 1 1 2 2( , ), ( , )x y N x yΜ  τότε 1 1

2 2

( )
x y

MNP
x y

Α + Β + Γ
= −
Α + Β + Γ

, ( )Ρ ≠ Β  

Λύση 

 Έστω ότι (ΜΝΡ)=λ, λ≠ -1. Τότε 

1 2

1 2 1 2

1 2

1
,

1 1

1
P

x x

x x y y

y y
y

λ
χ

λ λλ
λ λ λ
λ

Ρ

+ =  + +   + ⇒ Ρ   + + +  =
 + 

και αφού 

Ρ είναι σηµείο της (ε) ισχύει 

 

1 2 1 2
1 1 2 2

1 1

2 2

0 ( ) 0
1 1

,

x x y y
x y x y

x y

x y

λ λ
λ

λ λ

λ

+ +
Α ⋅ + Β + Γ = ⇔ Α + Β + Γ + Α + Β + Γ = ⇔

+ +
Α + Β + Γ

⇔ = −
Α + Β + Γ

 

ή τελικά, 1 1

2 2

( )
y

y

χ
χ
Α +Β +Γ

ΜΝΡ = −
Α +Β +Γ
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� Στο τρίγωνο ΑΒΓ µε  Α(1,6), Β(3,5), Γ(3,-4) να βρεθούν οι εξισώσεις των

 
0 ,U βµ  

και της εσωτερικής διχοτόµου της ɵΓ .

 Λύση  

α) Το ύψος 0U  άγετε από το Α κάθετα επί τη ΒΓ. Είναι 
4 5

3 3
λΒΓ

− −
=

−
 δηλαδή ο λΒΓ  

δεν ορίζεται
00/ / ' / / 0Uy y U χ́ χ λ⇒ΒΓ ⇒ ⇒ =  άρα  0 : 6 0.U y− =  

β) Αν Μ µέσο της ΑΓ είναι 

1 3 6 4
, (2,1).

2 2
M M

+ − ⇒ 
 

 Άρα, εξίσωση της βµ  

είναι  

3 2 3
: 4 12 5 : 4 7 0.

5 1 5

x
x y x y

y
β βµ µ

− −
= ⇔ − + = − + ⇔ − − =

− −
 

γ) Για να βρούµε την εξίσωση της εσωτερικής 

διχοτόµου νδ  της ɵΓ , αρχικά θα βρούµε τις 

εξισώσεις των διχοτόµων της ɵΓ (2.10). Έχουµε  

1 3 1
: : 5 5 6 : 5 11 0

6 4 6

x
x y x y

y

− −
ΑΓ = ⇔ ΑΓ − = − + ⇔ ΑΓ + − =

− − −
 

και : 3 : 3 0x xΒΓ = ⇔ΒΓ − = . Οι διχοτόµοι, 

(εσωτερική και εξωτερική), της Γ δίνονται από τις εξισώσεις:  

 

2 2 2 2

2 2 2 2

5 11 3

5 11 26 3 265 1 1 0

5 11 3 5 11 26 3 26

5 1 1 0

x y x

x y x

x y x x y x

+ − − =   + − = −+ +   
⇔   

+ − − + − = − +    =
 + + 

(5 26) 3 26 11 0

(5 26) 3 26 11 0

x y

x y

 − + + − = 
 
+ + − − =  

Για να διαπιστώσουµε ποιά από τις δυο εξισώσεις, 

είναι η εξίσωση της εσωτερικής διχοτόµου νδ  και ποια της εξωτερικής ν∆ , έχουµε 

τους εξής 2 τρόπους:  

 

1ος τρόπος: Θεωρούµε το πολυώνυµο ( , ) (5 26) 3 26 11f x y x y≡ − + + − και 

εξετάζουµε το πρόσηµο του για τις 

συντεταγµένες των Α,Β. Έτσι 

(1,6) 2 26 0, (3,5) 5 0f f= > = >  

δηλαδή (1,6), (3,5)f f  οµόσηµα άρα τα 

Α, Β κείνται στο ίδιο ηµιεπίπεδο σε 

σχέση µε την ευθεία 

(5 26) 3 26 11 0x y− + + − =  άρα  

(5 26) 3 26 11 0x y− + + − =  εξίσωση 

της εξωτερικής διχοτόµου ν∆  της Γ̂ . 



21 

 

(5 26) 3 26 11 0x y− + − − =  εξίσωση της εσωτερικής διχοτόµου νδ  της Γ̂ . 

 

2ος τρόπος: Η εσωτερική διχοτόµος της Γ̂  τέµνει το τµήµα ΑΒ στο εσωτερικό σηµείο 

Ρ ( ) 0.⇔ ΑΒΡ >  Για την ευθεία (5 26) 3 26 11 0x y− + − − = , έχουµε

(5 26) 1 6 3 26 11 2 26
( ) 0,

9(5 26) 3 5 3 26 11

+ ⋅ + − − −
ΑΒΡ = − = − >

+ ⋅ + − −
 οπότε η εσωτερική διχοτόµος 

της Γ̂  έχει εξίσωση (5 26) 3 26 11 0x y+ + − − = . 

 

� Να βρεθεί η εξίσωση της διχοτόµου της οξείας γωνίας που σχηµατίζουν οι ευθείες 

1 2( ) :3 4 5, ( ) :5 12 3 0.y yε χ ε χ+ − − + =  

Λύση: Οι εξισώσεις διχοτόµων  των γωνιών που σχηµατίζουν οι τεµνόµενες ευθείες 

1 2( ),( )ε ε  είναι 

3 4 5 5 12 3

7 56 40 05 13

3 4 5 5 12 3 32 4 25 0

5 13

x y x y

x y

x y x y x y

+ − − + =  + − =  
⇔   

+ − − + − − − =  =
  

δηλαδή 1

2

1

2

1
( ) : 7 56 40 0

8

( ) : 32 4 25 0 8

x y

x y

δ

δ

δ µε λ

δ µε λ

 + − = = − 
 
 − − = = 

(Σχόλιο 2 2 23 4 5, 5 144 13+ = + = ).  

Έστω τα διανύσµατα 1(4, 3) / /( ),α ε−
�

2( 12, 5) / /( )β ε− −
�

.  

Βρίσκουµε τις προσαρτηµένες διανυσµατικές τους 

µονάδες, οπότε 
0

4 3
,

5 5
α

− 
 
 

�
,

0

12 5
,

13 13
β
− − 
 
 

�
.  

Είναι 
	( )0 0

48 15 33
0 ,

65 65 65
α β α β

− −
⋅ = + = < ⇒
� �� �

 

αµβλεία.  

Το 
0 0α β+
��

 είναι συγγραµµικό µε τη διχοτόµο 
	( )0 0

,α β
��

και το 
0 0α β−
��

 είναι κάθετο επί τη διχοτόµο της 
	( )0 0

,α β
��

.  

Αφού η
	( )0 0

,α β
��

 είναι αµβλεία⇒  η παραπληρωµατική της γωνία είναι οξεία 

και συνεπώς, η διχοτόµος της οξείας γωνίας που ζητάµε, θα είναι εκείνη από τις 

1 2( ), ( )δ δ  που είναι παράλληλη προς το 
0 0

112 14
( ) ,

65 65
α β

− − = ⇔ 
 

��
 θα είναι εκείνη 

που έχει ίσο συντελεστή διεύθυνσης µε το 
0 0α β−
��

.  

Επειδή 
0 0

7

56
α β
λ λ

−
− =��  έπεται ότι η 

1
( ) : 7 56 40 0x yδ + − =  είναι η διχοτόµος 

της οξείας γωνίας των ευθειών 1 2( ),( )ε ε . 
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18. Μέθοδοι για τη λύση ασκήσεων 

18.1 Μέθοδος 1η  

Όταν θέλουµε να βρούµε τις συντεταγµένες του Ρ τότε: 

Α) Αν Ρ µέσο του ΑΒ ,
2 2

y yΑ Β Α ΒΧ + Χ + ⇒ Ρ 
 

 

Β) Αν Ρ διαιρεί το ΑΒ σε γνωστό απλό λόγο 1λ ≠ −  είναι

( ) ,
1 1

y yλ λ
λ

λ λ
Α Β Α ΒΧ + Χ + ΑΒΡ = ⇒ Ρ + + 

 

Γ) Αν το Ρ πρέπει να κείται στη γραµµή (C): f(χ,y)=0 και να πληροί µια ακόµα σχέση 

(σ) τότε εκφράζουµε τη σχέση (σ) µε τη βοήθεια των συντεταγµένων του Ρ οπότε 

έχουµε  ( , ) 0x yσ Ρ Ρ =   (1). Επειδή ( ) ( , ) 0C f x yΡ ΡΡ∈ ⇔ =  (2). Οι 

πραγµατικές λύσεις του συστήµατος των (1), (2)  αν και  όσες υπάρχουν  είναι οι 

συντεταγµένες του Ρ. 

∆) Αν Ρ κοινό σηµείο των γραµµών 
1 1

( ) : ( , ) 0C f x y =  και 
2 2

( ) : ( , ) 0C f x y =  τότε οι 

συντεταγµένες του Ρ είναι οι πραγµατικές λύσεις, αν και όσες υπάρχουν, του 

συστήµατος
1

2

( , ) 0

( , ) 0

f x y

f x y

= 
 = 

. 

Ε) Αν Ρ κοινό σηµείο των γραµµών 1 2( ), ( )C C  που δίνονται µε τις παραµετρικές του 

εξισώσεις 1

( )
( ) :

( )

t
C

y ΄ t

χ ϕ
ϕ
= 

 
= 

, 2

( )
( ) :

( )
C

y ΄

χ σ µ
σ µ
= 

 
= 

 όπου t, µ πραγµατικές παράµετροι, 

τότε αν 
0 0

( , )x yΡ  έχουµε: 

0 0

1

0 0 0 0

0 00 0

2

0 0

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )

( )

x t
C

y ΄ t t

΄ t ΄x
C

y ΄

ϕ
ϕ ϕ σ µ

ϕ σ µσ µ
σ µ

=  
Ρ∈ ⇔   = =   

  ==   Ρ∈ ⇔  = 

 (Σ). 

Υπολογίζοντας από το (Σ) τα 0 0,t µ  έχουµε τα 
0 0
,x y  άρα τις συντεταγµένες του Ρ. 

 Ανάλογα εργαζόµαστε αν δοθεί η 1( )C  µε τις παραµετρικές και η 2( )C  µε την 

αναλυτική της εξίσωση. 

 

�  Έστω γραµµή (περιφέρεια) (C) µε εξίσωση 
2 2 5x y+ =  και τα σηµεία Α(1,-3), Β(5,-1), 

Γ(4,2). Να βρεθεί σηµείο Ρ της (C) τέτοιο 

ώστε ΡΓ//ΑΒ. 

Λύση 

Αν Ρ(α, β) το ζητούµενο σηµείο πρέπει
2 2

2 2

2 2 2 2

5
( ) 5

2 1 ( 3)
/ /

4 5 1

1 ( 2, 1)5 4 5

2 ( 2, 12 2

C
α βα β

βλ λ
α

β α βα β β β
α β α βα β α β

ΡΓ ΑΒ

 + =Ρ∈  + =   
⇔ ⇔     − − − −ΡΓ ΑΒ = =     − − 

= ± = =   + = + =    
⇔ ⇔ ⇔ ⇔       

= = − = −= =       

 

Και άρα Ρ(2,1) ή Ρ(-2,-1) 
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� Να βρεθούν τα κοινά σηµεία των 1( )C :χ+2y-7=0, 2( )C : 2 24 25x y+ = . 

Λύση 

Λύνουµε το σύστηµα 

 

2 2 2 2

2 2

2 7 0 7 2

4 25 (7 2 ) 4 25

7 2 ( 3, 2)
7 2

3 3
2 7 6 0 2 ( 4,

2 2

x y x y

x y y y

x y x y
x y

y y y ή y x y

+ − = = −   
⇔ ⇔   

+ = − + =   

= − = =   = −     
⇔ ⇔     

+ + = = = = =        

  

Άρα, τα κοινά σηµεία των 1( )C , 2( )C  είναι τα σηµεία Α(3,2) και Β(4, 
3

2
). 

 

� Να βρεθεί το κοινό σηµείο των ευθειών 1

2 3
( ) :

1 2

x t

y t
ε

= − + 
 
= + 

 και 2

6 4
( ) :

3

x

y

µ
ε

µ
= + 

 
= + 

 

µε t,µ∈R. 

Λύση 

Αν 0 0( , )x yΡ το κοινό σηµείο των 1 2( ),( )ε ε  έπεται ότι υπάρχουν τιµές 0 0,t µ  των t,µ∈

R ώστε να είναι: 
0 0

0 0

2 3

1 2

x t

y t

= − + 
 

= + 
 και 

0 0

0 0

6 4

3

x

y

µ
µ

= + 
 

= + 
  

Άρα, 
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

2 3 6 4 3 4 8 0

1 2 3 2 2 2

t t t

t t

µ µ
µ µ µ

− + = + − = =     
⇔ ⇔     

+ = + − = = −     
 οπότε  

0 02 3 0 2, 1 2 0 1x y= − + ⋅ = − = + ⋅ =  και συνεπώς Ρ(-2,1). 

 

� Να βρεθεί το κοινό σηµείο των ευθειών 1

1 2
( ) : ,

3 3

x t
t R

y t
ε

= − + 
∈ 

= − 
 και 

2( ) : 2 1 0x yε + − = . 

Λύση 

Αν 0 0( , )x yΡ  το κοινό σηµείο των 1 2( ),( )ε ε , τότε υπάρχει 0t R∈  ώστε 

0 0 0 01 2 , 3 3x t y t= − + = − .  

Επειδή 2 0 0( ) 2( 1 2 ) (3 3 ) 1 0t tεΡ∈ ⇔ − + + − − = ⇔ 0 0 02 4 3 3 1 0 0t t t− + + − − = ⇔ = .  

Άρα, 0 1x = −   και 0 3y = , συνεπώς Ρ(-1,3) είναι το κοινό σηµείο των 1 2( ),( )ε ε . 

 

� Το τρίγωνο ΑΒΓ έχει Α(1,-2), Β(2,3) και εµβαδόν 8. Να βρεθούν οι συντεταγµένες 

του Γ αν τούτο κείται στην ευθεία (ε): 2χ+y-2=0. 

Λύση: Έστω ότι είναι Γ (α, β). Έχουµε τότε  

1

2

2 2 0 2 2 0
( )

5 7 162 2 01 2 1( )
1

5 7 162 3 1 88 2 2 0
2 ( )

1 5 7 16

α β α β
α βα βε

α β α β
α β α β

ΑΒΓ

+ − =  + − = 
Σ   − + + =+ − =−Γ∈       

⇔ ⇔ ⇔     − + + ==Ε = + − =      Σ   − + + = −  
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Από  1( ) ( 1, 4)α βΣ ⇔ = − =  και 
2

25 36
( ) ( , )

7 7
α βΣ ⇔ = = −  άρα Γ(-1,4) ή Γ

25 36
,

7 7

 − 
 

. 

 

� Υπολογίστε τις συντεταγµένες της προβολής του Ρ(6,-6) επί την ευθεία (ε): 4χ-

5y+13=0. 

Λύση  

Αν Κ(α,β) η προβολή του Ρ επί την (ε) και (4, 5)u −
�

 κάθετο διάνυσµα επί την (ε) 

έχουµε 

( 6, 6) 6 6
0/ /

/ / 4 5
( )

( ) 4 5 13 0

u
u

K
K

α β α β

ε
ε α β

 ΡΚ − +  − + 
   =ΡΚ     

⇒ ΡΚ ⇒ −     
∈      ∈ − + =   

����
���� �

���� �
 

5 4 6 2
(2, 1)

4 5 13 1

α β α
α β β
+ = =   

⇒ ⇒ ⇒Κ −   
− = − = −   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

18.2 Μέθοδος 2η   

Όταν θέλουµε να βρούµε την εξίσωση µιας ευθείας (η) θα ξέρουµε ότι: 

Α) Αν είναι γνωστά δυο σηµεία 1 1( , )x yΑ , 2 2( , )x yΒ  της (η) τότε 

1 2 1
1 1

1 2 1

2 2

1

( ) : 1 0

1

x y
x x x x

x y
y y y y

x y

η
− −

= ⇔ =
− −

. 

Β) Αν είναι γνωστό το σηµείο 1 1( , )x yΑ  της (η) και ο συντελεστής διεύθυνσης της λ, 

τότε 1 1( ) : ( )y y x xη λ− = − .       

Ειδικά: i) Αν η (η) πρέπει να είναι παράλληλη προς γνωστή ευθεία (ε) τότε έχουµε 

η ελ λ=  οπότε γράφουµε ( ) : y xεη λ β= +  και προσπαθούµε να υπολογίσουµε την 

τεταγµένη επί την αρχή β. 

ii) Αν η (η) πρέπει είναι κάθετη επί γνωστή ευθεία (ε) τότε έχουµε
1

η
ε

λ
λ

= − ,

0ελ ≠  οπότε γράφουµε 
1

( ) : y x
ε

η β
λ

= − +  και υπολογίζουµε το β. 

iii) Αν η (η) πρέπει να σχηµατίζει γωνία φ µε γνωστή ευθεία (ε) π.χ. ( , )ε η ϕ=ɵ

τότε από 
1

η ε

η ε

λ λ
εϕϕ

λ λ

−
=
+ ⋅

 βρίσκουµε το ηλ  και στη συνεχεία την (η). 
2

π
ϕ ≠ 
 

. 

iv) Αν η (η) πρέπει να διέρχεται από το γνωστό σηµείο 0 0( , )x yΡ  τότε, αφού οι 

ευθείες που διέρχονται από το 0 0( , )x yΡ  είναι οι  και 0 0( ),y y x x Rλ λ− = − ∈  
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εξετάζουµε αρχικά αν η ευθεία 0x x=  είναι λύση του προβλήµατος. Στη συνεχεία 

απαιτούµε η ευθεία 0 0( )y y x xλ− = −  να πληροί τις υπόλοιπες απαιτήσεις του 

προβλήµατος και έτσι προσδιορίζουµε το λ , άρα και την (η). 

 

v) Αν η (η) ανήκει στη γνωστή δέσµη

1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0x y x yκ µΑ + Β Γ + Α + Β + Γ =  µε 0κ µ+ ≠  τότε, ή βρίσκουµε το κέντρο 

της δέσµης, ή προσδιορίζουµε απ’ ευθείας το ( ){ }2( , ) 0,0Rκ µ ∈ − . Αν η δέσµη δοθεί 

ως µονοπαραµετρική οικογένεια ευθειών δηλαδή µε τη µορφή

1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0x y x yµΑ + Β Γ + Α + Β + Γ = , Rµ∈  εργαζόµαστε µε τον ίδιο τρόπο 

υπολογίζοντας απ’ ευθείας το Rµ∈ . Στην περίπτωση αυτή δεν πρέπει να ξεχνάµε να 

εξετάσουµε αν η ευθεία 1 1 1 0x yΑ + Β Γ =  είναι λύση του προβλήµατος. Σε κάθε 

περίπτωση, δεν πρέπει να ξεχνάµε ότι αν η (η) ανήκει στη δέσµη

1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0x y x yκ µΑ + Β Γ + Α + Β + Γ = , 0κ µ+ ≠  τότε οι ευθείες (η), 

1 1 1 0x yΑ + Β Γ = , 2 2 2 0x yΑ + Β Γ =  διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

 

vi) Αν η (η) είναι γεωµετρικός τόπος, π.χ. διχοτόµος γωνίας, µεσοκάθετη 

τµήµατος, µεσοπαράλληλη παραλλήλων ευθειών, τότε η εξίσωση της βρίσκεται 

άµεσα από την ιδιότητα του τόπου. 

 

� Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Μ(3,-7) και έχει ίσες 

συντεταγµένες επί την αρχή (όχι µηδενικές). 

Λύση  

Αν α, β είναι οι συντεταγµένες επί την αρχή µε α=β τότε η ζητούµενη ευθεία (ε) είναι

( ) : 1 ( ) :
x y

x y
a

ε ε α
α
+ = ⇔ + = .  

Επειδή ( ) 3 7 4ε α αΜ∈ ⇔ − = ⇔ = −  οπότε (ε): χ+y+4=0. 

 

� Στο τρίγωνο ΑΒΓ µε Α(1,-1), Β(2,1), Γ(3,5) να βρεθεί η εξίσωση της κάθετης που 

άγεται από το Α επί την .βµ  

Λύση: Αν Μ το µέσο της ΑΓ είναι  Μ(2,2) οπότε 
2 1

2 2
λΒΜ

−
=
−

 δηλαδή τολΒΜ  δεν 

ορίζεται / / 'y yΒΜ  και αφού ( ) ( ) / /xxη η ′⊥ ΒΜ⇒  οπότε 0ηλ = . Άρα (η): y-(-

1)=0.  ( 1) ( ) : 1 0.x yη− ⇔ + =  

 

 

 

 

 

 

 

 

� Στο τρίγωνο ΑΒΓ µε Α(1,-2), Β(5,4), Γ(-2,0) να βρεθούν οι εξισώσεις των 

διχοτόµων (εσωτερικών και εξωτερικών) της 
Α  και η απόσταση των ιχνών τους στην 

ΒΓ. 

Λύση 
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Είναι  
1 5 1

: : 3 2 7 0
2 4 2

x
x y

y

− −
ΑΒ = ⇔ ΑΒ − − =

+ +
 και 

1 2 1
: : 2 3 4 0

2 0 2

x
x y

y

− − −
ΑΓ = ⇔ ΑΓ + + =

− +
. Άρα, το Μ(χ,y) ανήκει σε διχοτόµο της 


Α
3 2 7 2 3 4

( , ) ( , )
9 4 4 9

x y x y
d d

− − + +
⇔ Μ ΑΒ = Μ ΑΓ ⇔ =

+ +
 

 

1

2

( )3 2 7 2 3 4 5 11 0

( )3 2 7 2 3 4 5 3 0

x y x y x y

x y x y x y

δ
δ

− − = + + ⇔ − − =
⇔ 

− − = − − − ⇔ + − =
 

 

Επειδή 
5 2 5

: : 4 7 8 0
4 0 4

x
x y

y

− − −
ΒΓ = ⇔ ΒΓ − + =

− −
.  

Οι συντεταγµένες των ∆,Ε είναι οι λύσεις των συστηµάτων 

5 3 1 4
,

4 7 8 3 3

x y

x y

+ =   ⇒ ∆   − = −   
 και 

5 11
( 9, 4)

4 7 8

x y
E

x y

− = 
⇒ − − 

− = − 
 .  

Άρα,  

2 2
1 4 4 65

( , ) 9 4
3 3 3

d
   ∆ Ε = + + + =   
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Το σηµείο Α(-4, 5) είναι κορυφή τετραγώνου µε διαγώνιο 7χ-y+8=0.Να βρεθούν οι 

εξισώσεις των πλευρών του. 

Λύση 

Επειδή οι συντεταγµένες του Α δεν επαληθεύουν την εξίσωση της διαγώνιου 

συµπεραίνουµε ότι δόθηκε η εξίσωση της Β∆: 7χ-y+8=0. 

Παρατηρούµε ότι ( , ) 45
οΒ∆ΒΑ =ɵ . 

 Άρα,  
7 4

45 1
1 1 7 3

ο λ λ λ
εϕ λ

λ λ λ
ΒΑ Β∆ ΒΑ

ΒΑ
ΒΑ Β∆ ΒΑ

− −
= ⇔ = ⇔ = −
+ ⋅ +

 και αφού 

3

4
λΑ∆Α∆ ⊥ ΑΒ⇒ = .  

Συνεπώς,  

4
: 5 ( 4)

: 4 3 1 03

: 3 4 32 03
: 5 ( 4)

4

y x
x y

x y
y x

ΑΒ − = − + ⇔ ΑΒ + + =


⇔ Α∆ − + = Α∆ − = +

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Οι συντεταγµένες του Β είναι η λύση του  
: 4 3 1

( 1,1)
: 7 8

x y

x y

Α∆ + = − 
⇒ Β − 

Β∆ − = − 
 

Οι συντεταγµένες του ∆ είναι η Λύση του : 
: 3 4 32

(0,8)
: 7 8

x y

x y

Α∆ − = − 
⇒ ∆ 

Β∆ − = − 
 

Για τη Γ∆ είναι  
4

3
λ λΓ∆ ΑΒ= = −  άρα Γ∆: 

4
8 ( 0) : 4 3 24 0

3
y x x y− = − − ⇔ Γ∆ + − =  

Για την ΒΓ έχουµε : 
3

4
λ λΒΓ Α∆= = οπότε: 

3
: 1 : 3 4 7 0

4
y x x yΒΓ − = ⇔ ΒΓ − + =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Να βρεθει ευθεία που διερχεται από το Μ(3,0) και τεµνει τις 1( ) : 2 3 0x yε − − = , 

2( ) : 3 0x yε + + =  στα Α,Β ώστε το Μ να είναι µέσο του ΑΒ. 

Λύση: Έστω ότι είναι Α(α, β) και Β(γ, δ). Τότε πρέπει να έχουµε:  

 

1

2

2 3 0

3 0
σηµείο της ( )

σηµείο της ( ) 3
2µέσο του

0
2

α β
γ δε

α γε

β δ

− − = 
 
+ + = Α 

  + Β ⇔ ⇔  =   Μ ΑΒ   
+ =

  

 

4

6 6 5
(4,5), (2, 5)

2 3 2 3 2

(6 ) ( ) 3 0 9 5

δ β δ β α
γ α γ α β
α β α β γ

α β α β δ

= − = − =     
     = − = − =     

⇔ ⇔ ⇔ Α Β −     
− = − = =     

     − + − + = + = = −     

 

Οπότε  (η): 

4 2 4
( ) : 5 15 0

5 5 5

x
x y

y
η

− −
= ⇔ − − =

− − −
. 

 

 

 

 

 

� Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το Ρ(1,1) και σχηµατίζει µε τους 

άξονες τρίγωνο εµβαδού 2. 

Λύση 
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 Από το Ρ(1,1) διέρχονται οι ευθείες χ=1 και y-1=λ(χ-1), 

Rλ∈ . Η χ=1 δεν σχηµατίζει τρίγωνο µε τους άξονες και 

άρα δεν είναι Λύση του προβλήµατος.  

Η ευθεία ( ) : 1 ( 1) ( ) : 1 0y x x yε λ ε λ λ− = − ⇔ − − + =
έχει ως συντεταγµένες επί την αρχή τις 

1
, 1

λ
α β λ

λ
−

= = −  µε 0λ ≠ .  

Είναι
2

1 ( 1)
2 2 4 4

2

λ
αβ αβ

λΟΑΒ

−
Ε = ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

2

2

2

5 1 0, 0 3 2 2
( 1) 4

2 1 0, 0 1

λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ

  − + = > = + 
⇔ − = ⇔ ⇔   

+ + = < = −    

 Οπότε λύσεις του προβλήµατος είναι οι ευθείες 1( ) : 1 (2 2 2)9 1y xε − = + −  και 

2( ) : 1 ( 1)y xε − = − −  

Για λ=0 η (ε) είναι παράλληλη στον xx′  και δε σχηµατίζεται τρίγωνο. 

 

� Βρείτε την εξίσωση της ευθείας (η) που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και το 

µεταξύ των ευθειών 1( ) : 2 5 0x yε − + = , 2( ) : 2 10 0x yε − + = . Το τµήµα της έχει 

µετρό 5. 

Λύση: οι ευθείες που διέρχονται από 

το 0 είναι οι χ=0 , y=λχ, Rλ∈ . Αν Γ, 

∆ είναι τα σηµεία τοµής της ευθείας 

χ=0 (άξονας y’y) µε τις 1 2( ),( )ε ε  

αντίστοιχα, έχουµε:  

Οι συντεταγµένες του Γ είναι η λύση 

του 
0

(0,5)
2 5 0

x

x y

= 
⇒ Γ 

− + = 
. 

Οι συντεταγµένες του ∆ είναι η λύση 

του 
0

(0,10)
2 10 0

x

x y

= 
⇒ ∆ 

− + = 
.  

Επειδή d(Γ,∆)=5 ο άξονας  y’y είναι 

µια λύση του προβλήµατος.  

Αν Α, Β είναι τα σηµεία τοµής της 

ευθείας y=λχ µε τις 1 2( ),( )ε ε  αντίστοιχα, τότε οι συντεταγµένες των Α,Β είναι οι 

λύσεις των συστηµάτων ,
2 5 0

y x

x y

λ= 
 
− + =  2 10 0

y

x y

λ= 
 
− + = 

 αντίστοιχα.  

Έτσι έχουµε  
5 5 10 10

, , ,
2 2 2 2

λ λ
λ λ λ λ

− − − −   Α Β   − − − −   
 µε 2λ ≠ .  

Πρέπει  

2 2 2

2

5 5 25(1 )
( , ) 5 5 25

2 2 (2 )
d

λ λ
λ λ λ

+   Α Β = ⇔ + = ⇒ = ⇔   − − −   

2 2 2 2 3
1 (2 ) 1 4 4

4
λ λ λ λ λ λ+ = − ⇔ + = − + ⇔ =  και άρα η ευθεία 

3

4
y x=  είναι µια 

ακόµα λύση του προβλήµατος.  
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Για λ=2 η ευθεία y=λχ είναι παράλληλη προς τις 1 2( ),( )ε ε  και δεν υπάρχουν σηµεία 

τοµής Α, Β.  

 

�  Να βρεθεί η ευθεία της δέσµης (χ+2y-4)+µ(χ-y-1)=0 που διέρχεται από το κέντρο 

βάρους του τριγώνου ΑΒΓ µε Α(4,,-4), Β(6,-1), Γ(-1,2). 

Λύση 

Αν θ το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ είναι

, (3, 1).
3 3

x x x y y y
θ θΑ Β Γ Α Β Γ+ + + +  ⇒ − 
 

  Οι συντεταγµένες του κέντρου Ρ της  

δέσµης είναι η λύση του 
2 4 0

1 0

x y

x y

+ − = 
 
− − = 

οπότε έχουµε Ρ(2,1).  

Άρα η ζητούµενη ευθεία είναι η Ρθ µε εξίσωση: 
3 2 3

: 2 5 0
1 1 1

x
x y

y
θ

− −
Ρ = ⇔ + − =

+ +
. 

  

Παρατηρούµε ότι η ευθεία x-y-1=0 δεν είναι η λύση του προβλήµατος. 

 

� Να βρεθεί η ευθεία της δέσµης (χ+y+1)+µ(2χ-y+2)=0 από την οποία ισαπέχουν τα 

Α(3, 1), Β(1, -5). 

Λύση 

Η τυχαία ευθεία της δέσµης έχει εξίσωση ( ) : (2 1) (1 ) (2 1) 0x yε µ µ µ+ + − + + = . 

Θέλουµε 
( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2

2 1 3 1 1 2 1
( , ( )) ( , ( ))

2 1 1
d d

µ µ µ
ε ε

µ µ

+ + − + +
Α = Β ⇔ =

+ + −

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )2 2

2 1 1 1 5 2 1

2 1 1

µ µ µ

µ µ

+ ⋅ + − ⋅ − + +
=

+ + −

4
7 5 9 3

7 5 9 3 1
7 5 9 3

8

µµ µ
µ µ

µ µ µ

=
+ = − ⇔

⇔ + = − ⇔ 
+ = − + ⇔ = −

  

Άρα λύσεις είναι οι ευθείες:  

Για 14 ( ) : 3 3 0x yµ ε= − + = .  

Για 2

1
( ) : 2 3 2 0

8
x yµ ε= − − + =  αφού, είναι εύκολο να ελεγχτεί, η ευθεία 2χ-

y+2=0 δεν είναι λύση του προβλήµατος. 

 

� Να βρεθεί η ευθεία της δέσµης (x-3y-3)+µ(x+y-2)=0 που είναι παράλληλη στην 

y=5x ή , είναι κάθετη στην x+y-4=0. 

Λύση  

Η τυχαία ευθεία (ε) της δέσµης, έχει εξίσωση ( ) : ( 1) ( 3) 2 3 0.x yε µ µ µ+ + − − − =  

Έστω 1 2( ) : 5 0 ( ) : 4 0x y x yη και η− = + − = .  

Τα διανύσµατα 1 2 3( 1, 3), (5, 1), (1,1)u u uµ µ+ − −
�� ��� ���

 είναι αντίστοιχα κάθετα επί τις (ε), 

1( )η , 2( )η . Άρα, 

Α) 1 1 2

1 3 7
( ) / /( ) / / 0 6 14

5 1 3
u u

µ µ
ε η µ µ

+ −
⇔ ⇔ = ⇔ = ⇔ =

−

�� ���
 οπότε 
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7

( ) : ( 3 3) ( 2) 0 10 2 23 0
3

x y x y x yε − − + + − = ⇔ − − = . 

Β) 2 1 2 1 2( ) ( ) 0 1 3 0 1u u u uε η µ µ µ⊥ ⇔ ⊥ ⇔ ⋅ = ⇔ + + − = ⇔ =
�� ��� �� ���

 οπότε 

( ) : ( 3 3) 1( 2) 0 2 2 5 0x y x y x yε − − + + − = ⇔ − − = . 

 

Παρατήρηση. Η ευθεία x+y-2=0 δεν είναι λύση, ούτε στην Α ούτε στη Β ερώτηση. 

 

� Να βρεθεί η ευθεία της δέσµης (x+y-5)+µ(2x-y-1)=0, Rµ∈  που είναι κάθετη επί 

την (η):2x+4y-3=0. 

Λύση 

Η τυχαία ευθεία (ε) της δέσµης έχει εξίσωση: ( ) : (2 1) (1 ) ( 5) 0.x yε µ µ µ+ + − + − − =  

Τα διανύσµατα 1 2(2 1,1 ), (2, 4)u uµ µ+ −
�� ���

 είναι κάθετα επί τις (ε), (η) αντίστοιχα.  

Άρα, για είναι 1 2 1 2( ) ( ) 2(2 1) 4(1 ) 0 0 6 0u u u uε η µ µ µ⊥ ⇔ ⊥ ⇔ ⋅ ⇔ + + − = ⇔ + =
�� ��� �� ���

 

(εξίσωση αδύνατη).  

Εξετάζουµε τώρα αν η ευθεία (ε΄): 2xy-1=0 είναι λύση του προβλήµατος: 

Πράγµατι είναι ' 2,ελ =
1

( ') ( ).
2

ηλ ε η= − ⇒ ⊥    

Άρα, η ευθεία της δέσµης που είναι κάθετη επί την 2χ+4y-3=0 είναι η 2χ-y-1=0. 

  

Σηµείωση Αν η εξίσωση της δέσµης είχε δοθεί µε δυο παραµέτρους θα είχαµε 

κ(x+y-5)+µ(2x-y-1)=0, ( , ) (0,0)κ µ ≠ ( ) : (2 ) ( ) ( 5 ) 0x yε µ κ κ µ κ µ⇒ + + − + − − =  

και ( ) : 2 4 3 0x yη + − = . Είναι 1(2 , ) ( ),u µ κ κ µ ε+ − ⊥
��

2 (2,4) ( )u η⊥
���

 οπότε: 

1 2 1 2( ) ( ) 2(2 ) 4( ) 0u u u uε η µ κ κ µ⊥ ⇔ ⊥ ⇔ ⋅ ⇔ + + − =
�� ��� �� ���

2 2 0 3 0 0µ κ κ µ κ κ⇔ + + − = ⇔ = ⇔ =  και αφού ( , ) (0,0)κ µ ≠  έχουµε κ=0 και 

{ }0Rµ∈ − .   

Άρα (ε): 2µχ-µy-µ=0
0µ≠

⇔ 2x-y-1=0. 

 

� Στο τρίγωνο ΑΒΓ έχουµε Α(-10, 2), Β(6, 4) και ορθόκεντρο Η(5, 2). Βρείτε τις 

συντεταγµένες του Γ και τις εξισώσεις των πλευρών του τριγώνου. 

Λύση 

Θα βρούµε το Γ ως τοµή των ΑΕ , Β∆.  

Η ΑΕ άγεται από το Α, κάθετα επί την ΒΗ. 

1 1
2 : 2 ( 10)

2 2
y xλ λΒΗ ΑΕ= ⇒ = − ⇒ ΑΕ − = − +

: 2 6 0yχ⇔ΑΕ + + = .  

Η Β∆ άγεται από το Β,  κάθετα επί την 

ΑΗ. 

0 / / 'ί y yλ λ δεν ορ ζεταιΑΗ ΒΓ= ⇒ ⇒ΒΓ  

και διέρχεται από το Β(6, 4).  

Άρα ΒΓ: x=6.  

Οι συντεταγµένες του Γ είναι η λύση του συστήµατος
2 6 0 6

6 6

x y x

x y

+ + = =   
⇔   

= = −   
 

άρα Γ(6, -6).  

Οι εξισώσεις των πλευρών βρίσκονται απλά. 
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� Βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ µε Α(1,3) , αν x-2y+1=0, y-1=0 

είναι οι εξισώσεις δύο διαµέσων του. 

Λύση 

Επειδή οι συντεταγµένες του Α δεν επαληθεύουν τις 

εξισώσεις των διαµέσων, έπεται ότι οι διάµεσοι αυτές 

άγονται από τα Β, Γ. Ας είναι : 2 1 0x yβµ − + =  και 

: 1 0yγµ − = . Αν Β(α,β) τότε
1 3

,
2 2

α β+ + Λ  
 

.  

Επειδή

3
1 0 (1) , 2 1 0 (2).

2
γ β

β
µ µ α β

+
Λ∈ ⇒ − = Β∈ ⇒ − + =

Το σύστηµα των (1), (2) δίνει τις συντεταγµένες του Β. Όµοια εργαζόµαστε για το Γ, 

οπότε εύκολα βρίσκουµε τις εξισώσεις των πλευρών του τριγώνου.  

 

� Βρείτε τις εξισώσεις των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ µε Α(4,-1) αν x-1=0 και x-y-1=0 

είναι οι εξισώσεις δύο διχοτόµων του. 

Λύση: Παρατηρούµε ότι το Α δεν κείται 

στις δοσµένες διχοτόµους. 

 Έστω ότι: 

: 1 0,  : 1 0.x x yβ γδ δ− = − − =  επειδή η 

διχοτόµος µίας γωνίας, είναι άξονας 

συµµετρίας της έπεται ότι, τα 

συµµετρικά Α΄, Α΄΄ του Α ως προς τις 

βδ , γδ  είναι σηµεία της ΒΓ.  

Τότε η εξίσωση της ΒΓ θα βρεθεί από 

τα Α΄, Α΄΄ και τα Β, Γ, ως τοµές της ΒΓ 

µε τις βδ , γδ .  Έτσι έχουµε: 

Για το Α΄: Ο δβλ  δεν ορίζεται '/ / ' ' : 1yδβλ χ χ⇒ΑΑ ⇒ΑΑ = − .  

Οι συντεταγµένες του Κ είναι η λύση του 
1 0

(1, 1)
1

x

y

− = 
⇒ Κ − 

= − 
.  

Επειδή Κ µέσο του 
' '

' '

4 2 2
' '( 2, 1)

( 1) 2 1

x x

y y

Α Α

Α Α

+ = = −   
ΑΑ ⇒ ⇔ ⇒ Α − −   

+ − = − = −   
.  

Όµοια βρίσκω Α΄΄ (0,3) οπότε  

 
2 0 2

: 2 4 1 : 2 3 0
1 3 1

x
x y x y

y

+ +
ΒΓ = ⇔ + = + ⇔ ΒΓ − + =

+ +
.  

Οι συντεταγµένες του Β είναι η λύση του συστήµατος 
2 3 0

(1,5)
1 0

yχ
χ
− + = 

⇒Β 
− = 

 και 

του Γ, η λύση του συστήµατος 
2 3 0

( 4, 5)
1 0

x y

x y

− + = 
⇒ Γ − − 

− − = 
. 

 

� Βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που διέρχονται από το Ρ(-2, 3) και από τις οποίες 

ισαπέχουν τα Α(-6, 1), Β(2, 7). 

Λύση 
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Οι ευθείες που διέρχονται από το Ρ(-2,3) είναι οι: x=-2 και y-3=λ(x+2), Rλ∈ . 

Εξετάζουµε αν η (ε): x+2=0 είναι η λύση του προβλήµατος. 

Είναι 
2 2

6 2
( , ( )) 4

1 0
d ε

− +
Α = =

+
,

2 2

2 2
( , ( )) 4

1 0
d ε

+
Β = =

+
 δηλαδή η ευθεία χ+2=0 είναι 

λύση του προβλήµατος.  

Για τις ευθείες (η): y-3=λ(x+2) 2 3 0x yλ λ⇔ − + + = έχουµε: 

2 2 2 2

6 1 2 3 2 7 2 3
( , ( )) ( , ( ))

1 1
d d

λ λ λ λ
η η

λ λ

− − + + − + +
Α = Β ⇔ =

+ +
3

2 4 4 4 1 2 2 2
4

λ λ λ λ λ⇔ − = − ⇔ − = − ⇔ =  και άρα, η άλλη λύση του 

προβλήµατος είναι η ευθεία 
3

( ) : 3 ( 2) 3 4 18 0
4

y x x yη − = + ⇔ − + = . 

 

� Να βρεθούν οι ευθείες που είναι παράλληλες στην (η): 2χ+3y+6=0 και ορίζουν µε 

τους άξονες τρίγωνα εµβαδού 3. 

Λύση 

Αν (ε) η ζητούµενη ευθεία µε συντεταγµένες επί την αρχή α, β θα έχουµε 

( ) : 1 0
x y

x yε β α αβ
α β
+ = ⇔ + − =  και άρα: ε

β
λ

α
−
= .  

Πρέπει (ε)//(η) ε ηλ λ⇔ =
2 2

3 3

β β
α α
−

⇔ = − ⇔ = .  

Πρέπει 
1

3 3 6
2
α β αβΟΑΒΕ = ⇔ ⋅ = ⇔ = .  

Το σύστηµα

( 3, 2)6 3

2 2

( 3, 2)3 3

ή

α βαβ α
β β

α βα α

= = = = ±   
     ⇔ ⇔     
= =     = − = −     

 οπότε 

 1( ) : 1 2 3 6 0
3 2

x y
x yε + = ⇔ + − =  και 2( ) : 1 2 3 6 0

3 2

x y
x yε + = ⇔ + + =

− −
 

 

�  Έστω οι δέσµες 1 1 1 1( 2 5) (3 1) 0, 0k y y kχ µ χ µ+ − + − − = + ≠  και 

2 2 2 2( 2) ( 1) 0, 0k y kχ µ χ µ+ + + − = + ≠ . Να βρεθεί η ευθεία που ανήκει και στις 

δυο δέσµες χωρίς να βρεθούν τα κέντρα τους. 

Λύση 

 Αν (ε): Αχ+Βy+Γ=0, 0Α + Β ≠  η ζητούµενη ευθεία, τότε: 

Οι 0, 2 5 0, 3 1 0, διέρχονται από το ίδιο σηµείο

Οι 0, 2 0, 1 0, διέρχονται από το ίδιο σηµείο

x y x y x y

x y x x y

Α + Β + Γ = + − = − − = 
⇔

Α + Β + Γ = + = + − = 
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1 2 5 0

3 1 1 2 0 3
, 0

2 3 0 7

1 0 2 0

1 1 1

 Α Β Γ 
 − = 
 − − Α + Β+Γ = Β = Α    

⇔ ⇔ ⇔ Α ≠     
− Α+ Β+Γ = Γ = − ΑΑ Β Γ     

 =
 

−  

 και άρα η (ε) 

γράφεται: Αχ+3Αy-7Α=0 ( ) : 3 7 0x yε⇔ + − =  

 

�  ∆ίνονται τα Α(-2, 0) και Β(5, -3). Βρείτε τις εξισώσεις των ευθειών που 

διέρχονται από το Α και από τις οποίες η απόσταση του Β, είναι ίση µε 3. 

Λύση 

Ας είναι (ε): Αx+Βy+Γ=0 η εξίσωση της ζητούµενης ευθείας µε 0.Α + Β ≠   

Πρέπει 
2 2

2 2

2 0
2( )

5 3
3( , ( )) 3 7 3 3d

ε
ε

− Α+Γ =  Γ = Α Α∈     
⇔ ⇔Α− Β+Γ     

=Β = Α− Β = Α +Β      Α +Β 

και αφού 

0Α + Β ≠  έχουµε 

1 1

2 2

( 0, 0, 0) ( ) : 0 0 0 ( ) : 0

21 42 21 42
( ) : 0 ( ) : 0

21 42 20 20 20 20
( , , 0)

20 20

x y y

ή
x y x y

ε ε

ε ε

 
 Α = Γ = Β ≠ + Β + = ⇔ −
  

⇒  
Β + Β + Β = ⇔ + + =   Α = Β Γ = Β Β ≠

 
 

� Να βρεθεί η ευθεία που διέρχεται από το Ρ(1,2) και σχηµατίζει µε τους θετικούς 

ηµιάξονες τρίγωνου µε ελάχιστο εµβαδόν. 

Λύση 

Έστω (ε) η ζητούµενη ευθεία µε συντεταγµένες επί την αρχή α, β. Είναι τότε: 

( ) : 1
x y

ε
α β
+ =  και αφού Ρ(1,2) 

1 2
( ) 1 (1)ε

α β
∈ ⇔ + − .  

Τότε 
1

2
αβΟΑΒΕ =  οπότε έχουµε  

(1)2 1 2 1 2 1
min min max max

2 2

αβ
αβ α β α βΟΑΒΕ = ⇔ = ⇔ = ⇔ ⋅ = ⇔ = =

2 4α και β⇔ = = .  

Άρα η ζητούµενη ευθεία είναι η 

 ( ) : 1 2 4 2 4 0
2 4

x y
x y x yε + = ⇔ + = ⇔ + − =  

 

� Βρείτε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από την τοµή των ευθειών 

1 2( ) : 3 1 0, ( ) : 2 5 9 0x y x yε ε− + = + − =  και η απόσταση της αρχής Ο από αυτή 

είναι 2. 

Λύση 
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Αν Ρ η τοµή των 1( )ε , 2( )ε , οι συντεταγµένες του Ρ είναι η λύση του

3 1 0

2 5 9 0

y

y

χ
χ
− + = 

 
+ − = 

 οπότε Ρ(2, 1).  

Οι ευθείες που διέρχονται από το Ρ(2, 1) είναι οι 1( ) : 2 0xη − =  και 

2 2( ) : 1 ( 2) ( ) : (1 2 ) 0y x x yη λ η λ λ− = − ⇔ − + − = µε Rλ∈ .  

Έχουµε τότε  1 12 2

0 2
(0,( )) 2 ( ) : 2 0

1 0
d xη η η

−
= = ⇒ − =

+
 είναι η λύση του 

προβλήµατος.   

Για τις ευθείες 2( )η  πρέπει 

 
2 2

2
2 2

0 0 (1 2 ) 3
(0, ( )) 2 2 1 2 2 1

4( 1)
d

λ λ
η λ λ λ

λ

⋅ − + − −
= ⇔ = ⇔ − = + ⇔ =

+ −
 οπότε µια 

 άλλη λύση του προβλήµατος είναι η ευθεία 

 2 2

3
( ) : 1 ( 2) ( ) : 3 4 10 0

4
y x x yη η− = − − ⇔ + − = . 

2ος τρόπος: Αν (ε): Αx+Βy+Γ=0, 0Α + Β ≠  η ζητούµενη ευθεία πρέπει: 

2 2

2 0
( )

0 0
(0, ( )) 2 2

0
0

d

ε
ε

 Α+Β+Γ =
 Ρ∈   

Α ⋅ + Β⋅ + Γ   
= ⇔ =   

Α +Β   Α + Β ≠   Α + Β ≠ 

2 2 2 2

2 0 2

4 4 0 (2 )(2 ) 4

0 0

 Α+Β+Γ =   Α+Γ = −Β 
   

⇔ Α + Β −Γ = ⇔ Α+Γ Α−Γ = − Β   
   Α + Β ≠ Α + Β ≠   

 

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις 

Α) Αν 0Β ≠  έχουµε ισοδύναµα

3

2 4

2 4 5

2

 Α = Β Α+Γ = −Β   
⇔   

Α−Γ = Β −   Γ = Β
  

 οπότε 

3 5 3 5 5
( ) : 0 ( ) : 0 ( ) : 3 0

4 2 4 2 2
x y x y x yε ε εΒ + Β − Β = ⇔ + − = ⇔ + − =  

Β) Αν Β=0 έχουµε ισοδύναµα

4 42 0

2
2 2

0
0 0

k k

k k
k

k

   Α = Α =   
Α +Γ =     

− −     Α−Γ = ⇔ Γ = ⇔ Γ =     
     Α ≠  Α ≠ ≠   

      

 οπότε 

1 1
( ) : 0 0 0 ( ) : 2 0

4 2 4 2

k k
x y x xε ε

−
+ ⋅ − = ⇔ − = ⇔ − = .  Άρα, λύσεις του 

προβλήµατος είναι οι ευθείες µε εξισώσεις χ-2=0 και  3χ+4y-10=0. 

 



35 

 

� Να βρεθεί ο Rµ∈  ώστε οι ευθείες 

1 2( ) : ( 1) 4 0,( ) : (3 1) 2 7 0y yε µχ µ ε µ χ µ+ − − = + − − =  να είναι κάθετες. 

Λύση 

Αρχικά πρέπει 1 0µ µ+ − ≠ , 3 1 2 0µ µ+ + − ≠ , πράγµα που συµβαίνει. 

 Έστω τα διανύσµατα ( 1, ), ( 2 , (3 1)u µ µ υ µ µ= − − = − − +
��

που είναι αντίστοιχα 

παράλληλα προς τις 1 2( ),( )ε ε .  

Τότε έχουµε 

1 2( ) ( ) 0 2 ( 1) (3 1) 0u uε ε υ υ µ µ µ µ⊥ ⇔ ⊥ ⇔ ⋅ = ⇔ − − + + =
� �� �

[ ]2 2 3 1 0 ( 3) 0 0 3ήµ µ µ µ µ µ µ⇔ ⋅ − + + + = ⇔ + = ⇔ = = − . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Αν 1 2( ) : (3 2) 7 0,( ) : ( 2) ( 1) 0x y x yε µ µ ε µ µ+ − + = + + + =  να βρεθεί ο Rµ∈  

ώστε 	( )1 2, 45οε ε = . 

Λύση 

Αρχικά παρατηρούµε ότι 3 2 0µ µ+ + − ≠ , 2 1 0µ µ+ + + ≠ . 

• Για µ=0 δεν ορίζεται ο 
1ε
λ  και έχουµε  1

7
( ) :

2
xε
−
= , 2( ) : 2 0x yε + =  οπότε

	( ) 	( )
21 2 1 2, 2 , 45οεσϕ ε ε εϕϕ λ ε ε= − = = − ⇒ ≠ .  

• Για µ=-1 δεν ορίζεται ο 
2ε
λ . Τότε 1( ) : 7 0x yε − + + = , 2( ) : 0xε =  οπότε 

	( ) 	( )
11 2 1 2, 1 , 45οεσϕ ε ε εϕϕ λ ε ε= = = ⇒ =   

Άρα για µ=-1 είναι 	( )1 2, 45οε ε =  

• Στην γενική περίπτωση µε 0, 1µ µ≠ ≠ −  οπότε ορίζονται τα 
1 2
,ε ελ λ  έχουµε : 

1 2

3 2 2
,

1
ε ε

µ µ
λ λ

µ µ
+ +

= = −
+

 οπότε 	( ) 2 1

1 2

1 2, 45 1
1

ε εο

ε ε

λ λ
εϕ ε ε

λ λ

−
= ⇒ = ⇔

+ ⋅

2 1 1 2

2 3 2 ( 2)(3 2)
1 1

1 ( 1)
ε ε ε ε

µ µ µ µ
λ λ λ λ

µ µ µ µ
+ + + +

− = + ⋅ ⇔ − − = − ⇔
+ +

( 2) ( 1) (3 2) ( 1) ( 2) (3 2)µ µ µ µ µ µ µ µ− + − + ⋅ + = + − + ⋅ + ⇔
( 2)(3 2) ( 1)(3 2) ( 1) ( 2)µ µ µ µ µ µ µ µ+ + − + + = + + + ⇔
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23 2 (2 3) 2 2 1.µ µ µ µ µ+ = + ⇔ = ⇔ = ±  Τελικά έχουµε ότι για 1µ = ±  είναι 

1 2( , ) 45
οε ε = . 

 

18.3 Μέθοδος 3η  

Όταν θέλουµε να αποδείξουµε µια σχέση ή ιδιότητα της ευκλείδειας 

γεωµετρίας, εκλέγουµε αρχικά ένα σύστηµα αξόνων. Η εκλογή του συστήµατος 

γίνεται µε βασικό κριτήριο την εύκολη έκφραση, µε συντεταγµένες και εξισώσεις, 

των γεωµετρικών στοιχείων που εµφανίζονται στο πρόβληµα. 

 

� Να δειχτεί ότι σε κάθε τρίγωνο τα ύψη του διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

Λύση 

Θεωρούµε ως άξονα των χ την ΒΓ και ως άξονα των  y 

την κάθετη επί την ΒΓ, που άγεται από το Α. 

 Έστω ότι  Α(0,α), Β(β,0) , Γ (γ,0) µε 0αβγ ≠ . 

Είναι 
0 0 : 0 : 0 0 0.yα αυ χ υ χ≡ Α ⇒Α = ⇔ + + =

 

, : ( )

: 0

y x

x y

β

β

α γ γ
υ λ λ

γ α α
υ γ α βγ

ΑΓ ΒΕ≡ ΒΕ = ⇒ = ⇒ ΒΕ = − Β ⇔
−

− − =

, : ( ) : 0y x y x yγ γ

α β β
υ λ λ υ β α βγ

β α αΑΒ ΓΖ

−
≡ ΓΖ = ⇒ = ⇒ ΓΖ = − ⇔ − − =

Παρατηρούµε ότι  

1 0 0

0γ α βγ
β α βγ
− − =

− −

 και
1 0

0α
γ α

= − ≠
−

 πράγµα που σηµαίνει ότι 

οι ευθείες , ,α β γυ υ υ  διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

 

� Να δειχθεί ότι σε κάθε τρίγωνο οι διάµεσοι του 

διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

Λύση  

Θεωρούµε ως άξονα των χ την ΒΓ και ως άξονα των 

y τη µεσοκάθετη της ΒΓ. 

 Έστω ότι Α(α, β), Γ(γ, 0), Β(-γ, 0) µε 0βγ ≠ .  

Αν Κ, Λ τα µέσα των ΑΓ , ΑΒ αντίστοιχα, είναι 

, , ,
2 2 2 2

α γ β α γ β+ −   Κ Λ   
   

 άρα  βρίσκουµε ΒΚ: 

βχ-(α+3)y+βγ=0 ΓΛ:βχ(α-3γ)y-βγ=0 και 
0

β
αΑΛ =  

0 : 0 : 0y y
β
χ βχ α

α
Α = ⇔ Α − = .  

Παρατηρούµε ότι 

( 3 )

( 3 ) 0

0

β α γ βγ
β α γ βγ
β α

− +

− − − =

−

 και
( 3 )

3 0
β α γ

βγ
β α
− −

= − ≠
−

 άρα, οι 

διάµεσοι του τριγώνου διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 
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� Έστω ορθογώνιο τριγώνου ΑΒΓ ( Α̂ =1 

ορθ) και τα τετράγωνα ΑΒ∆Ε, ΑΓΖΗ 

εξωτερικά του τριγώνου. ∆είξτε ότι το ύψος 

ΑΡ του τριγώνου ΑΒΓ και οι ευθείες Γ∆, 

ΒΖ διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

Απόδειξη: Θεωρούµε ως σύστηµα αξόνων 

τις πλευρές της ορθής γωνίας Α του 

τριγώνου ΑΒΓ και έστω ότι Β(β,0), Γ(0,γ) 

µε 0βγ ≠ . Είναι 
γ β

λ λ
β γΒΓ ΑΡ= ⇒ =
−

 άρα 

: : 0 (1)y x x y
β

β γ
γ

ΑΡ = ⇔ ΑΡ − = . 

Επειδή ∆(β,-β) και Γ(0,γ) βρίσκουµε 

: ( ) 0 (2)x yβ γ β βγΓ∆ + + − = .  

Επειδή Ζ(-γ, γ) και Β(β,0) βρίσκουµε : ( ) 0 (3)x yγ β γ βγΒΖ + + − = . 

Παρατηρούµε ότι: 

0

0

β γ
β γ β βγ
γ β γ βγ

−

+ − =

+ −

 και
2 2 0

β γ
β γ βγ

β γ β
−
= + + ≠

+
 οπότε 

οι ευθείες (1), (2) , (3) διέρχονται από το ίδιο σηµείο.  

  

� Θεωρούµε ορθογώνιο ΑΒΓ∆ , σηµείο Ρ της Β∆ και το συµµετρικό Η του Γ ως προς 

το Ρ. Αν ,ΗΕ ⊥ ΑΒ ΗΖ ⊥ Α∆ , δείξτε ότι τα σηµεία Ρ, Ε, Ζ είναι οµοευθειακά. 

Λύση 

Θεωρούµε ως σύστηµα αξόνων τους Αχ, Αy. Τότε Α(0, 0), Β(β, 0), Γ(β, δ), ∆(0, δ). 

Υποθέτουµε ότι Η(α, γ) οπότε Ε(α, 0) και Ζ(0, γ).  

Επειδή Ρ είναι µέσο του ,
2 2

α β γ δ+ + ΓΗ⇒ Ρ 
 

. 

Τα Ρ,Ε,Ζ είναι οµοευθειακά, αν και µόνο 

 

1
2 2

0 0 1 0 0
2 2

0 1

α β γ δ

γ δ α β
α αγ α γ

γ
ΡΕΖ

+ +

+ +
Ε = ⇔ = ⇔ − − = ⇔

2 0 0 0αγ αγ αδ αγ βγ αδ βγ αδ βγ− − − − = ⇔ − − = ⇔ + = .  

Αυτό ισχύει αφού  Β,Ρ,∆ οµοευθειακά 

0 1

1 0 0
2 2 2 2

0 1

β
α β γ δ γ δ α β

β δ βδ

δ

+ + + +
⇔ = ⇔ + − = ⇔

2 0 0βγ βδ αδ βδ βδ βγ αδ+ + + − = ⇔ + = . 
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18.4 Μέθοδος 4η  

Όταν δοθεί η εξίσωση µια ευθείας (ε), που οι συντελεστές εκφράζονται µε τη 

βοήθεια µιας παραµέτρου λ, και ζητηθεί να αποδειχτεί ότι διέρχεται από το σταθερό 

σηµείο τότε:  

� Αν οι συντελεστές είναι πρωτοβάθµια πολυώνυµα του λ, αρκεί να δώσουµε 

στην εξίσωση της (ε), τη µορφή εξίσωσης δέσµης, οπότε το σταθερό σηµείο είναι το 

κέντρο της δέσµης.  

� Αν οι συντελεστές είναι ως προς λ βαθµού µεγαλυτέρου ή όσου του 2, τότε 

απαιτούµε η (ε) να διέρχεται από το 0 0( , )y Rχ λΡ ∀ ∈  και φτάνουµε έτσι σε µηδενικό 

πολυώνυµο ως προς λ, που από το µηδενισµό των συντελεστών του, βρίσκουµε τα 

0x , 0y  και άρα το σταθερό σηµείο 0 0( , )x yΡ . 

 

� ∆είξτε ότι η ευθεία (ε): (2λ+1)χ+(2λ-3)y+5λ-7=0 διέρχεται από το σταθερό 

σηµείο, για κάθε Rλ∈ .  

Λύση 

Είναι  

( ) : (2 1) (2 3) 5 7 0 ( ) : ( 3 7) (2 2 5) 0x y x y x yε λ λ λ ε λ+ + − + − = ⇔ − − + + + =  που 

είναι εξίσωση δέσµης µε κέντρο, που έχει συντεταγµένες τη λύση του συστήµατος

3 7 0

2 2 5 0

x y

x y

− − = 
 
+ + = 

. 

 

� ∆είξτε ότι η ευθεία 2 2 2( ) : (2 1) ( 3 1) ( 2 2) 0x yε λ λ λ λ λ λ− − − − + − + − =  διέρχεται 

από το σταθερό σηµείο, για κάθε Rλ∈ . 

Λύση 

Η (ε) διέρχεται από το σταθερό σηµείο 0 0( , )x y RλΡ ∀ ∈ ⇔  Το Ρ κείται στην 
2 2 2

0 0( ) (2 1) ( 3 1) ( 2 2) 0 R x y Rε λ λ λ λ λ λ λ λ∀ ∈ ⇔ − − − − + − + − = ∀ ∈ ⇔  

2

0 0 0 0 0 0(2 1) ( 3 2) ( 2) 0y y y Rχ λ χ λ χ λ− − + − + − + − − + = ∀ ∈ ⇔  

0 0

0 0

0 0

2 1 0

3 2 0

2 0

y

y

y

χ
χ
χ

− − = 
 − + − = 
 − − + = 

 

Το σύστηµα τούτο είναι συµβιβαστό µε λύση την 0 0( 1, 1)x y= = . Άρα πράγµατι η 

ευθεία (ε) διέρχεται , Rλ∀ ∈ , από το σταθερό σηµείο Ρ(1,1). 

 

� ∆είξτε ότι η εξίσωση 
2 2 2( 1) (3 2 1) 5 4 1 0yµ χ µ µ µ µ− + − − − + + =   (1) για κάθε 

πραγµατική τιµή του µ, εκτός από µια η οποία και να βρεθεί , είναι εξίσωση ευθείας 

που διέρχεται από σταθερό σηµείο. 

Λύση 

 Η (1) είναι εξίσωση ευθείας (ε), αν και µόνο 

 2 21 3 2 1 0 ( 1)( 1) ( 1)(3 1) 0 1µ µ µ µ µ µ µ µ− + − − ≠ ⇔ + − + − + ≠ ⇔ ≠ .  

Συνεπώς, η (ε) διέρχεται από σταθερό σηµείο { }0 0( , ) 1y Rχ µΡ ∀ ∈ − , αν και µόνο 

ισχύει, { }2 2 2

0 0( 1) (3 2 1) 5 4 1 0 1x y Rµ µ µ µ µ µ− + − − − + + = ∀ ∈ −  
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{ }2

0 0 0 0 0( 3 5) ( 2 4) ( 1) 0 1x y y x y Rµ µ µ⇔ + − + − + + − − + = ∀ ∈ −  

0 0

0

0 0

3 5 0

2 4 0

1 0

x y

y

x y

+ − = 
 

⇔ − + = 
 − − + = 

 

Το σύστηµα τούτο είναι συµβιβαστό µε λύση την 0 0( 1, 2)x y= − = . Άρα η (ε) 

διέρχεται από το σταθερό σηµείο Ρ(-1,2) { }1Rµ∀ ∈ −  

 

18.5 Μέθοδος 5η  

Όταν σε ένα  γεωµετρικό πρόβληµα µε µεταβλητό στοιχειό (q),(σηµείο, ευθεία, 

τµήµα) θέλουµε να δείξουµε ότι η µεταβλητή ευθεία (ε) διέρχεται από σταθερό 

σηµείο, τότε: 

� Αρχικά εκλέγουµε ένα σύστηµα αξόνων. 

� Με τη βοήθεια µιας παραµέτρου t «εκφράζουµε» τον τρόπο µεταβολής του (q). 

� Βρίσκουµε την εξίσωση της (ε).  οπότε έχουµε πρόβληµα που ανάγεται στη µέθοδο 

4. 

 

� Στις πλευρές Οx, Oy ορθής γωνίας 0̂yχ  κινούνται τα Α,Β ώστε 
1 1 1

0 0 k
+ =

Α Β
(k=σταθερά , k>0). ∆είξτε ότι η ΑΒ διέρχεται από το σταθερό σηµείο. 

Λύση 

Θεωρούµε ως άξονες τους 0χ, 0y. Το ότι τα Α, Β κινούνται 

στις 0χ, 0y εκφράζεται από τα 0, 0y χΑ Β= = .  

Αν τεθεί 0 t tχΑΑ = ⇒ =  και 

1 1 1 1 1 1
0

0 0

kt kt
B y

t k k t t k t k
Β+ = ⇔ = − ⇔ = ⇔ =

Β Β − −
.  

Συνεπώς ( ,0), (0, )
kt

t
t k

Α Β
−

 οπότε 

 

( )
: 1 1 ( )
x y x t k y

kx t k y kt
ktt t kt

t k

−
ΑΒ + = ⇔ + = ⇔ + − = ⇔

−

 

: ( ) ( ) 0k y t y kχΑΒ − + − = (εξίσωση δέσµης). Άρα η ΑΒ διέρχεται από σταθερό 

σηµείο Ρ, το κέντρο της δέσµης, που έχει συντεταγµένες τη Λύση του συστήµατος 

( ) 0

0

k x y x k

y k y k

− = =   
⇔   

− = =   
 Άρα Ρ(k, k). 

 

� Θεωρούµε ορθή γωνία 0̂yχ  και τα µεταβλητά 

σηµεία Α, Γ των 0χ, 0y αντίστοιχα, ώστε 0Α+0Γ=k, 

k=σταθερό. Αν 0ΑΒΓ ορθογώνιο 

παραλληλόγραµµο, να δειχθεί ότι η ευθεία (ε), που 

άγεται από το Β, κάθετη επί την ΑΓ, διέρχεται από 

σταθερό σηµείο. 

Λύση 
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Θεωρούµε ως σύστηµα αξόνων τις πλευρές 0χ, 0y της γωνίας 0̂yχ .  

Ότι τα Α,Γ κινούνται στις 0χ, 0y αντίστοιχα, αυτό “εκφράζεται” από τα 

0, 0y χΑ Γ= = .  

Ακόµα, αν τεθεί 0 tΑ =  µε 0 t k< <  η σχέση 0Α+0Γ=k δίνει 0Γ=k-t και άρα είναι 

Α(t,0), Γ(0,k-t) οπότε και B(t,k-t).  

Επειδή 
k t

t
λΑΓ

−
=
−

 και 
( )

( )
t

k t
εε λ⊥ ΑΓ⇒ =

−
. Συνεπώς, 

( ) : ( ) ( )
t

y k t t
k t

ε χ− − = − ⇔
−

2 2( ) : ( ) ( )k t y k t t tε χ− − − = − ⇔

2 2 2 2( ) : ( ) 2 ( ) : ( ) (2 ) 0k t y k kt t t t ky k t k yε χ ε χ− − + − = − ⇔ − + − − = Παρατηρούµε 

ότι η εξίσωση της (ε), είναι εξίσωση δέσµης και άρα η (ε) για 0<t<k διέρχεται από 

σταθερό σηµείο, το κέντρο της δέσµης, που οι συντεταγµένες του είναι η Λύση του
2 0

2 0

y kky k

kk y χχ

= − =  
⇔   

=− − =   
 δηλαδή η (ε) διέρχεται από το σταθερό σηµείο Ρ(k, k).  

 

� Έστω ορθογώνιο ισοσκελές τρίγωνο 0ΑΒ ˆ(0 1=  ορθή) και µεταβλητό σηµείο Ρ της 

ΑΒ. Ονοµάζουµε 1 2,Ρ Ρ  τις ορθές προβολές του Ρ επι τις ΟΑ, ΟΒ αντίστοιχα, και (ε) 

τη µεσοκαιρίτη του 1 2,Ρ Ρ . ∆είξτε ότι η (ε) διέρχεται από σταθερό σηµείο. 

Λύση 

Θεωρούµε ως σύστηµα αξόνων τις πλευρές της ορθής γωνίας 0̂  οπότε, αν 

υποθέσουµε ότι ΟΑ=α έχουµε Α(α,0) και Β(0,α).  

Τότε είναι  : 1 :
x y

x y
a

α
α

ΑΒ + = ⇔ ΑΒ + −   

Αν ,x tΡ =  επειδή y tαΡΡ∈ΑΒ⇒ = −  άρα η Ρ(t, α-t) «εκφράζει» ότι το Ρ κινείται 

στην ΑΒ.  

Είναι τότε 1 2( ,0) (0, )t tκαι αΡ Ρ −  οπότε, αν Κ είναι το µέσο των 1 2,Ρ Ρ , έχουµε 

,
2 2

t tα − Κ  
 

 και 
1 2, ( )

t t

t a t
ε

α
λ λΡ Ρ

−
= ⇒ =
− −

  

Άρα ( ) : ( )
2 2

t t t
y x

t

α
ε

α
−

− = −
−

(2 ) 2 ( ) 0y t x yα α α⇔ − + − − =  (εξίσωση δέσµης) 

και άρα η (ε) διέρχεται από σταθερό σηµείο Ρ, το κέντρο της δέσµης, που έχει 

συντεταγµένες τη λύση του συστήµατος 
2 0 2

( , )
0 2 2

2

y
y

x y
x

α
α α α

α α

 = − =   
⇔ ⇒ Ρ   

− − =   =
  

. 


