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1. Κληρώσεις και λαχειοφόρες αγορές 

Ο σχεδιασµός δίκαιων κληρώσεων και λαχειοφόρων αγορών (στις οποίες όλοι οι 

συµµετέχοντες έχουν τις ίδιες πιθανότητες να κερδίσουν) είναι λίγο πιο περίπλοκος από ότι 

φαίνεται. Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι είναι κάτι που δε µας επηρεάζει, εκτός αν είµαστε, 

παίκτες, αλλά τότε δε θα έχουµε ακριβή αντίληψη της πραγµατικότητας.  Στην 

πραγµατικότητα, σε όλη τη ζωή µας συµµετέχουµε σε πολλές κληρώσεις, µερικές φορές  

χωρίς να το καταλαβαίνουµε, όπως αυτές που γίνονται για την επιλογή  µελών εκλογικών 

τµηµάτων ή ενόρκων στις δίκες, η κατανοµή σχολικών θέσεων στα µέρη και στις ηλικίες 

που είναι σπάνιες (στις πόλεις και στις ηλικίες 0 έως 6 ετών), η διανοµή κοινωνικών 

κατοικιών, η συµµετοχή στις εξεταστικές επιτροπές διαγωνισµών (αν κάποιος είναι δηµόσιος 

υπάλληλος) ο τόπος ή η σειρά συµµετοχής σε αυτές (αν είναι υποψήφιος). Υπήρξαν ιστορικά 

παραδείγµατα, µερικά διαβόητα, για άδικες κληρώσεις και κακοσχεδιασµένες λαχειοφόρες 

αγορές (από τα οποία θα δούµε µερικά παραδείγµατα), σε όλες τις περιπτώσεις χωρίς 

προµελετηµένο τρόπο, νοµίζοντας ότι έκαναν το σωστό, γεγονός που δείχνει ότι ακόµη και 

στον τοµέα αυτόν προκύπτουν δυσκολίες σύλληψης και εκτέλεσης. Γι’ αυτό θ’ αρχίσουµε µε 

διάφορες καταστάσεις κληρώσεων για να κάνουµε σκέψεις που θα µας επιτρέψουν να 

είµαστε καλύτερα εξοπλισµένοι για να τις καταλάβουµε. 

Η λέξη «λοταρία» για τη λαχειοφόρο αγορά προέρχεται από το lotto, ιταλική λέξη για 

να περιγράψει µια παρτίδα και ταυτόχρονα τον προορισµό. Ωστόσο, υπάρχουν αναφορές για 

λαχειοφόρες αγορές στην Παλαιά ∆ιαθήκη ακόµη και στην Κίνα, όπου η µέθοδος αυτή 

χρησιµοποιήθηκε για τη χρηµατοδότηση της κατασκευής του Σινικού Τείχους. Στην Ευρώπη, 

η ιστορία της λαχειοφόρου αγοράς ξεκινά το 1498 στην Πορτογαλία, που την επινόησε για 

να βοηθήσει τους ανήµπορους και για να ανταποκριθεί στις νοµισµατικές ανάγκες της 

χώρας. Το 1727 οι κάτω χώρες ίδρυσαν µία από παλαιοτέρας λαχειοφόρες αγορές στον 

κόσµο, αφού  εξακολουθεί να λειτουργεί ακόµα. Αναζητούσαν να αποκαταστήσουν το 

δηµόσιο ταµείο για τη χρηµατοδότηση των πολέµων τους  και για κατασκευή δηµόσιων 

έργων. Στην Ισπανία η 1η λαχειοφόρος αγορά ιδρύθηκε  µε µονοπωλιακό χαρακτήρα, το 

1763, κατά τη βασιλεία του Καρόλου Γ’. Η σηµερινή εθνική λοταρία γεννήθηκε στις 25.12. 

1811, κατά τη διάρκεια του πολέµου της ανεξαρτησίας  ως «ένα µέσο για την αύξηση των 

εσόδων του δηµόσιου ταµείου χωρίς την επιβάρυνση των φορολογουµένων» και ονοµάστηκε 

από τον κόσµο «σύγχρονη λοταρία» για να τη διαφοροποιήσουν από την «αρχική λοταρία». 

Τα παιδιά και η λαχειοφόρος αγορά είναι αδιαχώριστα, επειδή η αθωότητα τους ως 

εγγύηση αµεροληψίας, ήταν η λύση στο πρόβληµα της εµπιστοσύνης για την εντιµότητα των 

κληρώσεων, για το λόγο αυτό οι µαθητές του κολεγίου Σαν Ιλντελφόνσο είναι αυτοί που 

ανακοινώνουν τα έπαθλα από το 1771.   

 

2. Κληρώσεις µε λίγους συµµετέχοντες και κληρώσεις µε κάλπικο νόµισµα 

Οι κληρώσεις µε νόµισµα µπορεί να µην είναι πολύ συχνές, αλλά µε αυτές 

επιχειρούµε να πετύχουµε µια καλύτερη αντίληψη των προβληµάτων που συνδέονται µε τους 

σχεδιασµούς κληρώσεων. Έστω ότι έχουµε ένα νόµισµα και µε αυτό θέλουµε να κάνουµε 

µία δίκαιη και αµερόληπτη κλήρωση για 2 άτοµα. Τι να κάνουµε; Η πρώτη δυνατότητα είναι 

να θεωρήσουµε ότι το νόµισµα είναι κανονικό, δηλαδή ότι η πιθανότητα να έρθουν κορόνα ή 

γράµµατα είναι ακριβώς ίδια, οπότε η λύση είναι απλή, ρίχνουµε κορόνα–γράµµατα. Όµως 

ότι το νόµισµα είναι κανονικό, είναι κάτι που δε µπορούµε να γνωρίζουµε εκ των προτέρων.  

Ωστόσο, µε λίγη σκέψη µπορούµε να πετύχουµε µια κλήρωση που είναι πραγµατικά 

δίκαιη, ανεξαρτήτως του νοµίσµατος. Έστω ότι η πιθανότητα να βγει κορόνα (C) είναι ρ (την 

οποία δε γνωρίζουµε και θα ήταν 0,5 αν το νόµισµα ήταν κανονικό), έτσι ώστε η πιθανότητα 

για γράµµατα (X), το αντίθετο γεγονός µε το προηγούµενο, θα είναι (1–ρ). Ποια είναι η 

πιθανότητα να έχουµε CΧ (κορόνα–γράµµατα) µε αυτή τη σειρά; Αφού οι ρίψεις είναι 

ανεξάρτητες, το αποτέλεσµα της µίας δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα της άλλης, είναι το 
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γινόµενο των πιθανοτήτων ( ) ( )1prob CX p p= − . Και η πιθανότητα να έρθει ΧC µε αυτή τη 

σειρά; Για τον ίδιο λόγο όπως προηγουµένως ( ) ( ) ( )1prob XC p p prob CX= − = . 

Άρα, έχουµε τον τρόπο για να κάνουµε µια δίκαιη κλήρωση µεταξύ δύο ατόµων µε 
οποιαδήποτε νόµισµα. Ρίχνουµε το νόµισµα δύο συνεχόµενες φορές, µε ΧC κερδίζει ένας 
από τους παίχτες  µε CX ο άλλος.  Το µόνο µειονέκτηµα είναι ότι οι ρίψεις στις οποίες 
έρχεται  ΧΧ ή CC είναι ακατάλληλες, δε µπορούµε να τις λάβουµε υπόψη και πρέπει να 
συνεχίσουµε έως µια φορά να έχουµε CΧ ή ΧC. Αγνοώντας αυτές τις περιπτώσεις δεν 
αλλάξει ο δίκαιος χαρακτήρας της κλήρωσης. Άρα, οποιοδήποτε νόµισµα είναι καλό για να 
κάνουµε µια δίκαιη κλήρωση µεταξύ δύο ατόµων. Κάτι που δεν ισχύει µόνο για τα κέρµατα 
και µπορεί να εφαρµοστεί σε οποιοδήποτε άλλο µέσο µε δύο πιθανά αποτελέσµατα, έστω και 
αν έχουν πολύ διαφορετικές πιθανότητες. 

 
3. Κληρώσεις για τρία ή περισσότερα άτοµα 

Έστω τώρα ότι τα άτοµα ανάµεσα στα οποία πρέπει να κάνουµε την κλήρωση είναι 3 
και κάποιος προτείνει την εξής διαδικασία, ετοιµάζουµε µια τσάντα (ή αδιαφανές κουτί) µε 3 
µπάλες, 1 άσπρη και 2 µαύρες (όλες µε ίδιο σχήµα και υφή ώστε να µη µπορούν να 
διακριθούν µε την αφή). Οι 3 τραβούν µε τη σειρά µια µπάλα που δεν επιστρέφουν στην 
τσάντα. Κερδίζει αυτός που βγάζει την άσπρη µπάλα. Είναι δίκαιο; Αν όχι, ποιος έχει το 
πλεονέκτηµα, ο 1ος, ο 2ος ή ο 3ος που τραβήξει;  

Αν ήµασταν σε αυτή την κατάσταση και µπορούσαµε να επιλέξουµε σε ποια θέση θα 
προτιµούσαµε να τραβήξουµε την µπάλα; Για απλότητα µπορούµε να υποθέσουµε ότι οι 
µπάλες είναι αριθµηµένες, 0, 1 και 2 και η άσπρη µπάλα είναι ο αριθµός 0. Ας δούµε τι 
συµβαίνει υπολογίζοντας την πιθανότητα να κερδίσει καθένας από τους 3 συµµετέχοντες.  

Η σειρά τραβήγµατος των 3 µπαλών είναι µία από τις έξι ακόλουθες, που 
αντιστοιχούν στις 6 δυνατές διατάξεις που µπορούν να προκύψουν 012, 021, 102, 120, 201, 
210. Μια απλή οπτική παρατήρησή οδηγεί δυο συµπέρασµα ότι τις δυο από τις έξι φορές η 
µπάλα 0 θα βγει 1η, σε άλλες δύο θα βγει 2η και στις δύο υπόλοιπες 3η. Με άλλα λόγια είναι 
αδιάφορη η σειρά µε την οποία θα τραβήξουν τη µπάλα. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα 
Laplace, είναι προφανές ότι η πιθανότατα να βγει η άσπρη µπάλα πρώτη είναι 2/6 (2 
ευνοϊκές περιπτώσεις, 012 και 021, σε 6 δυνατές περιπτώσεις, που αντιστοιχούν σε 
οποιαδήποτε από τις προηγούµενες διατάξεις) και επίσης είναι 2/6 η πιθανότητα να βγει στη 
2η ή 3η θέση. Ας δούµε τι θα συµβεί αν συλλογιστούµε µε όρους δεσµευµένης πιθανότητας. 
Αφού υπάρχουν 3 µπάλες, η πιθανότητα να κερδίσει ο 1ος είναι prob(1ο)=1/3.  

Για κερδίσει  ο 2ος, ο 1ος πρέπει να έχει βγάλει µια µαύρη µπάλα και ο 2ος την άσπρη. 
Με άλλα λόγια ο 2ος πρέπει να έχει την δυνατότητα να τραβήξει (η πιθανότατα να συµβεί 
αυτό είναι 2/3, η δεσµευµένη πιθανότητα ότι ο 1ος δεν έχει κερδίσει) και επιπλέον, να βγάλει 

την άσπρη (όταν υπάρχουν µόνο µια µαύρη και µια άσπρη). Συνολικά, ( )ος 2 1 1
2

3 2 3
prob = = .  

Τέλος, ( )ος 1 1 1
3 1

3 3 3
prob = − − = . Αν αντί για 3 είχε 100 ή Ν συµµετέχοντες, 0α 

βάζαµε 100 (ή Ν)  µπάλες και παρόµοιοι συλλογισµοί µας οδηγούν να βεβαιώσουµε ότι η 
πιθανότητα να βγει η µπάλα σε µια συγκεκριµένη θέση είναι 1/100 (ή 1/Ν). Μία αντίστοιχη 
κατάσταση παρουσιάζεται όταν ο δάσκαλος θέλει να κληρώσει ένα βραβείο µεταξύ των Ν 
µαθητών και γι’ αυτό γράφει έναν αριθµό µεταξύ 1 και Ν σε χαρτί και ζητά από κάθε µαθητή 
«µε αλφαβητική σειρά» έναν αριθµό µεταξύ 1 και Ν,  δίνοντας το βραβείο σε όποιον 
µαντέψει τον αριθµό που έγραψε. Και πάλι η σειρά (αλφαβητική στην προκειµένη 
περίπτωση) δεν έχει σηµασία. 
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4. Κληρώσεις µε πολλούς συµµετέχοντες 

Για να µπορούν να αναλυθούν οι δυσκολίες των κληρώσεων µε πολλούς 
συµµετέχοντες θα αναφερθούµε σε δύο ιστορικά γεγονότα που και τα δύο σχετίζονται µε 
στρατούς. Και στις δύο περιπτώσεις οργανώθηκαν µε την εντύπωση ότι ήταν δίκαιες, ότι 
όλοι οι συµµετέχοντες είχαν τις ίδιες πιθανότητες να επιλέγουν ή να αποκλεισθούν. Στις 
ΗΠΑ το 1970, µε τον πόλεµο του Βιετνάµ στο απόγειό του, την ανάγκη για στρατιώτες και 
µια ατµόσφαιρα απόρριψής του, οργανώθηκε µια στρατιωτική κλήρωση για να επιλέξουν 
τους νέους που έπρεπε να αποσταλούν. Εδώ το ενδιαφέρον ήταν στο  να µην επιλεγεί 
κάποιος. Για να οργανώσουν την κλήρωση τοποθέτησαν τις 366 πιθανές ηµεροµηνίες ενός 
έτους (από 01.01 έως 31.12, συµπεριλαµβανοµένης της 29.02) κάθε µία σε µια κάψουλα και 
όλες τραβήχτηκαν στην τύχη. Η πρώτη που βγήκε ήταν η 14.09, µετά η 24.04 και µε τον 
τρόπο αυτό στρατολογήθηκαν στρατιώτες, που γεννήθηκαν µεταξύ 1941 και 1952, 
ακολουθώντας τη σειρά των ηµεροµηνιών που εµφανίστηκαν στην κλήρωση (πρώτα αυτοί 
της 14.09, στη συνέχεια αυτοί της 24.04). Πώς σας φαίνεται η διαδικασία; Είναι δίκαιη; 

Στην Ισπανία το 1997, όπου η στρατιωτική θητεία είναι υποχρεωτική για τους άνδρες 
µιας συγκεκριµένης ηλικίας, οι στρατεύσιµοι ήταν 365.342. αλλά οι ανάγκες του στρατού 
ήταν λιγότερες, έτσι ώστε 16.442 από αυτούς δεν θα πάνε στρατό. Στην περίπτωση αυτή η 
επιλογή στην κλήρωση ήταν κάτι επιθυµητό. Οργανώθηκε µε τον ακόλουθο τρόπο, πρώτα µε 
τυχαίο τρόπο δόθηκε ένας αριθµός σε καθέναν από  τους 165.342 στρατευσίµους. Για να 
γίνει η κλήρωση τοποθετήθηκαν 6 δοχεία µε µπάλες για καθένα από τα 6 ψηφία του αριθµού 
που θα επιλεγόταν και από τον οποίο θα αποδεσµεύονταν 16.442 αγόρια  που είχαν αριθµούς 
συνεχοµένους µε αυτόν που βγήκε (και αν έφταναν στο τέλος θα ξεκινούσαν ξανά από τον 
αριθµό 1 µέχρι να ολοκληρωθεί η απαιτούµενη ποσότητα). Σε όλα τα άλλα δοχεία είχε 10  
µπάλες αριθµηµένες από το 0 έως το 9. Είχε προβλεφθεί ότι εάν στο 2ο δοχείο (µε τις 
δεκάδες χιλιάδες) έβγαινε 1 µπάλα µεγαλύτερη από το 6 (όπως συνέβη στην 
πραγµατικότητα) θα επαναλαµβανόταν το τράβηγµα στο δοχείο αυτό. Πώς σας φαίνεται η 
κλήρωση στην περίπτωση αυτή; Ήταν δίκαιη; 

Πριν προχωρήσουµε για να εξετάσουµε την υπόλοιπη ιστορία των δύο αυτών 
στρατιωτικών κληρώσεων, θα δούµε µια άλλη που χρησιµοποιήθηκε για αρκετό καιρό για 
την κατανοµή θέσεων σε ιδρύµατα για τα οποία υπήρχε µεγαλύτερη ζήτηση παρά προσφορά, 
πχ. ορισµένες σχολές ξένων γλωσσών. Αποδιδόταν ένας αριθµός µε σειρά προεγγραφής και 
έβγαινε µε κλήρωση ένας από αυτούς τους αριθµούς. Αν υπήρχαν 50 θέσεις, απονέµονταν 
στον αριθµό αυτόν και στους υπόλοιπους 49. Τι είναι αυτό που το κάνει µη σωστό; Ας 
φανταστούµε ότι θέλω να εγγραφώ. Αν πείσω 30 φίλους να γραφούν πριν από µένα και οι 
αριθµοί για την κλήρωση δίνονται µε σειρά εγγραφής, θα παίξω µε πλεονέκτηµα επειδή ξέρω 
ότι όλοι οι φίλοι µου θα παραιτηθούν από τη θέση τους. Στην περίπτωση αυτή δεν παίζω 
µόνο µε τον αριθµό µου, αλλά µε τον δικό µου και τους 30 προηγούµενους των φίλων µου. 
Κάποιος µπορεί να σκεφτεί ότι είναι πολύ πολύπλοκος τρόπος για να αυξηθεί η πιθανότητα, 
αλλά η αλήθεια είναι ότι χρησιµοποιήθηκε για αρκετό χρονικό διάστηµα, έτσι ώστε η 
διαδικασία έχει πλέον αλλάξει και οι αριθµοί δεν αποδίδονται µε τρόπο που σχετίζεται µε την 
προεγγραφή. 

Επίσης έχει αλλάξει για τον ίδιο λόγο το είδος της κλήρωσης κατά τη διανοµή των 
κοινωνικών κατοικιών, που γινόταν µε τον ίδιο τρόπο (αν και στην προκειµένη περίπτωση 
είχε µικρότερη σηµασία γιατί αν παρουσιαζόσουν για να αρνηθείς στη συνέχεια κινδύνευες 
να µπεις σε µαύρη λίστα). Ας επιστρέφουµε στην κλήρωση του Βιετνάµ. Το αποτέλεσµα 
αποκάλυψε ότι εκείνοι που γεννήθηκαν στους τελευταίους µήνες του έτους ήταν πολύ 
περισσότεροι από εκείνους που γεννήθηκαν στους υπόλοιπους µήνες. ∆εδοµένου ότι η 
ηµεροµηνία γέννησης θεωρείται τυχαία (αν και αυτό θα µπορούσε να ανοίξει µια άλλη 
συζήτηση), ήταν αναµενόµενο ότι η κατανοµή των ηµεροµηνιών θα ήταν επίσης τυχαία. Τι 
απέτυχε; Οι κάψουλες µε τις ηµεροµηνίες γέννησης µπήκαν στο δοχείο αρχίζοντας από την 
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1η Ιανουαρίου και έπειτα, µε αυστηρή σειρά ηµεροµηνιών µέχρι να φτάσουν στις 31 
∆εκεµβρίου. Χωρίς να τις αναµείξουν ιδιαίτερα άρχισαν να τραβούν, έτσι αυτές του τέλους 
του έτους που ήταν επάνω, βγήκαν σε πολύ υψηλά ποσοστό από το αναµενόµενο. Πώς θα 
µπορούσε να είχε γίνει µε πιο απλό και δίκαιο τρόπο; Για παράδειγµα, να τραβήξουν µόνο 
µία ηµεροµηνία στην τύχη, µετά να γυρίσουν κατάλληλα το δοχείο  και να επιλέξουν τούς 
απαιτούµενους άνδρες που γεννήθηκαν την ηµεροµηνία αυτή γρήγορο και πιο δίκαια. 
 Στην περίπτωση της Ισπανίας, το γεγονός ότι στο 1ο δοχείο υπήρχε η ίδια πιθανότητα 
να βγει 0 ή 1,  αφού υπήρχαν πέντε µπάλες για το κάθε ένα, έκανε ότι η  πιθανότητα να βγει 
ένας αριθµός εξαρτιόταν από τον αριθµό που είχε. Έτσι, αγνοώντας το θέµα της ενδεχόµενης 
επανάληψης του αριθµού που βγήκε στο 2ο δοχείο, για τους αριθµούς µεταξύ 1 και 99.999, η 

πιθανότητα να βγουν είναι  ( ) 1 1
0,000005

2 99.999
p P = =  ενώ για τους υπόλοιπους αριθµούς 

είναι ( ) 1 1
0,00000765

2 65.343
p S = = . 

∆ηλαδή, οι αριθµοί της τελευταίας οµάδας είχαν πιθανότητα να εκλεγούν σηµαντικά 
υψηλότερη από τους πρώτους, περίπου 50% παραπάνω. Ο αριθµός που βγήκε στην κλήρωση 
ήταν το 155.611. Στην περίπτωση του πρώτου 5, χρειάστηκε να επαναληφθεί το τράβηγµα, 
επειδή αρχικά βγήκε ένα 8 (επειδή είναι µεγαλύτερο από 6). Απαλλάχθηκαν από τη 
στρατιωτική υπηρεσία από τον αριθµό αυτόν µέχρι το τέλος και στη συνέχεια από το 1 έως 
να ολοκληρωθούν οι 16.442 απαλλαγµένες. Ο πολιτικός υπεύθυνος για την οργάνωσή του 
και αναπληρωτής γραµµατέας άµυνας εκείνη τη χρονική περίοδο, µπροστά στις ερωτήσεις 
των δηµοσιογράφων για τις πιθανότητες και τα υπόλοιπα δεν είχε κανέναν ενδοιασµό να 
απαντήσει «εγώ δεν καταλαβαίνω από συλλογισµούς πιθανοτήτων γιατί είµαι των 
γραµµάτων». Η κλήρωση δεν επαναλήφθηκε, επειδή, σύµφωνα µε πληροφορίες από το 
στρατό, «είχε διατηρηθεί η ισότητα ευκαιριών για όλους τους εµπλεκόµενους επειδή η 
ανάθεση αριθµών σε καθένα είχε γίνει µε τυχαίο τρόπο». 

Η τελευταία αυτή δήλωση είναι ορθή, αφού για τον υπολογισµό της πραγµατικής 
πιθανότητας να βγει ο αριθµός ενός νέου στην κλήρωση, οι προηγούµενες πιθανότητες θα 
πρέπει να πολλαπλασιαστούν µε την πιθανότητα ανάθεσης ενός αριθµού µεταξύ 1 και 99.999 
ή µεταξύ 100.000 και 165.343. Το γεγονός αυτό δείχνει ότι οι πιθανότητες αποδεικνύονται 
δύσκολες να κατανοηθούν από πολλούς ανθρώπους και παρά την άγνοια που έδειξαν οι 
υπεύθυνοι για την κλήρωση, αυτή ήταν σωστή. Για ανάλογη αιτία δεν είναι δίκαιη µια 
κλήρωση για να αποτελέσεις µέλος κάποιου δικαστηρίου, κριτικής επιτροπής, προεδρείου η 
παροµοίων στην οποία βγαίνουν τα δυο πρώτα γράµµατα του πρώτου επώνυµου. Σε αυτή την 
περίπτωση όλα τα επώνυµα εξίσου πιθανά, και κάποιος, µε επώνυµο για παράδειγµα, 
«Παράσχος», αφού η µόνη δυνατότητα για να επιλεγεί είναι να βγει «ΠΑ», έχοντας µπροστά 
του πολύ κοινά επώνυµα, πως «Παπαδόπουλος», δεν θα βγει σχεδόν ποτέ. 
 
5. Μια καλά σχεδιασµένη επίσηµη κλήρωση 

Η κυβέρνηση της Αραγονίας ζήτησε από το τµήµα στατιστικών µεθόδων του 
Πανεπιστηµίου της Σαραγόσα το σχεδιασµό κλήρωσης ώστε η διάθεση των κοινωνικών 
κατοικιών να πραγµατοποιηθεί µε δίκαιη διαδικασία µεταξύ όλων των αιτούντων. 'Όταν 
προσφορές για κατοικίες που πρέπει να διατεθούν έχουν µεγάλο αριθµό αιτούντων, η 
δυνατότητα διάθεσης ενός δοχείου µε όλους τους συµµετέχοντες αριθµούς στην κλήρωση 
µπορεί να αποδειχθεί δύσκολο έργο να διεξαχθεί πρακτικά για διάφορους λόγους, µεταξύ 
των οποίων το δικαίωµα των συµµετεχόντων να ελέγξουν ότι οι αριθµοί τους εισάγοντα 
πραγµατικά στο δοχείο. Γι’ αυτό, στις περιπτώσεις αυτές συνιστάται η κλήρωση να 
πραγµατοποιηθεί µε τη διαδικασία πολλών δοχείων, ενός δοχείου για κάθε ψηφίο. Κάθε 
δοχείο πρέπει να περιέχει 10 µπάλες µε τα ψηφία 0 έως 9. Στη συνέχεια και µε σκοπό την 
απλοποίηση της παρουσίασης, υποθέτουµε ότι υπάρχουν πάνω από 10.000 συµµετέχοντες, 
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δηλαδή, χρειάζονται πέντε δοχεία, το 1ο από τα οποία αντιστοιχεί στις µονάδες, το 2ο στις 
δεκάδες, το 3ο στις εκατοντάδες, το 4ο στις χιλιάδες και το 5ο στις δεκάδες χιλιάδες. Αν ο 
αριθµός συµµετεχόντων είναι από 1.000 ως 10.000, όλα όσο 0α εκτεθούν παραµένουν 
έγκυρα, αλλά θα υπάρχουν µόνο 4 δοχεία, έτσι όλα όσα ειπωθούν για το 5ο  δοχείο θα 
ισχύουν για το 4ο. Οµοίως, αν η κλήρωση είναι µεταξύ περισσοτέρων από 100 άτοµα και µε 
µέγιστο 1.000 θα χρειαστούν µόνα 3 δοχεία και το ρόλο του 5ου  δοχείου θα παίξει το 3ο.  

Είναι σαφές ότι για κληρώσεις µε 100 ή λιγότερους συµµετέχοντες ακολουθείται η 
διαδικασία του ενός δοχείου. Αν αποφασιστεί να χρησιµοποιηθούν πολλά δοχεία 
απαιτούνται µόνο 2 και αυτό των δεκάδων θα παίξει τον ρόλο που στη συνέχεια ανατίθεται 
στο 5ο δοχείο. Είναι απαραίτητο να γίνει αυτή η τροποποίηση, επειδή στη διαδικασία πολλών 
δοχείων η εµφάνιση του 0 είναι το ίδιο πιθανή µε οποιοσδήποτε άλλου αριθµού. Τώρα 
πρέπει να εξετάσουµε τις δυνατές καταστάσεις. Θυµίζουµε ότι σκεφτόµαστε για µια 
κλήρωση µε 5 δοχεία (περισσότεροι από 10.000 συµµετέχοντες στην κλήρωση). Έστω ότι 
συµµετέχουν σε αυτή ένας αριθµός ατόµων που είναι πολλαπλάσιο του 10.000, για 
παράδειγµα 30.000, δηλαδή οι συµµετέχοντες έχουν αριθµούς µεταξύ 0 και 29.999. Στην 
περίπτωση αυτή, στο 5ο  δοχείο πρέπει να µπουν µπάλες αριθµηµένες από 0 έως 2. Έτσι, για 
να σχηµατιστεί ο αριθµός που κερδίζει πρέπει να γίνει 1 τράβηγµα από κάθε δοχείο για να 
σχηµατιστεί ένας από τους αριθµούς που συµµετέχουν. 

Αν ο αριθµός συµµετεχόντων στην κλήρωση δεν είναι πολλαπλάσιο του 10.000, για 
παράδειγµα 53.427,  στο δοχείο που αντιστοιχεί στις δεκάδες χιλιάδες, το 5ο δοχείο, θα 
εισαχθούν µπάλες από 0 µέχρι 5 και θα συνεχίσουµε όπως  στην προηγούµενη περίπτωση, 
τραβώντας 1 µπάλα από κάθε δοχείο για να σχηµατιστεί ένας αριθµός µεταξύ 0 και 59.999. 
Αν ο αριθµός που προκύπτει αντιστοιχεί σε αριθµό που δεν υπάρχει, πρέπει να επιστρέφουν 
όλες οι µπάλες που βγήκαν στα αντίστοιχα δοχεία τους, σα να µην είχε γίνει το 1ο τράβηγµα 
και θα πραγµατοποιηθεί ένα 2ο από κάθε δοχείο για να σχηµατιστεί ο νέος αριθµός.  

Η διαδικασία θα επαναληφθεί αν είναι απαραίτητο, έως ότου ο αριθµός που 
προκύπτει να είναι έγκυρος. Για να δούµε ότι η διαδικασία είναι δίκαιη για όλους τους 
συµµετέχοντες στην κλήρωση θα χρησιµοποιήσουµε ένα συγκεκριµένο παράδειγµα για 
µεγαλύτερη ευκολία έκθεσης και χωρίς να εκχωρήσουµε το µηδέν σε κανένα. Έστω ότι οι 
συµµετέχοντες έχουν αριθµούς που κυµαίνονται από το 1 έως το 53.427. Η διαδικασία που 
περιγράφεται απαιτεί τη χρήση 5 δοχείων (µονάδες, δεκάδες, εκατοντάδες, χιλιάδες και 
δεκάδες χιλιάδες), την εισαγωγή µπαλών από 0 έως 9 στα 4 πρώτα, και στο 5ο, µπάλες από 0 
έως 5. Γίνεται ένα τράβηγµα σε κάθε δοχείο για να σχηµατιστεί ο αριθµός, αν είναι µεταξύ 1 
και 53.427, είναι ο αριθµός που «κερδίζει».  

Σε αντίθετη περίπτωση, αν ο αριθµός που λαµβάνεται είναι το 0 (00000) ή 
µεγαλύτερος από 53.427, όλες οι µπάλες επιστρέφουν στα αντίστοιχα δοχεία τους και γίνεται 
νέο τράβηγµα των 5, επαναλαµβάνοντας αυτή τη διαδικασία µέχρη να λειφθεί αριθµός 
µεταξύ 1 και 53.427. Για να είναι αυτή η διαδικασία είναι δίκαιη πρέπει να ελέγξουµε ότι 
όλοι οι αριθµοί µεταξύ 1 και 53.427 έχουν τις ίδιες πιθανότητες (δηλαδή, 1/53.427) να 
κερδίσουν. Θα εξετάσουµε ένα συγκεκριµένο αριθµό, πχ. το 12.525 και θα υπολογίσουµε την 
πιθανότητα να κερδίσει. Πρώτα, πρέπει να παρατηρηθούµε ότι βγάζοντας µια µπάλα από 
κάθε δοχείο, όλοι οι αριθµοί µεταξύ 00000 και 59.999 έχουν πιθανότητα να βγουν

1 1 1 1 1 1

10 10 10 10 6 60.000
=  αφού η πιθανότητα να βγει µια συγκεκριµένη µπάλα από κάθε 

δοχείο είναι 1 διαιρούµενο µε τον αριθµό των µπαλών. Έτσι, η πιθανότητα να ληφθεί ο 

αριθµός 12.525 µε το πρώτο τράβηγµα είναι
1

60.000
. Ωστόσο, µπορεί µε το 1ο τράβηγµα να 

βγει ένας αριθµός που δεν είναι έγκυρος και πρέπει να πραγµατοποιηθεί ένα άλλο τράβηγµα 
στο οποίο µπορεί επίσης να βγει ο αριθµός 12.525. Για να συµβεί αυτό, το 1ο  τράβηγµα στο 
οποίο να µην είναι έγκυρο, δηλαδή πρέπει να βγει είτε το 00000 είτε ένας αριθµός, 
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µεγαλύτερος από 53.427, συνολικά, υπάρχουν 6.572 (οι αριθµοί µεταξύ 53.428 και 59.999) 
συν 1 (το 00000) µη έγκυροι, και έτσι η πιθανότητα ότι στο 1ο τράβηγµα βγαίνει ένας µη 

έγκυρος αριθµός είναι 
µη έγκυροι αριθµοί 6.573

σύνολο αριθµών 60.000
= . Άρα, η πιθανότητα να βγει ο αριθµός 

12.525 σε αυτό το 2ο  τράβηγµα  είναι η πιθανότητα ότι το 1ο  δεν είναι έγκυρο 
6.573

60.000
, 

πολλαπλασιασµένη επί την πιθανότητα ότι στο 2ο  τράβηγµα θα βγει το 12.525, που είναι 

1/60.000. Έτσι, αυτή η πιθανότητα είναι 
( )2

6.573

60.000
. Επαναλαµβάνοντας αυτό τον 

υπολογισµό και για την κατάσταση στην οποία τα πρώτα n  τραβήγµατα δεν είναι έγκυρα και 

ο αριθµός που λαµβάνεται στο τράβηγµα ( )1n + είναι το 12.525 και αθροίζοντας όλες τις 

πιθανότητες, βρίσκουµε ότι τελικά η πιθανότητα να κερδίσει ο αριθµός 12.525 είναι  

( )
2

1 1 6.573 1 6.573 1 6.573
12.525 νικηφόρα ... ...

60.000 60.000 60.000 60.000 60.000 60.000 60.000

n

P
   = + + + + +   
   

1 1 1 60.000 1

6.57360.000 60.000 53.427 53.4271
60.000

= = =
−

 Άρα, η διαδικασία είναι δίκαιη.  

 

6. Κακοσχεδιασµένες λαχειοφόρες αγορές 

          Το κράτος (ή ο διοργανωτής) κερδίζει πόντο εκτός από την περίπτωση 
κακοσχεδιασµένων λαχειοφόρων αγορών. Υπάρχουν µερικά παραδείγµατα λαχειοφόρων 
αγορών, όπως αυτή του 1728, όταν η πόλη του Παρισιού οργάνωσε µια µηνιαία λαχειοφόρο 
αγορά προς άντληση κεφαλαίων για την αντιµετώπιση των υποχρεώσεων της. Ο διάσηµος 
φιλόσοφος Βολτέρος (1694–1778), παρά τους συλλογισµούς του για το τυχαίο, του τύπου  η 
τύχη είναι µια λέξη δίχως νόηµα, τίποτα δε µπορεί να υπάρξει χωρίς αιτία, που  κάνει τις 
ντετερµινιστικές οµολογίες πίστης τυπικές του ∆ιαφωτισµού, µε τη βοήθεια ενός φίλου 
µαθηµατικού συνειδητοποίησε ότι βρισκόταν µπροστά σε µια ονειρική κατάσταση: 
αγοράζονται όλους τους αριθµούς κέρδιζε σίγουρα. Έτσι κι έκανε, δηµιουργώντας µία 
εταιρία µε έναν αριθµό φίλων, γεγονός που συνέβαλε στην οικονοµική του κατάσταση την 
οποία δεν παρέλειπε να αυξάνει µε τα λογοτεχνικό έργα του και διάφορες επιχειρήσεις. 
 

7. Η επιχείρηση της τύχης 

Το χρηµατικά ποσά που παίζουν οι χρήστες στους διάφορους τρόπους τυχερών 
παιχνιδιών (συµπεριλαµβανοµένων των λαχειοφόρων αγορών και των καζίνο, µπίνγκο και 
άλλων αιθουσών τυχερών παιχνιδιών) µπορεί να αντιπροσωπεύουν σε ορισµένες δυτικές 
χώρες,  τόσα υψηλά ποσοστά επί του ΑΕΠ όπως το 3%. Αυτός ο όγκος δαπανών µπορεί να 
διατηρηθεί ακόµη και σε περιόδους οικονοµικών κρίσεων όπως αποδείχθηκε τα τελευταία 
χρόνια. Όσον αφορά τις άλλες κοινωνικές πτυχές των κληρώσεων µε σηµαντικά βραβεία, δεν 
παίζονται µόνο τα χρήµατα που θα κερδηθούν, αλλά µια ολόκληρη σειρά από προλήψεις και 
προκαταλήψεις, η τύχη του παίχτη, τα περίεργα προαισθήµατα µε τους αριθµούς, τα 
προειδοποιητικά όνειρα ή τα µέρη της αγοράς των λαχνών (είναι καλύτερα αν έχει συµβεί σε 
αυτό µια καταστροφή, επειδή λόγω κάποιου είδους θειικής ή εξωγήινης ανταπόδοσης, η 
πιθανότητα κέρδους είναι µεγαλύτερη). Ένα παράδειγµα είναι ενός νικητή του 1ου βραβείου 
του λαχείου µε αριθµό που τέλειωνε στο 48 ο οποίος εξήγησε γιατί το είχε επιλέξει: 
«Ονειρεύτηκα το επτά, επτά νύχτες στη συνέχεια  και αφού επτά επί απτά κάνει σαράντα 

οκτώ, αγόρασα ένα 48». Πώς να κάνεις να πιστέψει αυτός ο οραµατιστής ότι 7 7 49⋅ = .  
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8. Λαχειοφόρες αγορές, µαθηµατική προσδοκία 

        Στις κοινωνίες υπάρχει πάντα αντίσταση στην πληρωµή φόρων, εκτός από έναν που 
καταβάλλεται οικειοθελώς και µε ευχαρίστηση, τις επίσηµες λαχειοφόρες αγορές. Επειδή σε 
αυτές δίχως καµιά αµφιβολία αυτός που κερδίζει πάντα είναι το κράτος. Γι' αυτό υπάρχουν 
επιγραµµατικές φράσεις για το θέµα, όπως του Άγγλου συγγραφέα Henry Fieldiηg (1707–
1754) «Μια λαχειοφόρος αγορά είναι ένας φόρος σε όλους τους ανόητους της δηµιουργίας 
και δόξα στον ουρανό, επιβάλλεται µε ευκολία, η ευπιστία είναι πάντα στη µόδα».  

Η ανάλυση των τυχερών παιχνιδιών έχει αναµφισβήτητο µαθηµατικό ενδιαφέρον και 
κοινωνικό. Λαµβάνοντας υπόψη τον µεγάλο αριθµό ανθρώπων και τις οικονοµικές 
ποσότητες που διακινούνται, είναι ένα σηµαντικό θέµα σε όλες τις χώρες και η Ισπανία 
ειδικότερα είναι µια παγκόσµια δύναµη στα παιχνίδια, µε δεδοµένα που το επιβεβαιώνουν.  

Όπως  θυµίζουν οι διαφηµίσεις, το ισπανικό χριστουγεννιάτικο λαχείο είναι αυτό που 
µοιράζει τα περισσότερα βραβεία σε όλο τον κόσµο και έτσι αναφέρεται στα διεθνή µέσα 
ενηµέρωσης µε ένα µήνυµα τουλάχιστον µε έµµεσο τρόπο, ότι αυτό σηµαίνει ότι η 
πιθανότητα απόκτησης βραβείων είναι µεγαλύτερη.  ∆εδοµένου ότι σε πολλά παιχνίδια όπως 
η λαχειοφόρος αγορά υπάρχει η δυνατότητα να αποκτηθούν διάφορα βραβεία, µια σηµαντική 
έννοια είναι της µαθηµατικές ελπίδας του κέρδους, η οποία παρέχει πληροφορίες σχετικά µε 
το µέσο κέρδος που θα µπορούσαµε να αποκτήσουµε. Για τον υπολογισµό του καθορίζονται 
αρχικά οι πιθανότητες κάθε βραβείου µε κλασική µέθοδο, ο λόγος µεταξύ του αριθµού των 
ευνοϊκών περιπτώσεων να πάρουµε ένα βραβείο και του συνόλου των πιθανών περιπτώσεων.  

Για παράδειγµα, σε µια κλήρωση µε 100 λαχνούς ή αριθµούς, ένα 1ο  βραβείο και 2 
δεύτερα, η πιθανότητα να κερδίσουµε το 1ο βραβείο παίζοντας ένα λαχνό είναι 1/100 = 0,01 
(ή 1%) και ένα δεύτερο, 2/100 = 0,02 (2%). Η πιθανότητα να µην κερδίσουµε είναι 97/100 = 
0,97 (97%). Η µαθηµατική προσδοκία του κέρδους σε ένα παιχνίδι είναι το άθροισµα των 
γινοµένων των δυνατών κερδών επί τις πιθανότητες απόκτησής τους µείον τα χρήµατα που 
καταβλήθηκαν για τη συµµετοχή. Στην προηγούµενη λοταρία, αν κάθε λαχνός κοστίζει 5€, 
το πρώτο βραβείο είναι 100€ και τα δύο δεύτερα 40€, η ελπίδα του κέρδους είναι 

1 2
100 40 5 1 0,8 5 3,2

100 100
+ − = + − = − . Αν η ελπίδα είναι ένας αρνητικός αριθµός (όπως 

στην περίπτωση αυτή) το παιχνίδι είναι δυσµενές για τον παίκτη. Αν ήταν θετικός (κάτι που 
δε συµβαίνει συχνά, εκτός από λάθος  σχεδιασµό), θα ήταν ευνοϊκό και αν ήταν µηδέν, θα 
ήταν ένα αµερόληπτο ἡ δίκαιο παιχνίδι για τα δύο µέρη. 

 
9. Το ισπανικό χριστουγεννιάτικο λαχείο 

Στην Ισπανία παίζουν το χριστουγεννιάτικο λαχείο κυρίως λόγω εθίµου. Είναι σχεδόν 
µια κοινωνική υποχρέωση που συνδέεται µε τα µαντολάτα, τα δώρα και τις γιορτές και 
συνήθως παίζεται στην εργασία, µε τους φίλους ή την οικογένεια, παρόλο που αυτό που 
κάνουµε είναι µια εθελοντική καταβολή φόρων. Κοιτάζοντας οποιονδήποτε λαχνό βλέπουµε 
ποιά είναι τα βραβεία στους 85.000 αριθµούς του χριστουγεννιάτικου λαχείου, που 
κυµαίνονται από το 00000 έως το 84.999. H πιθανότητα να πέσει το µέγιστο βραβείο, 
παίζοντας µε έναν αριθµό, είναι 1/85.000= 0,00001176, το ίδιο όπως να πέσει το δεύτερο ή 
το τρίτο (τόσο µικρή όπως  αναφέρεται στο ένθετο «Μια χριστουγεννιάτικη ιστορία»).  

Η πιθανότητα να πέσει ένα από τα δύο τέταρτα ή τα οκτώ πέµπτα είναι 2/85.000 και 
8/85.000, αντίστοιχά. Ότι µπορεί κάποιος να παρηγορηθεί µε µικροκέρδη, µε 1.774 
αριθµούς, είναι 1.774 φορές µεγαλύτερη από ότι µε το πρώτο βραβείο. Προσθέτοντας όλα τα 
βραβεία διαπιστώνεται ότι συνολικά υπάρχουν 13.354 (µε εκατοντάδες, καταλήξεις και 
άλλες δυνατότητες), έτσι ώστε η πιθανότητα ένας παίκτης να κερδίσει κάποιο µε ένα µόνο 
λαχνό του ενός δέκατου είναι 13.334/85.000=0,156870588  σχεδόν 1/6, δηλαδή κάτι 
λιγότερο από 16%. ∆ιατυπωµένο από την άποψη του παίκτη, αν ένα άτοµο παίζει τακτικά 25 
διαφορετικούς αριθµούς κάθε χρόνο, θα λάβει περίπου τέσσερα ετήσια βραβεία, τα µισά από 
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τα οποία θα είναι απλές επιστροφές. Πολλαπλασιάζοντας τα βραβεία της λαχειοφόρου 
αγοράς µε την πιθανότητα απόκτησής τους και αθροίζοντας φαίνεται ότι η µαθηµατική 
προσδοκία κέρδους, για ένα δέκατο (που κοστίζει 20€) είναι –6 € (30% της τιµής του 
λαχνού). Με άλλα λόγια το παιχνίδι είναι δυσµενές για τους παίκτες φυσικά και κερδοφόρο 
για το κράτος. 
 

10. Μία χριστουγεννιάτικη ιστορία 

Ο Χουάν έχει ένα φίλο, το φύλο του οποίου δε λέει που ζει στη Θιουδάδ Ρεάλ και 
έχει πολύ καιρό δει (και δε γνωρίζει ούτε την τωρινή διεύθυνσή του) και κατά την τελευταία 
συνάντησή τους υποσχέθηκε να του στείλει αυτό το βιβλίο που τους αρέσει τόσο. Πριν από 
λίγες    µέρες  συνάντησε έναν άλλο φίλο, τον Λουΐς, που του λέει ότι θα ταξιδέψει στη 
Θιουδάδ Ρεάλ. Ο Χουάν θυµάται την ανεκπλήρωτη υπόσχεση και δίνει στον Λουίζ το βιβλίο 
για το φίλο του. Για να µην το χαλάσει ο Λουίζ το βάζει µέσα σε ένα µεγάλο φάκελο και 
φεύγει για τη Θιουδάδ Ρεάλ. Όταν φτάνει εκεί αφήνει το αυτοκίνητο σε µια οδό όπου 
καταφέρνει να βρει θέση, βγαίνει και στο πρώτο άτοµο που βλέπει του δίνει του φάκελοι 
«Ορίστε το βιβλίο που σου στέλνει ο φίλος σου Χουάν από τη Σαραγόσα».  

Και αυτό το άτοµο που συνάντησε στην τύχη του απαντά «Τι ωραία που το 
θυµήθηκε, το περιµένω εδώ και χρόνια.  Όσο και αν µας διαβεβαιώνουν ότι αυτή η ιστορία 
είναι αληθινή, φαίνεται απίστευτο να συµβεί ότι αυτό ήταν ακριβώς το άτοµο που έψαχνε, 
έτσι δεν είναι; Η πιθανότητα να συµβεί είναι λίγο  µεγαλύτερη από όση έχει οποιοσδήποτε 
από µας που έχουµε αγοράσει νέον αριθµό, λαχείου να του πέσει το πρώτο νούµερο του 
χριστουγεννιάτικου λαχείου. Πράγµατι, ο αριθµός των κατοίκων της Θιουδάδ Ρεάλ είναι 
74.213, σύµφωνα µε τη δηµοτική απογραφή της 01.01.2009 και ο αριθµός λαχνών του 
χριστουγεννιάτικου λαχείου του 2009 ήταν 85.000. 
 
11. Πάντα πέφτει κάπου αλλού 

 Το γεγονός ότι το χριστουγεννιάτικο λαχείο είναι δηµοφιλές και πολλοί άνθρωποι 
συµµετέχουν στην κλήρωση, οδηγεί σε στρατηγικές µε τις οποίες επιχειρείται να βελτιωθεί η 
πολύ µικρή πιθανότητα να πέσει κάποιο σηµαντικά βραβείο. Ένας λάτρης των τυχερών 
παιχνιδιών που ζούσε σε µια µικρή πόλη ζητούσε πάντα λαχεία από συγγενή που ζούσε σε 
άλλη πιο µεγάλη πόλη λέγοντάς, που «αγόρασε µου εσύ επειδή πάντα πέφτει κάπου αλλού».  
 Βελτίωνε έτσι τις πιθανότητες να κερδίσει; Προφανώς όχι, όµως είναι µια διάχυτη 
αίσθησή που κάνει πολλούς ανθρώπους να αγοράζουν το λαχείο σε κάποια διάσηµη περιοχή.  
 Αν πολλοί άνθρωποι αγοράζουν αριθµούς σε ένα συγκεκριµένο µέρος θα αυξηθεί η 
πιθανότητα να πέσει σε αυτό το µέρος, δεδοµένου ότι θα πουλήσει περισσότερους αριθµούς, 
αλλά δε θα αυξηθεί η πιθανότητα να πέσει ένας συγκεκριµένος αριθµός που αγοράστηκε σε 
αυτό.  Η αισιοδοξία µπορεί να είναι ακόµη µεγαλύτερη, όπως στην περίπτωση ενός ατόµου 
που για να µεγιστοποιήσει τις πιθανότητές του να κερδίσει, έλεγε «Τον αριθµό που παίζω τα 

Χριστούγεννα τον αγοράζω όταν αρχίζουν να πουλάνε τα λαχεία, έτσι σίγουρα δεν έχουν 

πουλήσει ακόµα το πρώτο νούµερο». Εδώ µπορούµε να θυµηθούµε την περίπτωση κατά την 
οποία έβγαινε µια µπάλα από µία τσάντα µε πολλές µπάλες και µία µόνο ήταν νικήτρια, δεν 
είχε σηµασία η σειρά µε την οποία θα έβγαινε. Ας σκεφτούµε ακόµα κι αν είναι αληθινός ο 
συλλογισµός µε τον οποίο ανοίγαµε την παράγραφο (είναι το εύκολο να πέσει κάπου αλλού 
επειδή παίζονται πολλοί περισσότεροι αριθµοί) εάν υπάρχει µια διαδικασία µε την οποία 
είναι το πιο εύκολο να µας πέσει το χριστουγεννιάτικο λαχείο. Προφανώς  δεν υπάρχει. 
 

12. Τα lotto 

Οι λαχειοφόρες αγορές µε το όνοµα lotto, στις οποίες πρέπει να επιλεγούν m αριθµοί 
µεταξύ 1 και Ν, είναι πολύ δηµοφιλείς σε πολλές χώρες. Στην Ισπανία υπάρχουν τρεις, η 
Loteria Primitiva και το λόττο 6/49 στην Καταλονία (στις οποίες. πρέπει να επιλεγούν 6 
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αριθµοί µεταξύ 1 και 49) και το 7/39 της ΟΝΟΒ. Στο Ηνωµένο Βασίλειο υπάρχει επίσης το 
6/49. Στην Ελβετία, το 6/45, στη Νέα Ζηλανδία, το 6/40 και στη Σουηδία υπάρχουν δύο 
δυνατότητες, 7/35 ἡ 6/48. Σε όλες τις περιπτώσεις, µε µικρές παραλλαγές, υπάρχει βραβείο 
αν βρεθούν όλοι ἡ διάφοροι από τους αριθµούς που κληρώνονται. Στην περίπτωση του 
ισπανικού λόττο πρέπει να βρεθούν 6, 5+ ένας άλλος αριθµός που κληρώνεται ξεχωριστά (ο 
συµπληρωµατικός) 5, 4 ή 3. Θα εστιάσουµε την ανάλυσή στο τελευταίο, το 1ο βραβείο είναι 
6 αριθµοί που κληρώνονται µεταξύ 1 και 49. Το πλήθος των διαφορετικών τροπών µε τους 
οποίος µπορούν να εξαχθούν 6 αριθµοί από 49 είναι 

49 49! 44 45 46 47 48 49
13.983.816

6 6! 43! 6!

  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= = = 

 
, σχεδόν 14 εκατοµµύρια.  

Έτσι η πιθανότητα να πετύχουµε τους 6 κάνοντας ένα µόνο στοίχηµά είναι 

1
0,000007%

13.983.816
p = ≅  ένας πραγµατικά µικρός αριθµός. Σχετικά µε τις πιθανότητες 

των άλλων βραβείων, σε κάθε περίπτωση είναι
πιθανές περιπτώσεις

13.983.816
p =  για αυτό πρέπει να 

υπολογιστούν οι δυνατές περιπτώσεις για κάθε αριθµό επιτυχιών.  
Μπορεί να µη βρεθεί κανένας από τους 6 αριθµούς και µε κάθε «αποτυχία» µπορεί 

να ληφθεί οποιοσδήποτε από τους άλλους 49–6=43 αριθµούς, εποµένως, υπάρχουν 

6 43 258⋅ =  δυνατότητες να υπάρξουν 5 επιτυχίες, αλλά εδώ περιλαµβάνονται οι 

περιπτώσεις στις οποίες συµπίπτει ο συµπληρωµατικός (που είναι 6) και εκείνες όπου δε 
συµπίπτει. Με παρόµοιους συλλογισµούς, οι ευνοϊκές, περιπτώσεις για 4 επιτυχίες είναι 
13.545. Στην περίπτωση 3 επιτυχιών είναι 246820. Έτσι οι πιθανότητες επιτυχίας είναι: 

  5+C    
6 1

13.983.816 2.330.636
p = = ,         5      

252 1

13.983.816 55.491
p = =  

 

4         
13.545 1

13.983.816 1.032
p = = ,                 3      

246.820 1

13.983.816 57
p = =  

 
Αθροίζοντας όλα παίρνουµε ότι η πιθανότητα βραβείου είναι 1,86%.  Όπως 

παρατηρούµε είναι όλοι πολύ µικροί αριθµοί. Αν είµαστε σταθεροί είναι εύκολο, αφού το 
έτος έχει 52 εβδοµάδες, περίπου µία φορά ανά έτος (αν παίζουµε µόνο µία ηµέρα ἡ δύο αν 
στοιχηµατίζουµε τις δύο ηµέρες που έχει κλήρωση) να έχουµε ένα δελτίο µε τρεις επιτυχίες. 
Οι υπόλοιπες πιθανότητες είναι τόσο µικρές που δε µπορούµε να αναµένουµε βραβεία µε 
µεγαλύτερη συχνότητα και ακόµη και για τις 4 επιτυχίες πρέπει να περιµένουµε χρόνια. 

 
13. Το δέλεαρ των λόττο και το «στοίχηµα του Pascal» 

Ποιος είναι o λόγος για τη δηµοτικότητα των λόττο; Ότι µε ασυνείδητο τρόπο, γίνεται 
ένα σκεπτικό παρόµοιο µε το στοίχηµα του Pascal. Η µαθηµατική προσδοκία είναι ίδια όπως 
σε πολλές άλλες λαχειοφόρες αγορές, αφού εξαρτάται από το ποσοστό των εσόδων που 
αφιερώνεται στα βραβεία. Αυτό που συµβαίνει είναι όταν τα βραβεία διανέµονται µε 
διαφορετικό τρόπο και µπορεί να φτάσουν να γίνουν πολύ µεγαλύτερα. Υπάρχει πολύ µικρή 
πιθανότατα να πέσει ένα µεγάλο βραβείο, αλλά αν αυτό συµβεί θα είµαστε πραγµατικά 
πλούσιοι από τη µία µέρα στην άλλη. Η κοινωνική απόφαση είναι ότι αξίζει το ρίσκο και 
έτσι παίζουµε. 
 

14. Πόσους αριθµούς πρέπει να επιλέξουµε 

Γιατί στην Ισπανία είναι 6/49 και στην Ελβετία 6/45; Έχει να κάνει µε τον αριθµό 
κάτοικων της χώρας στην οποία προορίζεται, για να εκτιµηθεί ο αριθµός των πιθανών 
παικτών και εποµένως η δυνατότητα να υπάρχουν επιτυχίες σε µεγάλα βραβείο. Είναι 
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καλύτερο να δούµε µια πραγµατική περίπτωση. Στην Καταλονία, µε περίπου 7.000.000 
κατοίκους, µπορεί να παίξει κανείς το λόττο 6/49, όµως αφού ο αριθµός των δυνατών 
στοιχηµάτων είναι σχεδόν 14.000.000  πολύ συχνά δεν υπάρχουν νικητές µε 6 ούτε µε 5 συν 
το συµπληρωµατικό. Έτσι, στις 10 διαδοχικές κληρώσεις από 19.09.2009 έως  21.10.2009, 
σε 8 από αυτές δεν υπήρξε κανείς νικητής µε 6 ή 5+ συµπληρωµατικό. Μόνο στην κλήρωση 
της 07.102009 υπήρξε ένας νικητής σε κάθε κατηγορία αυτός µε 6 κέρδισε 2.453.000 €, και 
µε 5+συµπληρωµατικό, 50.643 €. Στην κλήρωση της 14.10.2009 δεν υπήρξε κανείς νικητής 
µε 6  και µόνο ένας µε 5+ συµπληρωµατικό, ο οποίος κέρδισε 11.600 €. Ένα παιχνίδι που 
βασίζει | την έλξη του σε πολύ σηµαντικά βραβεία χάνει έτσι µεγάλο µέρος οπό αυτή.  

Αντίθετα, αυτή η λαχειοφόρος αγορά είναι κατάλληλη για όλη την Ισπανία, επειδή µε 
την αύξησή του πληθυσµού  στον οποίο απευθύνεται, αυξάνει ο µέσος αριθµός των παικτών. 
Από το 2004 αµφισβητεί τη δηµοτικότητα των λόττο κάθε χώρας ένας άλλος τρόπος 
στοιχήµατος ακόµα πιο πολύτοκος, το Euro millions, που διεξάγεται από κοινού σε πολλές 
ευρωπαϊκές χώρες, Πρέπει για επιλεγεί µια οµάδα 5 αριθµών από το 1 έως το 50 και δύο 
αστέρια αριθµηµένα από το 1  ως το 9. Εποµένως ο αριθµός των διαφόρων στοιχηµάτων που 
µπορούν να γίνουν µε συλλογισµό  όπως οι προηγούµενοι, είναι: 
 

���			
� ∙ 	��

� =
50 ∙ 49 ∙ 48 ∙ 47 ∙ 46

5!
	
9 ∙ 8

2!
= 2.228.760 = 76.275.360	

                 Το δυνητικά στοιχήµατα ξεπερνούν αυτά του λόττο περισσότερο από 5 φορές, 
εποµένως η πιθανότητα της µέγιστης επιτυχίας είναι 5 φορές µικρότερη. Ωστόσο, τα 
δυνητικά βραβεία είναι σηµαντικά. 
 
15. Τα πλεονεκτήµατα του να είναι κανείς «κανονικός». Μεγάλοι αριθµοί 

Όταν ρίχνοντας το ζάρι ρωτήσουµε κάποιον ποια η πιθανότητα να έρθει 4, είναι πολύ 
πιθανό να µας απαντήσει πως είναι 1/6, αν και λέγοντάς το δεν έχει πολύ σαφή ιδέα για το τι 
σηµαίνει η πιθανότητα, για αυτό είναι ενδιαφέρον να τον ρωτήσουµε τι εννοεί λέγοντας ότι η 
πιθανότητα είναι «ένα έκτο». Ακόµα και αν δεν ήταν σε θέση να µας απαντήσει στην 1η  
ερώτηση και του πούµε ότι η πιθανότητα είναι 1/6, αυτή η 2η  ερώτησή εξακολουθεί να έχει 
νόηµα. Οι απαντήσεις σε αυτή τη 2η  ερώτηση µπορεί να ποικίλλουν σε µεγάλο βαθµό 
ανάλογα µε τις γνώσεις αυτού που απαντά και ακόµη ανάλογα µε τις προτιµήσεις του. Έτσι, 
µπορούµε να συναντήσουµε συχνά αυτές τις 3 απαντήσεις: 

1.  Το ζάρι έχει 6 πλευρές και µπορεί να έρθει οποιαδήποτε από αυτές, 
2. Αν ρίξουµε το ζάρι πολλές φορές, περίπου στο 1/6 των φορών θα έρθει 4, 
3. Εάν ποντάρουµε σε ένα παιχνίδι για να κερδίσουµε ή να χάσουµε αν βγει ἡ όχι το 

4, τα στοιχήµατα πρέπει να είναι 5 προς 1 υπέρ του να έρθει τέσσερα. 
Η 1η  από τις απαντήσεις µπορεί να ανταποκρίνεται στη διαίσθηση µας και δεν 

απαιτεί ειδικές µαθηµατικές γνώσεις, Αντίθετα, η 3η  είναι εντελώς αποδεκτή από άτοµά 
συνηθισµένα να στοιχηµατίζουν σε διάφορα παιχνίδια και µπορεί να ανταποκρίνεται 
περισσότερο στις εµπειρίες τους ως παικτών,  παρά στις γνώσεις τους για τις πιθανότητες. Η 
ποικιλία παιχνιδιών είναι τόσο µεγάλη και το ενδιαφέρον για αυτά τόσο διαδεδοµένο που 
πολλοί άνθρωποι θα υπερασπιστούν µε πραγµατικό πάθος αυτή την απάντηση έως την πιο 
λογική. Αυτό που µπορούµε να διαπιστώσουµε χωρίς µεγάλη δυσκολία είναι ότι για µεγάλο 
αριθµό ατόµων µε λίγες ἡ καθόλου γνώσεις πιθανοτήτων η 2η  από τις απαντήσεις είναι αυτή 
που έχει λιγότερους υπερασπιστές. Κι όµως είναι αυτή που µπορεί να αποδειχθεί 
µαθηµατικά. Μερικά δευτερόλεπτα συλλογισµού επιτρέπουν να συµπεράνουµε ότι αυτή η 
δήλωση είναι πιο πολύπλοκη απ’ ότι µπορεί να φαίνεται αρχικά και περικλείει αρκετά λεπτές 
µαθηµατικές έννοιες, Πράγµατι, καθένας µπορεί να υποστηρίζει ότι µε απόλυτους όρους, 
αυτή η δήλωση δε θα επιβεβαιωθεί όσες φορές και αν ρίξουµε το ζάρι αν το κάνουµε έναν 
αριθµό φορών που δεν είναι πολλαπλάσιο του 6. Εποµένως, τι είναι αυτό που δηλώνει 
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πραγµατικά η 2η  απάντηση; ∆ηλώνει ότι αν ρίχνουµε επ΄ αόριστον ή τουλάχιστον για ένα 
µεγάλο αριθµό φορών ένα ζάρι, το ποσοστό των φορών που θα έρθει ένα τεσσάρι (ή 
οποιοδήποτε άλλο ένα από τα 6 πιθανά νούµερα) θα προσεγγίσει για όσο θέλουµε, το 1/6.  

Αυτός ο τύπος αποτελεσµάτων ονοµάζονται στις πιθανότητες νόµοι των µεγάλων 

αριθµών (τώρα είναι πιο σαφές από πού προέρχεται το όνοµα των νόµων).  Εάν 
παραµένουµε ακόµα σκεπτικοί σχετικά µε την ακρίβεια αυτών των νόµων, θα δούµε µια 
άλλη κατάσταση που µπορεί να βοηθήσει να εξαλείψουµε τις αµφιβολίες µας.  Η ρουλέτα 
είναι ένα από τα πιο γνωστά παιχνίδια. Είναι ίσως ένα από αυτά που παίζονται περισσότερο 
σε όλο τον κόσµο όλες τις ηµέρες και τα βραβεία µπορεί να ανέλθουν σε σηµαντικά ποσά.  

Ουσιαστικά, η ευρωπαϊκή ρουλέτα είναι ένας κύλινδρος στο εσωτερικό του οποίου 
υπάρχει ένας περιστρεφόµενος δίσκος 37 θέσεων, εναλλάξ µαύρες κόκκινες αριθµηµένες 
από το 1 ως 36 συν το 0, που είναι σε θέση διαφορετικού χρώµατος (πράσινο) και πρέπει να 
διατηρεί µια ευαίσθητη και λεπτή ισορροπία µεταξύ όλων των θέσεων στις οποίες 
τοποθετούνται οι αριθµοί. Στόχος του παιχνιδιού είναι να προβλεφθεί σε ποιον αριθµό ή 
χρώµα του περιστρεφόµενου δίσκου θα πέσει η µικρή µπάλα που ρίχνει ο κρουπιέρης. 
Υπάρχουν παραλλαγές αυτού του µοντέλου ρουλέτας, όπως η αµερικανική ρουλέτα, η 

οποία έχει επίσης το «διπλό µηδέν» και περιλαµβάνει µερικές µικρές διαφοροποιήσεις ως 
προς τα στοιχήµατα και τα βραβεία. Εδώ αναφερόµαστε στην ευρωπαϊκή ρουλέτα. 

Πρώτα γίνονται τα στοιχήµατα, έπειτα γυρίζει µε δύναµη ο τροχός και στη συνέχεια 
η µπάλα ρίχνεται από τον κρουπιέρη στο εξωτερικό τµήµα του τροχού, όπου παραµένει 
κάνοντας γύρους. Όταν ο τροχός χάνει την επαρκή ταχύτητα, η µπάλα πέφτει στις υποδοχές, 
όπου παραµένει αναπηδώντας από το ένα νούµερο στο άλλο, έως ότου καθίσει τελικά σε µία 
από τις 37 υποδοχές. Η «µαγεία» της κίνησης του τροχού έχει επηρεάσει την ανθρωπότητα 
σχεδόν από την εµφάνισή του. Η φαινοµενική ακινησία του κέντρου, µαζί µε την αύξηση της 
ταχύτητας καθώς αποµακρυνόµαστε από αυτό και η αβεβαιότητα για το σηµείο που θα 
σταµατήσει ήταν η αιτία για τα πολλά παιγνίδια που έχουν τον τροχό ως βάση. 

 Συµφώνα µε όλες τις ενδείξεις η δηµιουργία της ρουλέτας και των κανόνων του 
παιχνιδιού της πολύ παρόµοιων µε αυτούς που γνωρίζουµε σήµερα, οφείλεται στον Pascal 

που εφηύρε µία ρουλέτα µε 36 αριθµούς. Φαίνεται ότι η επιλογή 36 αριθµών ενισχύει 
ακόµα περισσότερο τη µαγεία, επειδή το άθροισµα ανιών των πρώτων 36 αριθµών δίνει 

τον κατεξοχήν µαγικό αριθµό 666. Η επιλογή του αριθµού 36 είναι ίσως επειδή έχει 
πολλούς διαιρέτες. Αν και υπάρχουν πολλοί τρόποι πονταρίσµατος στη ρουλέτα, για να 
απλουστευθεί η παρουσίαση θα υποθέσουµε ότι ένας παίκτης παίζει µόνο µονά/ζυγά, 
κόκκινο/µαύρο ἡ µεγάλα/µικρά (µεγάλα είναι το ποντάρισα στα νούµερα 19 έως 36 και 
µικρά, 1 έως 18). Για κάθε ευρώ που ποντάρει, ο παίκτης παίρνει αν κερδίσει, αυτό το ευρώ 
και άλλο ένα. Ποιά η πιθανότητα να κερδίσει αυτό το επιπλέον ευρώ και ποιά να χάσει το 
ευρώ που στοιχηµάτισε; Είναι σηµαντικό να τονιστεί ότι αριθµός 0 δεν έχει χρώµα ούτε 
θεωρείτε για τους σκοπούς του παιγνίου µονός ζυγός ούτε µπαίνει στο ποντάρισµα 
µεγάλα/µικρά. Εποµένως η πιθανότητα να κερδίσει κανείς σε οποιοδήποτε από αυτά τα 
πονταρίσµατα είναι 18/37 και να χάσει 19/37. Το καζίνο έχει µία πιθανότητα 1/37 υπέρ 

του (2,70%). Αφού το κέρδος είναι θετικό ενός ευρώ µε πιθανότητα 18/37 και αρνητικό ενός 
ευρώ µε πιθανότητα 19/37, 1 µαθηµατική προσδοκία ἡ µέσο κέρδος κάθε παρτίδας είναι 

�+1� ∙
18

37	
+ �−1� ∙

19

37
=
�−1�

37
= −0,027€ 

δηλαδή, σε κάθε παρτίδα χάνουµε κατά µέσο όρο 2/7 λεπτά του €. Η κατάσταση αυτή είναι 
ίδια σαν να στοιχηµατίζαµε σε ένα µόνο αριθµό, αφού στην περίπτωση αυτή, η πιθανότητα 
να κερδίσουµε είναι 1/37, να χάσουµε, 36/37 και αν ποντάρουµε ένα ευρώ και κερδίζαµε, 
παίρνουµε 1+ 335 €. Το µέσο κέρδος είναι επίσης: 

35 ∙
1

37
+ �−1� ∙

36

37
=
�−1�

37
= −0,027	
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              Ας υποθέσουµε ότι παίζουµε 100 παρτίδες, ποντάροντας σε κόκκινο ή µαύρο ένα 
ευρώ σε κάθε µία. Στο τέλος των παρτίδων θα έχουµε χάσει 100 *0,027=2,7 €; Αν κάτι είναι 
σαφές είναι ότι δε θα έχουµε κερδίσει ἡ χάσει µη ακέραιους αριθµούς. Όµως θα είµαστε πιο 
κοντά στο να έχουµε χάσει αυτό το ποσό ή πιο κοντά στο να έχουµε κερδίσει, για 
παράδειγµα, 50 €;  Αυτά τα ερωτήµατα είναι του ίδιου τύπου όπως αν αναρωτηθούµε αν σε 
ένα µεγάλο αριθµό ριξιµάτων ενός ζαριού θα εµφανιστεί το 4 στο ένα έκτο των φορών. 
Μπορούµε να σκεφτούµε άλλες καταστάσεις στις οποίες οι ερωτήσεις είναι παρόµοιες. Όταν 
λέγεται ότι ένα φάρµακο έχει αποτελεσµατικότητα 80% αυτό σηµαίνει ότι αν δοθεί σε 
µεγάλο αριθµό ασθενών θα είναι χρήσιµο µόνο για το 80% από αυτούς;  

Αν το φάρµακο έχει παρενέργειες στο 1% των περιπτώσεων, σηµαίνει πως αυτές οι 
επιπτώσεις µπορούν να επηρεάσουν το 1%  των ασθενών που έλαβαν θεραπεία µε αυτό; Η 
απάντησή σε αυτά θέµατα δίνεται από τους νόµους µεγάλων αριθµών. Υπάρχουν δύο τύποι 
ερωτήσεων που σχετίζονται µε την ιδέα των πιθανοτήτων. Από τη µία πλευρά, µπορούµε να 
σκεφτούµε, θα αντανακλούν και µε τι τρόπο οι πιθανότητες των γεγονότων στα 
αποτελέσµατα που θα πάρουµε; Από την άλλη πλευρά, το αντίστροφο πρόβληµα, 
λαµβάνοντας υπόψη τα αποτελέσµατα που παρατηρήθηκαν, µπορούµε να συµπεράνουµε τις 
σχετικές πιθανότητές τους; Αυτά τα δύο ερωτήµατα είναι διαφορετικής φύσης, αφού το 
σκεπτικό που ακολουθείται είναι αντίστροφο. Στην 1η  περίπτωση, από τις πιθανότητες που 
έχουν αποδοθεί, θέλουµε να συµπεράνουµε τα αποτελέσµατα που θα πάρουµε, ενώ στη 2η, 
από τις παρατηρήσεις θέλουµε να συνάγουµε τις πιθανότητες που ελέγχουν το φαινόµενο. 
Αυτή η 2η  προσέγγιση είναι αυτή που ακολουθεί η στατιστική.  

 
16. Πολύ πιο εύκολο 

  Σήµερα η προσοµοίωση µε υπολογιστή επιτρέπει να γίνει εύκολα η επανάληψη 
πειραµάτων για όσες φορές θέλουµε. Για να ρίξετε ένα κέρµα και να δείτε τον αριθµό των 
κορόνων ή των γραµµάτων και τις µεγαλύτερες σειρές κορόνων ή γραµµάτων, µµπορείτε να 
πάτε στη διεύθυνση hhttp://nlvm.usu.eduen/nav/frames_asid_305_ g_3_t_5.html?from=topic 
_t_5.html έναν εικονικό χειριστή του πολιτειακού πανεπιστηµίου της Γιούτα, όπου υπάρχουν  
µοντέλα για άλλες καταστάσεις. 
 
17. Χρυσό θεώρηµα του Bernoulli 

Αρχίζουµε να ρίχνουµε ένα ζάρι πολλές φορές. Αν το ρίξουµε 300 φορές, θα πάρουµε 
50 τεσσάρια: Τι θα συµβεί αν το ρίξουµε 3.000 φορές; Ο αναγνώστης µπορεί να θεωρήσει 
ότι κανείς που έχει τα λογικά του δε θα καθίσει να ρίξει χιλιάδες φορές ένα ζάρι και θα 
σηµειώσει τα αποτελέσµατά του. Και αν του πούµε ότι κάποιος µαθηµατικός το έκανε, 
µπορεί να χρησιµεύσει για να επιβεβαιώσει τη λαϊκή ιδέα ότι αυτοί συχνά έχουν λίγο 
«πειραγµένο το µυαλό». Όµως ο µόνος τρόπος  για να ελεγχθούν τα αποτελέσµατα που 
αναµένονται από τη θεωρία είναι κάνοντας πειράµατα, γεγονός του τα θέτει πιο κοντά στις 
πειραµατικές επιστήµες από ότι πιστεύεται συνήθως. 

 Αυτό έκανε ο Γάλλος φυσιοδίφης Ζορζ Λουί Λεκλέρκ, κόµης De Buffon,  ο οποίος 
έριξε ένα κέρµα 4.040 φορές και έφερε 2.048 κορόνες δηλαδή, αναλογία 2048/4.040 =0,5069 
ή σε ποσοστιαίες µονάδες, 50,69% κορόνες. Μπορούν να εµφανισθούν ειδικές περιπτώσεις 
στις οποίες δεν υπάρχουν πολλά ενδιαφέροντα πράγµατα να κάνουµε και είναι καλύτερο να 
βρεθούν ασχολίες που κρατούν απασχοληµένο το µυαλό, για να συµβάλουν στην 
συναισθηµατική ισορροπία. Αυτό συνέβη στον Νοτιοαφρικάνο µαθηµατικό John Kerrich, ο 
οποίος φυλακίστηκε κατά τη διάρκεια του Β΄ παγκοσµίου πολέµου και στη φυλακή 
«ψυχαγωγούταν» ρίχνοντας ένα νόµισµα 10.000 φόρες φέρνοντας 5.067 κορόνες αναλογία 
5067/10.000= 0.5067. Σε διάφορα στάδια της διαδικασίας το ποσοστό των κορόνων 
αποµακρυνόταν από το αναµενόµενο 50%, αλλά µε την αύξηση των ριξιµάτων πλησίαζε 
σταδιακά την τιµή αυτή.  Στα πρώτα 10 ριξίµατα έφερε µόνο 4 κορόνες (40%) και στα 10 
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επόµενα, 6 κορόνες, και έτσι σε 20 ριξίµατα είχε ακριβώς 10 κορόνες/ Μετά από 100 
ριξίµατα, το ποσοστό ήταν µόνο 44,96%, µε 200 ανέβηκε στο 50.2% µέχρι που τελικά 
έφτασε, στα 10.000 ριξίµατα, στις 5.067 κορόνες, 50,67%, τιµή κοντινή στο αναµενόµενο 
50% για τις κορόνες. 

Ο Jacob Bernoulli (1654–1705) αφιέρωσε αρκετές δεκαετίες για να µελετήσει το 
πρόβληµα και κατάφερε να αποδείξει µαθηµατικά ότι το ποσοστό των κορόνων που 
λαµβανόταν µε το ρίξιµο ενός νοµίσµατος επ’ αόριστο πλησίαζε, χωρίς αµφιβολία, στο 50%. 
Στην περίπτωση του ζαριού, το θεώρηµα του δείχνει ότι η αναλογία των φορών που έρχεται 
4 προσεγγίζει το 1/6. Ο Bernoulli ονόµασε το αποτέλεσµά του «χρυσό θεώρηµα», αλλά οι 
τωρινές εκδόσεις του αποτελέσµατος είναι γνωστές ως «νόµοι των µεγάλων αριθµών» 
αδύναµοι νόµοι και ισχυροί νόµοι. Το προσδιοριστικό µεγάλων αριθµών αναφέρεται στο 
γεγονός ότι τα συµπεράσµατα είναι βέβαια όταν επαναλαµβάνουµε το πείραµα επ’ αόριστόν.  

Είναι προφανές ότι δε θα επαναλάβουµε διαδικασία για πάντα, ούτε ακόµα και µε τη 
βοήθεια ενός υπολογιστή, όσο δυνατός κι αν είναι. Μπορούµε να το κάνουµε πάρα πολλές 
φορές, αλλά θα είναι πάντα ένας πεπερασµένος αριθµός. Εποµένως, τι εννοεί το συµπέρασµα 
ακόµα καλύτερα, τι χρησιµεύει ένα συµπέρασµα που δε µπορούµε να επαληθεύσουµε ποτέ; 
Εδώ εµφανίζεται η σηµαντική µαθηµατική έννοια του ορίου, επειδή αυτό που βεβαιώνουν οι 
νόµοι των µεγάλων αριθµών είναι ότι το ποσοστό των φορών που θα φέρνουµε κορόνα 
πλησιάζει, καθώς αυξάνουµε τον αριθµό των ριξιµάτων του νοµίσµατος (ή του ζαριού στην 
άλλη περίπτωση), στην πιθανότητα που δεχόµαστε πως έχει το αποτέλεσµα, 1/2 στην 
περίπτωση να έρθει κορόνα 1/6 στην περίπτωση να έρθει το 4. 

Ο νόµος των µεγάλων αριθµών είναι ένας κανόνας που κάθε άτοµο γνωρίζει µε 
κάποιο φυσικό ένστικτο και χωρίς προηγούµενη εκπαίδευση. Μπορούµε να πούµε ότι 
υπάρχει µέσα µας µε τον γενετικό κώδικα. Για να βρει το «χρυσό θεώρηµα» στην αρχική του 
µορφή, ο Bernoulli κατασκεύασε ένα κουτί στο οποίο είχε 5.000 όµοιες µπάλες, 3.000 
άσπρες και 2.000 µαύρες. Βγάζουµε µια µπάλα, σηµειώνουµε το χρώµα της και την βάζουµε 
πίσω στο κουτί (για να µην τροποποιηθεί η αρχική του σύνθεση). Μετά βγάζουµε µια άλλη 
µπάλα και επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία πολλές φορές. Είναι σαφές ότι οι δυνατότητες 
τραβήγµατος µίας άσπρης µπάλας κάθε φορά είναι 56,0%, Τα ερώτηµα που έθεσε ο 
Bernoulli ήταν µε ποια ακρίβεια θα  είναι το 60% και µε ποια πιθανότητα θα υπάρχει τέτοια 
ακρίβεια; Με µια πρώτη µατιά µοιάζει µε ένα λογοπαίγνιο δύσκολο να κατανοηθεί, αλλά ας 
συνεχίσουµε για να δούµε το βάθος του προβλήµατος που έθεσε ο Bernoulli.  

Αν βγάλουµε 200 µπάλες από το κουτί µε άσπρες και µαύρες µπάλες, µπορούµε να 
έχουµε 120 άσπρες µπάλες (60%) ἡ 100 (50%) ἡ 125 (62%). Όµως τι πιθανότητες έχουµε ότι 
το ποσοστό των άσπρων µπαλών θα είναι µεταξύ 55% και 65%; Αν θέλουµε να γίνουµε πιο 
ακριβείς θα θέσουµε τις πιθανότητες να πάρουµε  ένα  ποσοστό άσπρων µπάλων κοντά στο 
60%  για παράδειγµα µεταξύ 59% και 61%. Μια τελευταία πρόσθετη ερώτηση, όµως όχι 
λιγότερο σηµαντική, θα αυξηθούν οι πιθανότητες µας αν αντί να βγάλουµε 200 µπάλες 
βγάλουµε ένα εκατοµµύριο;  Αυτό το είδος ερωτηµάτων, που αποτέλεσαν αντικείµενο 
εργασίας του Bernoulli, περιέχουν δύο είδη σφαλµάτων ἡ αβεβαιοτήτων που πρέπει να 
ορίσουµε επακριβώς. Από τη µία πλευρά, η απόκλιση του πραγµατικού ποσοστού των 
µπαλών που είµαστε πρόθυµοι να δεχτούµε. Για παράδειγµα, ότι το ποσοστό που 
αποκτήθηκε είναι µεταξύ 50% και 61%.  Από την άλλη πλευρά, δε θα µπορέσουµε ποτέ να 
διασφαλίσουµε µε απόλυτη ακρίβεια ότι το ποσοστό µας θα είναι µεταξύ αυτών των ορίων, 
όµως αν επιθυµούσαµε να είναι σε πολλές από τις επαναλήψεις του πειράµατος που κάνουµε, 
δηλαδή αυτό να συµβαίνει µε ακρίβεια 95%, εποµένως, στις 95% των φορών που 
επαναλαµβάνουµε το πείραµα της εξαγωγής των 200 µπαλών (ή του 1.000.000 µπαλών). 
Φαίνεται ότι δε µας ενδιαφέρει ο χρόνος που θα χρειαστούµε για τόσες επαναλήψεις.  

Είναι αδύνατο να καθορίσουµε εκ των προτέρων και τα δύο σφάλµατα. Αυτό του 
έδειξε ο Bernoulli είναι ότι αν επαναλάβουµε το πείραµα αρκετές φορές δηλαδή, αν 
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βγάλουµε αρκετές µπάλες, είναι δυνατό να πετύχουµε το ποσοστό των άσπρων µπαλών να 
πλησιάζει το 60% όσο επιθυµούµε. Ο όρος «να πλησιάζει … τόσο» µπορεί να κυµαίνονται 
µεταξύ 59% και 61% , ή µεταξύ 59,9999% και 60,0001%, δηλαδή  τόσο επιθυµεί κάποιος. 
Επιπλέον, το χρυσό θεώρηµα παρέχει έναν τύπο για τον αριθµό των επαναλήψεων που 
απαιτούνταν για την επίτευξή αυτής της προσέγγισης. Το θεώρηµα Bernoulli έχει δύο 
διαφορετικά µέρη. Ένα, ίσως το πιο σηµαντικό, είναι ότι είναι δυνατό να επιτευχθεί η 
επιθυµητή ακρίβεια µε οποιοδήποτε αριθµό (πεπερασµένο) δοκιµών. Το 2ο προβλέπει τον 
αριθµό δοκιµών που απαιτούνται για την επίτευξη αυτής της ακρίβειας. Αυτό το 2ο µέρος 
έχει µια πραγµατική πρακτική εφαρµογή. Σε οποιαδήποτε µελέτη που γίνεται µε ερωτήσεις 
µπορεί να οριστεί το επίπεδο σφάλµατος που είµαστε έτοιµοι να δεχτούµε και να καθοριστεί 
ο αριθµός των ερωτηµατολογίων που πρέπει να συµπληρωθούν για να εκτιµηθεί αυτό το 
σφάλµα µε την επιθυµητή ακρίβεια. Έστω ότι γνωρίζουµε τη δηµόσια υποστήριξη που ένα 
δηµόσιο λειτούργηµα έχει στην πόλη και θέλουµε να µάθουµε την ακρίβεια µε την οποία, 
ρωτώντας έναν ορισµένο αριθµό πολιτών, το ποσοστό που θα πάρουµε θα αποκλίνει από το 
θεωρητικό κατά µια προκαθορισµένη απόκλιση. Χρησιµοποιώντας το χρυσό θεώρηµα του 
Bernoulli µπορούµε να καθορίσουµε τον αριθµό ατόµων τα οποία πρέπει να ρωτήσουµε.  

Τα αποτελέσµατα του Bernoulli δεν αποδείχτηκαν τόσο πρακτικά όσο θα θέλαµε 
επειδή οι υπολογισµοί του περιλαµβάνουν µεγάλο αριθµό προσεγγίσεων που έχουν ως 
αποτέλεσµά ο αριθµός των ερωτηµατολογίων να είναι υπερβολικά µεγάλος. Πρέπει να πούµε 
ότι µιλάµε για ένα αποτέλεσµα από τα τέλη του 17ου  αιώνα, που επιτεύχθηκε µε τα τότε 
διαθέσιµα εργαλεία. Επηρεάζει επίσης η ακρίβεια που θέτουµε και ο Bernoulli εργάστηκε 
πάντα µε αυτό που ονόµαζε «ηθική βεβαιότητα», που σήµαινε ακρίβεια 99,9%. Οι νόµοι των 
µεγάλων αριθµών στις σύγχρονες εκδοχές τους έχουν βελτιώσει την εκτίµηση σχετικά µε τον 
αριθµό των δοκιµών που απαιτούνται.  Ωστόσο, ακόµη και µε τα σηµερινά αποτελέσµατα 
των πιθανοτήτων, αν απατούµε υπερβολική ακρίβεια, 99,99999%, για παράδειγµα και µικρή 
απόκλιση σε σχέση µε το αναµενόµενο ποσοστό, θα πρέπει να ρωτήσουµε περισσότερους 
ανθρώπους από όσους ζουν στην πόλη. Σε κάθε περίπτωση, είναι προφανές ότι δεν πρέπει να 
εργαζόµαστε ποτέ ούτε µε υπερβολικό σφάλµα ούτε µε υπερβολική ακρίβεια. 

 Ο Jacob Bernoulli ήταν 50 ετών όταν πέθανε χωρίς να προφτάσει να τελειώσει το 
χειρόγραφο που περιλάµβανε το θεώρηµά του. Οι εκδότες προσπάθησαν να βάλουν τον 
αδελφό του Johan να το ολοκληρώσει, Και όταν αυτός και ο ανιψιός του Nikolas αρνήθηκαν, 
το έργο παρέµεινε 8 χρόνια αδηµοσίευτο και εκδόθηκε τελικά το 1713 ως Ars Conjectandi. 
Ακόµα και σήµερα εξακολουθεί να είναι µια ενδιαφέρουσα ανάγνωση. Ο Bernoulli έδειξε 
πώς µε τον υπολογισµό µπορούσε να κάποιος εµβαθύνει στην κατανόηση των πιθανοτήτων. 

Το ενδιαφέρον, το βάθος και η οµορφιά του προβλήµατος που τέθηκε κι επιλύθηκε 
από τον Bernoulli είναι τέτοιου µεγέθους ώστε οποιαδήποτε σειρά πειραµάτων που 
επαναλαµβάνονται υπό τις ίδιες συνθήκες και µε ανεξάρτητο τρόπο και στα οποία µπορούν 
να υπάρξουν δύο δυνατά αποτελέσµατα, όπως το κουτί µε 5.000 µπάλες, ονοµάζονται στις 
σύγχρονες πιθανότητες «δοκιµές Bernoulli». 

 
18. Θεώρηµα του Bernoulli 

Έστω ότι ως αποτέλεσµα ενός πειράµατος µπορούµε να αποκτήσουµε ένα 
συγκεκριµένο γεγονός που θα ονοµάσουµε Α, η πιθανότητα του οποίου να συµβεί είναι ρ. 
Επαναλαµβάνουµε διαδοχικά το πείραµα n φορές και σηµειώνουµε σε πόσες από αυτές 
εµφανίζεται το αποτέλεσµα Α. Αν το γεγονός Α εµφανίστηκε m φορές, το πηλίκο m/n 
αντιπροσωπεύει  την αναλογία των φορών που εµφανίστηκε το Α (σχετική συχνότητα 
εµφάνισης του Α). Η διαφορά, σε απόλυτες τιµές, µεταξύ της πιθανότητας ϱ και της σχετικής 
συχνότητας µ/ν µετρά το σφάλµα που θα κάναµε ον χρησιµοποιούσαµε τη σχετική 
συχνότητα έως προσέγγιση της πραγµατικής πιθανότητας. Ο Bernoulli έδειξε ότι ἡ 
πιθανότητα αυτής της διαφοράς µπορεί να γίνει τόσο µικρή όσο θα θέλαµε 
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επαναλαµβάνοντάς το πείραµα αρκετές φορές, ότι δηλαδή η πιθανότητα αυτής της διαφοράς 
τείνει στο µηδέν καθώς το n αυξάνεται. Με µαθηµατικούς όρους αυτό εκφράζεται λέγοντας 

ότι αν  είναι θετικός αριθµός οσοδήποτε µικρός, επαληθεύεται ότι im 0p

m
p

n
ν ε→

 
− > = 

 
. 

 
19. ∆εν υπάρχει κακό που διαρκεί για πάντα, ή µήπως υπάρχει; 

  Οι νόµοι των µεγάλων αριθµών βεβαιώνουν ότι, αν παρατηρήσουµε την εµφάνιση 
ενός γεγονότος που έχει πιθανότητα ρ, η συχνότητα πλησιάζει στο ρ καθώς αυξάνουµε τις 
παρατηρήσεις. Αυτό σηµαίνει ότι αν έχουµε µία σειρά παρατηρήσεων στις οποίες η 
συχνότητα είναι πολύ κάτω από την προβλεπόµενη τιµή, θα πρέπει να εµφανιστεί, κάποια 
στιγµή, µία άλλη σειρά αποτελεσµάτων που θα µας πλησιάσει στην αναµενόµενη συχνότητα 
(το ίδιο αν µία σειρά είναι πολύ πάνω από τη συχνότητα), ή αν συµµετέχουµε σε ένα παιχνίδι 
στο οποίο η πιθανότητα νίκης είναι κοντά στο 1/2 και χάνουµε µεγάλο αριθµό παρτίδων, το 
ιδανικό είναι να συνεχίσουµε να παίζουµε, επειδή πρέπει να εµφανιστεί µία σειρά, που µας 
ευνοεί έτσι ώστε ο αριθµός των κερδισµένων παρτίδων να συµπιέσει µε τις πιθανότητές µας 
να κερδίσουµε; ∆ηλαδή, δεν υπάρχει κακό που διαρκεί για πάντα. Και κάποια στιγµή θα 
πρέπει να αρχίσουµε να κερδίζουµε. 

Ας σκεφτούµε ένα παιχνίδι στο καζίνο όπου οι µόνοι παίκτες είναι η µπάνκα και 
εσείς. Ένας παίκτης καραδοκεί κοντά και παρακολουθεί πώς συσσωρεύετε χαµένες πατρίδες. 
Αν ὁ παρατηρητής έχει µαθηµατικές γνώσεις φαίνεται λογικό ότι όταν  δει πως έχουµε χάσει 
πολλές φορές να αποφασίσει, να συµµετάσχει στοιχηµατίζοντας στην πλευρά µας. Όµως, δεν 
αποφασίζει να ποντάρει. Είναι λογική η συµπεριφορά του;  Οι νόµοι των µεγάλων αριθµών 
δεν βεβαιώνουν ότι οι εµφανίσεις του γεγονότος εξισορροπούνται σε µικρές σειρές, αλλά ότι 
το κάνουν σε µια πάρα πολύ µεγάλη σειρά επαναλήψεων. ∆εν υπάρχει τίποτα που µας 
επιτρέπει να βεβαιώσουµε ότι µετά από µία σειρά απωλειών θα ακολουθήσει µια άλλη µε 
κέρδη ή το αντίστροφο. Οι νόµοι πληρούνται όταν η συχνότητα είναι πολύ κοντά στο όριο 
της ακολουθίας των συχνοτήτων, αλλά δεν υπάρχει λόγος να πληρούνται µε οποιονδήποτε 
πεπερασµένο αριθµό παρατηρήσεων. Με άλλα λόγια, η τύχη δεν έχει µνήµη.  

Μπορούµε να το διαπιστώσουµε εύκολα. Λέµε σε 40 άτοµα να ρίξουν ένα νόµισµα 
50 φορές και να σηµειώσουν τα αποτελέσµατα. Σε καθεµιά από τις 40 σειρές οι κορόνες και 
τα γράµµατα δεν κατανέµονται µε οµοιόµορφο τρόπο ούτε υπάρχουν σειρές που 
εξισορροπούν τις συχνότητες. Όµως συγκεντρώνοντας τα 2.000 ριξίµατα, η συχνότητα των 
κορόνων (ή των γραµµάτων) είναι κοντά στο 1/2. Παρά τα παραπάνω είναι πιθανό να έχουµε 
δει κάποιον να παίζει σε µία αυτόµατη µηχανή παιχνιδιών ο οποίος δε σταµατά µέχρι να 
βγάλει ένα µεγάλο βραβείο.  Αντιλέγει τα όσα είπαµε;  Ο παίκτης ρισκάρει να χάσει πολλές 
παρτίδες επειδή περίµενε ότι η τύχη του θα αλλάξει. Είναι εύκολο ακόµα και αν έχει 
παρατηρήσει τη µηχανή βλέποντας ότι άλλοι παίκτες έκαναν πριν αποφασίσει να παίξει 
αυτός. Αντίθετα µε τον «παρατηρητή» του καζίνο, αποφάσισε να συµµετάσχει, όταν 
σκέφτηκε ότι το βραβείο κόντευε «να πέσει».  Σε αυτά τα παιχνίδια, αν και τα αποτελέσµατα 
κάθε παρτίδας είναι τυχαία, οι µηχανές υποχρεούνται από το νόµο να επιστρέφουν σε 
βραβεία ένα µέρος αυτών που παίχτηκαν (πχ. το 70%) σε ένα µέγιστο αριθµό διαδοχικών 
παρτίδων, που συνήθως είναι µεγάλος (πχ. 40.000). Αυτό που συµβαίνει είναι 
προγραµµατίζονται για να µη δίνουν τα µεγάλα βραβεία µέχρι το τέλος της σειράς, αλλά τα 
διανέµουν για να πληρούν τις νοµικές απατήσεις. Κάθε οριζόµενο αριθµό παρτίδων, όχι 
πάντα τον ίδιο, οι µηχανές δίνουν το µεγάλο βραβείο. Εάν προσθέσουµε ότι τα 
αποτελέσµατα ελέγχονται µε πληροφορικά µέσα, δεν είναι εντελώς τυχαία, είναι κατανοητό 
ότι υπάρχουν «παρατηρητές» για το κυνήγι του βραβείου. 
 



19 

 

20. Μερικά λόγια για τη στατιστική 

Έστω ότι επαναλαµβάνουµε ένα πείραµα για να παρατηρήσουµε την εµφάνιση ενός 
γεγονότος του οποίου την πιθανότατα αγνοούµε. Επαναλαµβάνουµε το πείραµά πολλές 
φορές και παρατηρούµε την εµφάνιση του γεγονότος. Η σχετική συχνότητα του γεγονότος 
είναι κατάλληλη προσέγγιση για την άγνωστη πιθανότητα; Ακόµα και αν πιστεύουµε ότι 
γνωρίζουµε εκ των προτέρων την πιθανότητα και επαναλάβουµε το πείραµά πολλές φορές, η 
σχετική συχνότητα εµφάνισης του γεγονότος µπορεί να µας κάνει να διαφοροποιήσουµε την 
εκ των προτέρων πιθανότητα. Αυτή η προσέγγιση, στην οποία επανασυλλέγουµε 
πληροφορείς µέσω των αποτελεσµάτων των πειραµάτων και από αυτές προσπαθούµε να 
εξάγουµε συµπεράσµατα σχετικά µε την πιθανότητα ενός γεγονότος ή άλλα χαρακτηριστικό 
του πειράµατος είναι το αντικείµενο της στατιστικής. Οι πιθανότητες κάνουν παραγωγικό 
συλλογισµό. Η στατιστική χρησιµοποιεί έναν επαγωγικό συλλογισµό.  

Οι πιθανότητες υποθέτουν ως αληθινό ένα πιθανολογικό µοντέλο και από αυτό 
αντλούν συµπεράσµατα σχετικά µε τα αποτελέσµατα που θα παράγει ένα πείραµα. Η 
στατιστική µπορεί να θεωρήσει ένα µοντέλο για το πείραµα, αλλά αγνοώντας τα 
χαρακτηριστικά του εστιάζει στην παρατήρηση των αποτελεσµάτων και από αυτά, µέσω µιας 
επαγωγικής διαδικασίας, λαµβάνει τα χαρακτηριστικά του πειράµατος, ως την πιθανότητα 
ότι θα συµβεί ένα γεγονός. Και στις δύο διαδικασίες, τα αποτελέσµατα υπόκεινται σε κάποιο 
σφάλµα που τόσο η στατιστική όσο και η πιθανότητα είναι ικανές να ποσοτικοποιήσουν, 
καθεµιά µε τους κανόνες της και σε αυτές παίζουν συνήθως σηµαντικό ρόλο οι νόµοι των 
µεγάλων αριθµών ή άλλα αποτελέσµατα όπως το κεντρικό οριακό θεώρηµα.  

Στο παράδειγµα του δοχείου του Bernoulli, αν γνωρίζουµε τη σύνθεσή του µπορούµε 
να καθορίσουµε την πιθανότητα (ή µια εκτίµησή της) ότι αν κάνουµε n τραβήγµατα µε 
επανατοποθέτηση, η αναλογία των άσπρων θα είναι τόσο κοντά στο 3/5 όσο επιθυµούµε. 
Μπορούµε επίσης να καθορίσουµε το πλήθος τραβηγµάτων που πρέπει να κάνουµε ώστε η 
πιθανότητα ότι η διαφορά µεταξύ σχετικής συχνότητας και 3/5 να είναι εντός ορισµένων 
ορίων (ωστόσο µικρό κι αν είναι), να είναι τόσο κοντά στο 1 όσο θέλουµε. Είναι η 
πιθανολογική προσέγγιση.  

Αν γνωρίζουµε µόνο ότι το δοχείο υπάρχουν άσπρες και µαύρες µπάλες, όµως όχι 
πόσες ούτε σε ποιο ποσοστό, αρχίζουµε να βγάζουµε µπάλες σηµειώνοντας το χρώµα τους 
και επιστρέφοντάς τις στο δοχείο. Από την παρατηρούµενη σχετική συχνότητα άσπρων και 
µαύρων µπορούµε να συµπεράνουµε ποια είναι η αναλογία µέσα στο δοχείο µε κάποιο 
σφάλµα ή ανοχή. Πιο συγκεκριµένα, µπορεί να καθοριστεί η πιθανότητα ότι η αναλογία θα 
είναι εντός ορισµένων ορίων. Είναι η στατιστική προσέγγιση. Η τελευταία είναι η βάση 
των ερευνών που είναι τόσο κοινές στην κοινωνία. Για να µάθουµε τις προτιµήσεις υπέρ ενός 
υποψηφίου δηµάρχου ρωτάµε πολλά άτοµα (τραβάµε µπάλες), σηµειώνουµε την απάντησή 
τους (χρώµα) και συνάγουµε µε κάποιο επίπεδο εµπιστοσύνης (πιθανότητα) το ποσοστό της 
λαϊκής υποστήριξης (ποσοστό άσπρων µπαλών) που έχει αυτός ο υποψήφιος (δοχείο), µε ένα 
κάποιο σφάλµα (απόκλιση).   

 
21. Καµπύλη του Gauss και  κανονικότητα 

Έλεγε ο Sir Francis Galton (1822–1911) «Όσο πιο µεγάλος είναι ο αριθµός και 
µεγαλύτερη η φαινοµενική αναρχία, τόσο πιο τέλειος είναι ο τοµέας του. Είναι ο υπέρτατος 
νόµος του παραλογισµού. Κάθε φορά που λαµβάνεται ένα µεγάλο δείγµα χαοτικών 
στοιχείων και διατάσσονται ανάλογα µε το µεγέθη τους, εµφανίζεται µια απροσδόκητη και 
θαυµάσια µορφή κανονικότητας, λανθάνουσα κάτω από αυτό». Ο Bernoulli ενδιαφερόταν να 
αποδείξει ότι η πιθανότητα πως η απόκλιση µεταξύ σχετικής συχνότητας και πιθανότητας 
γίνεται τόσο µικρή όσο επιθυµούµε, προσεγγίζει το ένα. Αλλά ποτέ δεν ενδιαφέρθηκε για την 
ακριβή εκτίµηση αυτής της πιθανότητας, κάτι που επιτρέπει η κανονική κατανοµή και το 
θεώρηµα κεντρικού ορίου κανονική κατανοµή 
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22. Η κανονική καµπύλη 

Ο Abraham De Moivre (1667–1754) αποπειράθηκε να υπολογίσει το άθροισµα των όρων 

που εµφανίζονται στο διώνυµο του Newton ( )n
a b+  όπου n  είναι ένας µεγάλος φυσικός 

αριθµός. Συνέδεσε αυτό το θέµα µε την πιθανότητα ενός γεγονότος, όπου n   ο αριθµός 

επαναλήψεων του πειράµατος που δηµιουργεί το γεγονός. Άρχισε να µελετά την περίπτωση 

( )1 1
n

+ , που σχετίζεται µε πείραµα µε µόνο δύο πιθανά αποτελέσµατα που είναι εξίσου 

πιθανά. Ο De Moivre ήθελε να υπολογίσει την πιθανότητα σε n  επαναλήψεις του 

πειράµατος, το ζητούµενο γεγονός (που είναι εξίσου πιθανό µε το αντίθετο) θα εµφανιζόταν 

έναν αριθµό φορών που θα ήταν περίπου 
2

n
. ∆ιαπίστωσε ότι µια καλή προσέγγιση αυτής της 

πιθανότητας λαµβανόταν µε τη βοήθεια του ολοκληρώµατος
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ne dx
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αναγνωρίζεται αυτό που σήµερα ονοµάζεται κανονική κατανοµή. Η Γκαουσιανή ή 

κανονική κατανοµή είναι µια κατανοµή πιθανοτήτων που καθορίζεται από τη συνάρτηση 

πυκνότητας (το συνεχές αντίστοιχο της συνάρτησης πιθανότητας των διαρκών µεταβλητών) 

( )
2
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2

x

f x e

µ
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σ π

− 
 
 =  όπου µ , σ2 είναι η µέση τιµή και η διασπορά της. Το γράφηµα της που 

ονοµάζεται καµπύλη ή καµπάνα του Gauss είναι το παρακάτω. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Ο Laplace βελτίωσε το αποτέλεσµα του De Moivre αποδεικνύοντας ότι έστω ένα 

πείραµα στο οποίο µπορεί να εµφανιστεί ένα γεγονός Ε µε πιθανότητα ρ ή το συµπλήρωµά 

του (µε πιθανότητα 1–ρ). Όταν επαναλαµβάνουµε το πείραµα υπό τις ίδιες συνθήκες n  

φορές και υπάρχουν n  εµφανίσεις του γεγονότος Ε, η πιθανότητα ότι η διαφορά µεταξύ m/η 

και ρ είναι µεταξύ ορισµένων τιµών και συγκεκριµένα
( )2 1t p p

n

−
− και 

( )2 1t p p

n

−
 είναι 

περίπου 
( )

2

2
1

0

2

2 1

x
x e

e dx
n np pπ

−
− +

−∫ .  

Αυτό το αποτέλεσµα είναι µια πρώτη εκδοχή αυτού που είναι σήµερα γνωστό ως ΚΟΘ  

και είναι το κλειδί που εξηγεί τη δύναµη των προβλέψεων µεγάλου µέρους των στατιστικών 

εργαλείων. Πέρα από τους τύπους µε τους οποίους εκφράζεται, αυτό που λέει το θεώρηµα 

είναι ότι αν δοθεί ένα αρκετά µεγάλο δείγµα, τα χαρακτηριστικά αυτού του δείγµατος θα 

αναπαράγουν αυτά του πληθυσµού από τον οποίο προέρχονται  και ο τελευταίος θα µπορεί 

να µελετηθεί µε µεθόδους πιθανοτήτων και στατικής Αυτό που ήθελε να κάνει ο De Moivre 

ήταν να προσθέσει τους όρους των σειρών του τριγώνου Pascal που κατείχαν θέσεις πολύ 

χαµηλά στο τρίγωνο ( n  µεγάλο). Σήµερα πιστεύουµε ότι αυτός ο υπολογισµός γίνεται, 
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γρήγορα και µε ακρίβεια, µε µια αριθµοµηχανή ή έναν όχι πολύ ισχυρό υπολογιστή. Όµως 

βλέπουµε ότι στη γραµµή 200 υπάρχουν όροι µε 59 ψηφία (οι αριθµοµηχανές δε 

χρησιµεύουν) και κατά τον 18υ αιώνα τα εργαλεία υπολογισµού δεν ήταν τα σηµερινά. Το 

πρόβληµα που εξετάστηκε από τον De Moivre ήταν, όπως ο ίδιος αναγνώριζε, πολύ 

δύσκολο. Οι περιορισµοί του υπολογισµού ήταν αυτό που είχε αναγκάσει τους Bernoulli και 

De Moivre να χρησιµοποιήσουν προσεγγίσεις οι οποίες βελτιώθηκαν µε την ανάπτυξη νέων 

τεχνικών και εργαλείων υπολογισµού. Στο τρίγωνο του Pascal, αν πάρουµε τους αριθµούς 

µιας σειράς, όπως της 5η και αν αναπαραστήσουµε σε ένα γράφηµα κάθε αριθµό µε ύφος 

ανάλογο µε την αξία του προκύπτει το γράφηµα 1. Αν κάνουµε το ίδιο στη 16η  γραµµή  

προκύπτει το γράφηµα 2. 

 

 

                  

                        

 

 

                      

 
                   Γράφηµα 1                                                                                        Γράφηµα 2 

 

Κατεβαίνοντας στο τρίγωνο Pascal, οι επόµενες εικόνες πλησιάζουν ολοένα και 

περισσότερο το σχήµα της κανονικής καµπύλης, δηλαδή το άθροισµα αυτών των 

συντελέσεων µπορεί να προσεγγιστεί από την κοινή κατανοµή και αυτό ήταν επίτευγµα του 

De Moivre. 
   

23. Ο νόµος των σφαλµάτων 

Σε όλη την ιστορία, η παρατήρηση του ουράνιου θόλου, των πλανητών, των άστρων 

ή των κοµητών είναι ένα από τα επιστηµονικά θέµατα που έχει εξάψει περισσότερο την 

προσοχή, επειδή η κατανόηση και η γνώση του ηλιακού συστήµατος (και άλλων 

συστηµάτων πέρα από το δικό µας) θεωρούνται απαραίτητες για να καταλάβουµε τον 

πλανήτη και τη ζωή µας. Τον 18ο αιώνα, οι επιστήµονες που εργάζονταν στη φυσική, τα 

µαθηµατικά και την ουράνια µηχανική βρίσκονταν συχνά αντιµέτωποι µε το πρόβληµα των 

αποκλίσεων στις παρατηρήσεις. Φαίνεται ότι ήδη από τον 16ο αιώνα διαδόθηκε η πρακτική 

της λήψης αρκετών µετρήσεων µιας άγνωστης ποσότητας στις ίδιες συνθήκες (ή τις πιο 

παρόµοιες που ήταν δυνατόν), µε σκοπό να ληφθεί µια αξιόπιστη τιµή.  

Έτσι, υπήρχαν διάφορες µετρήσεις και έπρεπε να αποφασιστεί σχετικά µε την 

πραγµατική τιµή αυτού του µεγέθους. Μια δυνατότητα ήταν να ληφθεί ο µέσος αριθµητικός 

όρος ως η «καλύτερη» τιµή, αλλά µαζί µε αυτή την προσέγγιση, τον 18ο  αιώνα υπήρχε µια 

άλλη σχολή σκέψης που όριζε ως πραγµατική τιµή αυτή µιας παρατήρησης που 

πραγµατοποιήθηκε µε «ιδιαίτερη προσοχή». Η αµφισβήτηση συνεχίστηκε έως ότου 

εµφανίστηκε η κανονική κατανοµή ως ένα κατάλληλο µοντέλο για τα σφάλµατα. Η κανονική 

κατανοµή εµφανίστηκε µε µεγάλη δύναµη όταν ο Carl Friendrich Gauss (1777–1855) τη 

θεώρησε ως την κατάλληλη κατανοµή για τα σφάλµατα σε σχέση µε τη µέθοδο των 

ελαχίστων τετραγώνων, που αναπτύχθηκε ως µέθοδος για την προσαρµογή µετρήσεων στην 

αστρονοµία. Η µέθοδος βασίζεται στο εξής, µια παράµετρος για την οποία µπορούµε να 

λάβουµε µετρήσεις (επιρρεπείς σε σφάλµατα) που επαναλαµβάνονται, εξαρτάται από µια 

σειρά µεγεθών που δεν είναι επιρρεπή σε σφάλµατα και αναζητούµε την καλύτερη 

συνάρτηση που αντιπροσωπεύει την παράµετρο, µε την έννοια ότι το άθροισµα των 

τετραγώνων των αποκλίσεων µεταξύ αυτής της συνάρτησης και των παρατηρήσεών µας για 

την παράµετρο να είναι ελάχιστο (τα τετράγωνα λαµβάνονται για να δοθεί η ίδια τιµή σε µία 
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αρνητική ή θετική απόκλιση). Υποθέτοντας ότι τα σφάλµατα ακολουθούσαν το νόµο της 

κανονικής κατανοµής, ο Gauss απέδειξε ότι η συνάρτηση που ελαχιστοποιούσε τα σφάλµατα 

εφαρµόζοντας τη µέθοδο των ελάχιστων τετραγώνων είναι η συνάρτηση που κάνει πιο 

πιστευτές ή αληθοφανείς, µε όρους των πιθανοτήτων, τις παρατηρήσεις δηλαδή, που 

αποδίδει τη µέγιστη πιθανότητα στις παρατηρήσεις. Η κανονική κατανοµή αναγνωρίστηκε 

τελικά ως σηµαντική κατανοµή στη µελέτη σφαλµάτων και η µέθοδος των ελάχιστων 

τετράγωνων υιοθετήθηκε στην αστρονοµία και τη γεωδαισία. Επιπλέον από τις αστρονοµικές 

µετρήσεις εξακριβώθηκε η συµφωνία µεταξύ των παρατάσεων και νοµού της κανονικής 

κατανοµής. 

 

24. Η υπόθεση των στοιχειωδών σφαλµάτων 

Μια οδός για να υποστηρίξει το νόµο κανονικής κατανοµής ως νόµο των σφαλµάτων 

προήλθε από τη θεωρία των στοιχειωδών σφαλµάτων. Συνίσταται στην υπόθεση ότι σφάλµα 

που γίνεται κάνοντας µια παρατήρηση ή µέτρηση µιας παραµέτρου είναι απλά το άθροισµα 

ενός µεγάλου αριθµού σφαλµάτων, που οφείλονται οι διάφορες ανεξάρτητες πήγες, καθένα 

από τα οποία είναι µικρό σε σύγκριση µε το άθροισµα όλων. Με την αρχή αυτή αποδείχθηκε 

ότι η κατανοµή του συνολικού σφάλµατος ακολουθεί το νόµο κανονικής κατανοµής.  

Αυτό είναι το γνωστό ως ΚΟΘ. Η αρχή των στοιχειωδών σφαλµάτων έγινε ευρέως 

αποδεκτή στη διάρκεια του 19ου αιώνα. Πολλοί επιστήµονες αφιέρωσαν τις προσπάθειές τους 

να αποδείξουν ότι υπό την προϋπόθεση αυτή, ο νόµος πιθανοτήτων που διέπει το συνολικό 

σφάλµα είναι ο νόµος κανονικής κατανοµής. Μεταξύ τους ξεχωρίζει ο Γερµανός Friendrich 

Wilhelm Bessel (1784–1846) ο οποίος χρησιµοποίησε τη µέθοδο ελάχιστων τετραγώνων σε 

πολλές εφαρµογές και παρείχε εµπειρικά στοιχεία για την υποστήριξη του νόµου κανονικής 

κατανοµής ως νοµού των σφαλµάτων, όπως είχε προτείνει ο Gauss.  

Ο Bessel παρουσιάζει την εξής κατάσταση «Ένα σφάλµα παρατήρησης είναι το 

άθροισµα ενός µεγάλου αριθµού στοιχειωδών λαθών, που οφείλονται σε διαφορετικές και 

ανεξάρτητες µεταξύ τους αιτίες. Κανένα στοιχειώδες σφάλµα δεν υπερβαίνει σηµαντικά τα 

άλλα και τα θετικά και αρνητικά σφάλµατα του ίδιου µεγέθους εµφανίζονται µε την ίδια 

συχνότητα. Επιπλέον, οι νόµοι που διέπουν τα στοιχειώδη σφάλµατα δεν είναι απαραίτητα οι 

ίδιοι». Υπάρχουν δύο σηµαντικές πτυχές στην υπόθεση του Bessel κανένα από τα σφάλµατα 

δεν έχει ιδιαίτερη σηµασία και τα θετικά και αρνητικά σφάλµατα διανέµονται µε συµµετρικό 

τρόπο. 'Όταν ένας δάσκαλος πρέπει να βαθµολογήσει τις εργασίες των µαθητών τους βάζει 

έναν αριθµητικό βαθµό µεταξύ 0 και 10. Όµως, είναι πραγµατικά σε θέση να εξηγήσει τη 

διαφορά µεταξύ ενός βαθµού 8,8 και ενός άλλου 8,9; Θα ρισκάρουµε να πούµε πως όχι. 

Όταν βαθµολογεί, υπόκειται σε συνθήκες που θα µπορούσαν να προκαλέσουν σφάλµατα.  

Η αντίληψη δεν είναι ίδια όταν διαβάζει την 5η  εργασία ή όταν διαβάζει την 45η, η 

κούραση συσσωρεύεται, ο τρόπος έκφρασης των µαθητών ποικίλλει, η περίοδος για να 

παρουσιάσει  τις βαθµολογίες µπορεί να κάνει το χρόνο που αφιερώνει στον έλεγχο κάθε 

εξέτασης να ποικίλλει πολύ. Υπάρχουν διάφορες αιτίες που µπορούν να επηρεάσουν τη 

βαθµολόγηση, τόσο προς τα πάνω όσο και προς τα κάτω, διάφορες πηγές στοιχειακού 

σφάλµατος.  Θα µπορούσαµε να υποθέσουµε ότι αριθµητική βαθµολογία υπόκειται σε 

κάποια µεταβλητότητα που οφείλεται στη συσσώρευση των αιτιών, χωρίς αυτό να σηµαίνει 

ότι είναι άδικη. Ίσως αυτή είναι η βάση του µύθου που λέει ότι οι δάσκαλοι βαθµολογούν 

ακολουθώντας το νόµο κανονικής κατανοµής ἡ προσαρµόζοντας τις βαθµολογίες τους σε 

αυτόν. Είναι ένα παράδειγµα για να φανεί πώς το πρόβληµα του σφάλµατος είναι ένα 

καθηµερινό  και σύγχρονο πρόβληµα. 

 

25. Κεντρικό οριακό θεώρηµα (ΚΟΘ) 

Το ΚΟΘ  αναφέρει ότι αν µια µέτρηση είναι το αποτέλεσµα του αθροίσµατος ενός 

µεγάλου αριθµού παραγόντων (επιρρεπών σε σφάλµατα) οι οποίοι ενεργούν ανεξάρτητα και 
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κανένας από αυτούς δεν κυριαρχεί στο συνολικό άθροισµα, ο νόµος πιθανοτήτων του 

συνολικού αθροίσµατος κατανέµεται σύµφωνα µε το νόµο κανονικής κατανοµής, 

ανεξάρτητα από το νόµο πιθανοτήτων που ελέγχει τους παράγοντες. Θα αναλύσουµε µια 

συγκεκριµένη κατάσταση για να καταλάβουµε τι υπάρχει πίσω από αυτή τη διαβεβαίωση. 

Αναφορικά µε το νόµισµα που έχουµε ρίξει τόσες φορές, το ΚΟΘ  λέει ότι η αναλογία του 

αριθµού κορόνων που θα βγουν θα πλησιάζει το 50%  καθώς αυξάνονται οι ρίψεις, και η 

πιθανότητα ότι αυτή η διαφορά είναι µεταξύ δύο συγκεκριµένων ορίων µµπορεί να 

καθοριστεί από την κανονική κατανοµή.  

Για παράδειγµα, εάν ρίξουµε το νόµισµα 100 φορές, η πιθανότητα ότι η αναλογία των 

κορόνων είναι µεταξύ 4.8% και 5.2% είναι 0,3108. Αν το ρίξουµε 400 φορές, θα είναι 

0,5762, και αν το ρίξουµε 5.000 φορές, αυξάνεται στο 0,9958. ∆ηλαδή, είµαστε πολύ 

σίγουροι ότι το ποσοστό των κορόνων θα είναι µεταξύ αυτών των τιµών που αναφέρονται. 

Αυτές οι πιθανότητες καθορίστηκαν χρησιµοποιώντας την κανονική κατανοµή. Μια άλλη 

κατάσταση εµφανίζεται όταν ένας κατασκευαστής ράβδων δηµητριακών γράφει στις 

συσκευασίες ότι καθεµιά ζυγίζει 60 g. Μερικές φορές το πραγµατικό βάρος θα υπερβαίνει το 

προβλεπόµενο και άλλες θα είναι µικρότερο, αλλά τα βάρη θα ακολουθούν την κανονική 

κατανοµή και λογικά, το αναγραφόµενο βάρος στη συσκευασία θα είναι το µέσο βάρος και η 

κανονική κατανοµή επιτρέπει να καθορίσουµε την πιθανότητα ότι το βάρος µιας ράβδου 

είναι µεταξύ ορισµένων ορίων, επαληθεύεται η κανονικότητα των πιθανοτήτων.  

Οι δύο προηγούµενες καταστάσεις επιτρέπουν να ξεχωρίσουµε τις δύο απόψεις που 

οδήγησαν στην αναζήτηση µαθηµατικών εξηγήσεων οι οποίες δηµιούργησαν το ΚΟΘ,  ο 

προσδιορισµός ότι η µέση τιµή των σφαλµάτων των παρατηρήσεων (ιστορικά σε 

αστρονοµία, γεωδαισία) ήταν µεταξύ ορισµένων ορίων και η ανάπτυξη και αποδοχή της 

υπόθεσης των στοιχειωδών σφαλµάτων ως βασικής αρχής για το ότι η κατανοµή σφαλµάτων 

σε µια διαδικασία µέτρησης ακολουθεί το νόµο της κανονικής κατανοµής.  

Μια µαθηµατική διατύπωση µιας απλής εκδοχής του ΚΟΘ  αναφέρει «Εάν Χ1 , Χ2… 

είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές µετρήσεις µε την ίδια κατανοµή, µε πεπερασµένη 

µέση κοινή τιµή µ  και τα τετράγωνα των οποίων έχουν επίσης πεπερασµένη µέση τιµή, η 

πιθανότητα το άθροισµα Χ1+Χ2+…+Χ3 δεόντως κανονικοποιηµένο να είναι µεταξύ των 

τιµών α,  β προσεγγίζεται όταν το η αυξάνει επ' αόριστο, από την κανονική καµπύλη». Με 

ακριβείς µαθηµατικούς όρους, αυτό που επαληθεύεται είναι ότι
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ΚΟΘ µπορεί να αναδιατυπωθεί λέγοντας ότι επιβεβαιώνεται η κανονικότητα των 

πιθανοτήτων ή ότι οι µεταβλητές ικανοποιούν την κανονικότητα των πιθανοτήτων.  

Το ΚΟΘ ή η κανονικότητα των πιθανοτήτων επαληθεύονται ανεξάρτητα από την 

κατανοµή που ακολουθούν οι µεταβλητές. Κατά κάποιο τρόπο αυτό που λέει το θεώρηµα 

είναι ότι δε µπορούµε να προβλέψουµε την ατοµική συµπεριφορά µιας µεταβλητής ή 

ατόµου, αλλά µπορούµε να προβλέψοµε τη συµπεριφορά του µέσου όρου του πληθυσµού.  

Το ΚΟΘ πρόσφερε εκείνη την εποχή και προσφέρει και σήµερα, µια πιο βαθιά γνώση 

της συµπεριφοράς των παρατηρήσεων και της σχέσης της µε τον φυσικό κόσµο. Οι ίδιες 

ιδέες έχουν εφαρµοστεί για τη µελέτη χαρακτηριστικών (φυσικών και κοινωνικών) σε 

ανθρώπινους πληθυσµούς και προς έκπληξη πολλών, διαπιστώθηκε ότι σε αρκετές 

περιπτώσεις η συµπεριφορά των χαρακτηριστικών των ανθρωπίνων πληθυσµών 

ανταποκρίνεται σε αυτό που προβλέπεται από το ΚΟΘ. 

 

 26. Ο πίνακας του Galton 

Ο πίνακας που επινοήθηκε από τον Galton είναι µια διάταξη που επιτρέπει να 

ελεγχθεί πειραµατικά η κανονικότητα των πιθανοτήτων και το ΚΟΘ. Πρόκειται για 
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κατακόρυφη πλάκα µε µια σειρά από καρφιά που ακολουθούν το σχήµα του τριγώνου του 

Pascal. Κάτω από µια χοάνη από την οποία αφήνουµε να πέσουν όµοιες µπάλες βρίσκεται 

ένα καρφί και κάτω από αυτό άλλα δύο, ένα δεξιά και ένα αριστερά. Κάτω από αυτά 

βρίσκονται µε τη σειρά τους άλλα καρφιά τοποθετηµένα αριστερά και δεξιά αυτών που 

βρίσκεται στην παραπάνω σειρά, και ούτω καθεξής. Όταν µια µπάλα πέφτει µέσα από τα 

διαδοχικά επίπεδα, χτυπά σε κάποιο καρφί, το οποίο την κατευθύνει προς τα δεξιά ή 

αριστερά ενώ συνεχίζει να πέφτει. Τέλος, οι µπάλες συλλέγονται σε θήκες που βρίσκονται 

κάτω από καθέναν από τους χώρους που είναι κάτω από την τελευταία σειρά καρφιών.  

Οι µπάλες που στοιβάζονται σχηµατίζουν την κανονική καµπύλη. Η ερµηνεία της 

διαδικασίας είναι η εξής, αρχικά µια µπάλα αντιπροσωπεύει το σφάλµα που κάνουµε κατά τη 

µέτρηση ενός χαρακτηριστικού. Αυτό το σφάλµα της µέτρησης (ή τυχαία µεταβλητή) µπορεί 

να πάρει µόνο δύο τιµές (αριστερά και δεξιά, υπόλειµµα ή πλεόνασµα), µε ίσες πιθανότητες.  

Η τιµή αντιστοιχεί στη µετατόπιση που προκαλεί το καρφί που βρίσκεται κάτω από 

τη χοάνη όταν η µπάλα χτυπά πάνω του. Όταν κινηθεί σε µια χαµηλότερη σειρά, αυτό που 

συµβαίνει είναι ότι παράγεται ένα νέο σφάλµα που συσσωρεύεται στο προηγούµενο. Αν 

θεωρήσουµε ότι η κίνηση κάθε µπάλας σε µια σειρά αντιπροσωπεύει τη συσσώρευση 

σφαλµάτων, το τελικό αποτέλεσµα, που συνίσταται στο να παρατηρήσουµε τη θέση όπου 

αποθηκεύεται η µπάλα, αναπαριστά το άθροισµα τόσων λαθών όσων και οι γραµµές που 

υπάρχουν στη διάταξη. Αν τοποθετήσουµε ένα τρίγωνο του Pascal πάνω από τη διάταξη 

αυτή, οι αριθµοί του τριγώνου δείχνουν τον αριθµό των δρόµων που οδηγούν σε κάθε καρφί. 

 

27. John Graunt (1620–1674) 

Ήταν ιδιοκτήτης επιχείρησης ψιλικών που του παρείχε αρκετά χρήµατα για µπορεί να 

αφιερώνεται σε χόµπι τόσο µακρινά από την επιχείρησή του όπως η µελέτη του πληθυσµού 

του Λονδίνου. Οι αναφορές θνησιµότητας ήταν αρχεία που συνέλεγαν από τον 16ο αιώνα τα 

βαφτίσια και τις κηδείες (µε την ηλικία και την προφανή αιτία θανάτου) των διαφόρων 

ενοριών του Λονδίνου, που επέτρεπαν στις αρχές να παρακολουθούν τα ίχνη των επιδηµιών 

που µάστιζαν την πόλη. Από το 1603 ενός από το χειρότερα χρόνια της, το αρχείο γίνονταν 

εβδοµαδιαία. Ο Graunt µελέτησε αυτά τα στοιχείο, οργάνωσε τις πληροφορίες 

µε τη µορφή που τώρα ονοµάζονται πίνακες ζωής ή θνησιµότητας και ανέλυσε διάφορες 

κοινωνικές πτυχές του πληθυσµού όπως, αντίθετα από ότι συνέβαινε στην ύπαιθρο, στην 

πόλη ο αριθµός των κηδειών υπερέβαινε τον αριθµό των βαπτίσεων. Είχαν ξεκινήσει οι 

µελέτες της δηµογραφίας. Ο Graunt δηµοσίευσε το 1662 το Bills of mortality (ο πλήρης 

τίτλος είναι Natural and political observation mentioned in a following index and made upon 

the bills of mortality) που έγινε δεκτό µεγάλο ενδιαφέρον από την αγγλική κοινωνία και του 

χάρισε στην ένταξη στη Royal Society. 

 

28. Οι πιθανότητες στην κοινωνία. Πίνακες ζωής 

Οι πίνακες ζωής ή θνησιµότητας είναι ένα στατιστικό εργαλείο που επιτρέπει τη 

µελέτη της επίπτωση της θνησιµότητας σε διάφορους πληθυσµούς σε µια χρονική περίοδο. 

Μία από τις πιο κοινές εφαρµογές τους είναι οι ασφάλειες. Οι πρώτοι πίνακες ζωής ή 

θνησιµότητας οφείλονται στον Graunt ο οποίος, µαζί µε τον William Petty, επεξεργάστηκαν 

στο 2ο µισό του 17ου αιώνα τις πρώτες στατιστικές για τον πληθυσµό, γεγονός που τους 

καθιστά προδρόµους της σύγχρονης δηµογραφίας. Μετά από τη µελέτη των στοιχείων της 

θνησιµότητας, ο Graunt πήρε µία οµάδα 100 ατόµων και έδειξε πώς αυτή η αρχική οµάδα 

µειωνόταν (λόγω θανάτου των µελών της) µε την πάροδο των ετών. Παρατηρείται ότι η 

βρεφική θνησιµότητα κατά τα πρώτα 6 χρόνια ήταν στο Λονδίνο του 17ου αιώνα 36% και 

µόνο το 1% ξεπερνούσε τα 76 έτη. Οι µόνες ουσιαστικές αλλαγές στους σηµερινούς πίνακες 

ζωής ἡ θνησιµότητας σε σχέση µε τον πίνακα του Graunt είναι ότι σε αυτούς 

χρησιµοποιείται η στιγµή της γέννησης αντί για τη στιγµή της σύλληψης, το µέγεθος της 
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οµάδας είναι διαφορετικό και περιλαµβάνουν περισσότερες πληροφορίες.  

. 

Κατά τη στιγµή επιβιώνουν 

Της σύλληψης 100 

Στο τέλος του 6ου  έτους 64 

Στο τέλος του 16ου έτους  40 

Στο τέλος του 26ου έτους 25 

Στο τέλος του 36ου έτους   16 

Στο τέλος του 46ου  έτους  10 

Στο τέλος του 56ου  έτους  6 

Στο τέλος του 66ου έτους 3 

Στο τέλος του 76ου  έτους   1 

Στο τέλος του 86ου έτους   0 

 

Η ιδέα µπορεί να εφαρµοστεί σε διαφορετικές καταστάσεις ή πληθυσµούς, όχι µόνο 

των ανθρώπων. Βασικός σκοπός είναι η µελέτη της θνησιµότητας ἡ µε θετικούς όρους, του 

µέσου χρόνου της υπολειπόµενης διάρκειας ζωής ή προσδόκιµου ζωής των ατόµων ενός 

πληθυσµού. Οι πίνακες ζωής ή θνησιµότητας για τους ανθρώπινους πληθυσµούς 

καταρτίζονται τόσο σε εθνικό όσο και σε άλλα κατώτερα επίπεδα και οµαδοποιούνται 

σύµφωνα µε γεωγραφικά, εθνογραφικά ή διοικητικά κριτήρια.  

Η µεθοδολογία καταρτισµού τους, περιέχεται στα πρωτόκολλα της Human 

Mortality Database (HMD) όµως ανάλογα µε τον πληθυσµό που µελετάται, µπορεί να 

απαιτούνται προσαρµογές. Αν στην αρχή το βασικό χαρακτηριστικό ενός πίνακα ζωής ή 

θνησιµότητας ήταν το προσδόκιµο ζωής, σήµερα περιλαµβάνει διάφορες βιοµετρικές 

συναρτήσεις που επιτρέπουν την ανάλυση διαφορετικών χαρακτηριστικών του πληθυσµού 

που σχετίζονται µε τη διάρκεια της ζωής των ατόµων. Παρακάτω περιγράφονται οι βασικές 

συναρτήσεις που περιλαµβάνονται συνήθως.  Όλα αυτά τα χαρακτηριστικά αναφέρονται σε 

καθεµία από τις ηλικίες που περιλαµβάνονται στους πίνακες. 

Προσδόκιµο ζωής, EV(x). Το προσδόκιµο ζωής δείχνει το µέσο αριθµό ετών, µετά 

από την τωρινή του ηλικία x, που αποµένουν σε ένα άτοµο να ζήσει αν τα χαρακτηριστικά 

ζωής του πληθυσµού παραµένουν σταθερά. Το ΕV είναι ένας µέσος όρος που βασίζεται στην 

εµπειρία µίας υποθετικής οµάδας ατόµων του ίδιου πληθυσµού. Η διαθέσιµη τεχνολογία 

επιτρέπει τα στοιχεία για τον υπολογισµό αυτού του µέσου όρου να ενηµερώνονται κάθε 

χρόνο, από τα πραγµατικά δεδοµένα θνησιµότητας, αυξάνοντάς έτσι την αξιοπιστία των 

πληροφοριών. 

  Πιθανότητα θανάτου, q(x). Παρά το όνοµα τους, οι πίνακες ζωής δείχνουν συχνά 

τον αριθµό των αναµενόµενων θανάτων ανά 1.000 άτοµα πληθυσµού, δηλαδή την 

πιθανότητα πολλαπλασιασµένη επί 1.000. Αυτός είναι ο λόγος που αυτή η τιµή 

προσδιορίζεται ως «κίνδυνος θανάτου» αντί για µία πιθανότητα. 

Θεωρητικοί θάνατοι, d(x). Είναι ο αριθµός των θεωρητικών θανάτων που 

αντιστοιχούν σε κάθε µία από τις ηλικίες του πίνακα. 

Επιζώντες, L(x). ∆ηλώνει τον αριθµό ατόµων του πληθυσµού που είναι ζωντανοί σε 

µια συγκεκριµένη ηλικία. 

Μέσος όρος ετών που έζησαν το τελευταίο έτος ζωής αυτοί που πεθαίνουν µε 

συµπληρωµένα ηλικία x, m(x). Είναι ο µέσος χρόνος που έζησαν µετά τη συµπλήρωση της 

ηλικίας «εκείνα τα άτοµα του πληθυσµού που πεθαίνουν µε αυτή την ηλικία, 

Σταθερός πληθυσµός στην ηλικία x, ΡΕ(x). Ο συνολικός αριθµός των ετών που 

έζησαν τα άτοµα του πληθυσµού µε συµπληρωµένη ηλικία x. 
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29. Ορισµένοι τύποι 

Υπάρχουν σχέσεις που χρησιµεύον για να κατανοήσοµε πώς γίνονται οι υπολογισµοί. 

Υπάρχουν µερικές προφανείς, όπως αυτή που λέει ότι ο αριθµός επιζώντων στην ηλικία x+1 

είναι ίσος µε αυτόν των επιζώντων µέχρι την αµέσως προηγούµενη ηλικία µείον τους 

θεωρητικούς θανάτους στην ίδια ηλικία L(x+1) = L(x) –d(x). Είναι προφανές ότι η 

πιθανότητα αναµενόµενου θανάτου σε ηλικία x είναι ίση µε την αναλογία µεταξύ 

θεωρητικών θανάτων και επιζώντων σε αυτή την ηλικία q(x) = d(x) / L(x). 

Το προσδόκιµο ζωής αναπαριστά το µέσο αριθµό των ετών ζωής που µένουν σε ένα 

άτοµο ηλικίας x που ανήκει στην αρχική οµάδα. Η τιµή του προκύπτει από το λόγο του 

συνολικού χρόνου (σε έτη) που µένει να ζήσουν τα άτοµα της οµάδας από τότε που θα 

συµπληρώσουν την ηλικία x ετών µέχρι την πλήρη εξαφάνιση τους και τον αριθµό 

επιζώντων της ιδίας οµάδας στην ηλικία x. ∆ηλαδή EV(x)=ΣγχL(y)/L(x). ∆εδοµένου ότι κάθε 

άτοµο που επιβιώνει στην ηλικία x συµβάλλει µε ένα έτος στον συνολικό αριθµό των ετών 

που αποτελούν το σταθερό πληθυσµό και κατά µέσο όρο καθένας από αυτούς που πεθαίνουν 

µε την ηλικία x συµβάλλει µε ( )m x έτη, ο σταθερός πληθυσµός υπολογίζεται  µε την 

έκφραση PE(x)=L(x+1)+m(x)·d(x). 

  

30. Πίνακες ζωής στην Ισπανία 

Ένα µέρος του πίνακα ζωής ή θνησιµότητας των ετών 1991 και 2008 του ισπανικού 

πληθυσµού, ανεξάρτητα από το φύλο που αναφέρεται σε µία οµάδα 100.000 ατόµων. 

Εµφανίζονται µόνο οι βιοµετρικές εξισώσεις που αντιστοιχούν στα πρώτα έτη, στις δεκάδες 

και στα τελευταία έτη. Στους πίνακες, ο κίνδυνος θανάτου εκφράζει τον αριθµό θανάτων ανά 

1.000 άτοµα και οι επιζώντες δηλώνουν τα άτοµα που φθάνουν στην αντίστοιχη ηλικία για 

κάθε 100.000 άτοµα. Επιπλέον, ο µέσος όρος των ετών που έζησαν το τελευταίο έτος ζωής 

στην ηλικιακή οµάδα των 100 και πλέον ετών, αντιστοιχεί στο µέσο όρο των ετών που 

έζησαν µε συµπληρωµένα 100 έτη. Θα συγκρίνουµε αυτά τα δεδοµένα του έτους 2008 µε τα 

αντίστοιχα του έτους 1991. Από τη σύγκριση των πινάκων 1991 και 2008 διαπιστώνεται ότι 

έχει σηµειωθεί µεγάλη βελτίωση στο ποσοστό βρεφικής θνησιµότητας καθώς έχε µειωθεί 

περισσότερο από 50% (72 θάνατοι ανά 1.000 γεννήσεις το 1991 σε σύγκριση µε 34,6 το 

2008). Στις µικρές ηλικίες η κατάσταση είναι παρόµοια.  

Αυτό έχει µεγάλη επίπτωση στον υπολογισµό του µέσου όρου που αντιπροσωπεύει το 

προσδόκιµο ζωής, που πέρασε από 77,08 έτη µε τη γέννηση το 1991 σε 81,24 το 2008, µία 

αύξηση µεγαλύτερη από 4 έτη. Ωστόσο, αν παρατηρήσοµε το προσδόκιµο ζωής µε τη 

συµπλήρωση 65 ετών, επίσηµη ηλικία συνταξιοδότησης στην Ισπανία το 2010, φαίνεται ότι 

εκείνη τη στιγµή το προσδόκιµο ζωής αυξήθηκε από 17,59 χρόνια το 1991 σε σχεδόν 20 το 

2008, δηλαδή µια αύξηση σχεδόν 35 ετών, αρκετά χαµηλότερα από την αύξηση του 

προσδόκιµου ζωής κατά τα γέννηση. Πιο λεπτοµερείς αναλύσεις για κάθε ηλικία είναι 

απαραίτητες στις δηµογραφικές µελέτες και αποτελούν βασικό εργαλείο που συµβάλλει στην 

οργάνωση των κοινωνιών, αφού επιτρέπουν να εκτιµηθούν από τις δαπάνες για συντάξεις 

έως το πιθανό κόστος της υγειονοµικής περίθαλψης. Για τα µελέτη αυτών και άλλων 

ενδιαφερόντων χαρακτηριστικών καταρτίζονται εξειδικευµένοι πίνακες όπως πίνακες ζωής ἡ 

θνησιµότητας ανά φύλο ἡ για «πληθυσµούς χωρίς φυσική ανικανότητα», σύµφωνα µε την 

επίσηµη ορολογία. Επίσης, το προσδόκιµό ζωής έχει ενταχθεί σε δείκτες ευηµερίας ή 

ανθρώπινης ανάπτυξης οι οποίοι µετρούν των κατάσταση των χωρών στο διεθνές πλαίσιο.  

 

31. Ασφάλειες 

Μία από τις πιο προσοδοφόρες επιχειρήσεις στην κοινωνία είναι οι ασφαλιστικές 

εταιρείας. Υπάρχουν πολλοί τύποι (ασφάλισης, ζωής, αυτοκινήτου, υγείας, οικείας). Πίσω 

από όλες αυτές υπάρχει µία σειρά από µαθηµατικούς υπολογισµούς που λαµβάνει υπόψη 
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τόσο το δικό µας κίνδυνο (την πιθανότητα να χρειαστεί να µας πληρώσουν) όσο και το 

χρόνο κατά τον οποίο θα µπορούσαµε να απαιτήσουµε αποζηµίωση για αυτό που έχει 

ασφαλιστεί. Από τις πιο δηµοφιλείς είναι οι ασφάλειες ζωής στις οποίες ένα άτοµο ασφαλίζει 

τη ζωή του, έτσι ώστε αν πεθάνει η οικογένειά του λαµβάνει ένα ορισµένο ποσό που 

ανακουφίζει για την απουσία του. Ο καθορισµός της δόσης που πρέπει να καταβληθεί και 

του ποσού που θα ληφθεί σε περίπτωση θανάτου βασίζονται σε µια σειρά µαθηµατικών- 

στατιστικών υπολογισµών που επιχειρούν να προβλέψουν πόσο χρόνο ακόµα θα ζήσει ο 

ασφαλισµένος. Είναι προφανές ότι η διάρκεια ζωής ενός µεµονωµένου ατόµου δεν είναι 

προβλέψιµη αλλά είναι αλήθεια ότι σε µεγάλους πληθυσµούς παρατηρούνται µία σειρά από 

κανονικότητες που  επιτρέπουν, χρησιµοποιώντας εργαλεία πιθανοτήτων και στατιστικής να 

εκτιµήσουµε το µέσο χρόνο ζωής των ατόµων µίας συγκείµενης οµάδας. 

  Η ύπαρξη ασφαλίσεων είναι παλαιότερη από ότι µπορούµε να φανταστούµε  και 

υπάρχουν τεκµηριωµένες ασφαλίσεις για τον κίνδυνο, ναυαγίων και για τα εµπορεύµατα που 

αποστέλλονται σε πλοία στην αρχαία Ελλάδα και Ρώµη. Στο Μεσαίωνα οι προσκυνητές που 

πήγαιναν στους  Αγίους Τόπους µπορούσαν να υπογράψουν µια «ασφάλισή διάσωσης», έτσι 

ώστε κατέβαλαν ένα τέλος και αν κατά τη διάρκεια του ταξιδιού τους απήγαγαν και 

ζητούσαν λύτρα, τα πλήρωνε ο ασφαλιστής. Ωστόσο, δεν υπήρχε το αντίστοιχο της 

ασφάλειας της οποίας το κεντρικό στοιχείο να είναι ο θάνατος του ασφαλισµένου. Όχι µόνο 

δεν υπήρχε αλλά και θεωρούταν ιεροσυλία, αφού ζωή και θάνατος διέποντας από τα σχέδια 

του Θεού και δε µπορούσαν να γίνουν αντικείµενο µελέτης. Η ασφάλιση της ζωής (ή του 

θανάτου) πήγαινε ενάντια στα σχέδια του δηµιουργού. Η Αναγέννηση χαλάρωσε τις ηθικές 

πεποιθήσεις και βοήθησε την άνθηση των επιχειρήσεων και συνεπώς των ασφαλειών ζωής.  

Ωστόσο, οι χώρες των οποίων οι ηθικοί κανόνες ήταν αυστηρότεροι εξακολουθούσαν 

να µην τις δέχονται  και αν δεν αρκούσε η πειθώ, υπήρχε η ρητή απαγόρευση. Η Ισπανία το 

έκανε το 1570 και η Ολλανδία το 1598. Έναν αιώνα αργότερα, ο υπολογισµός της 

πιθανότητας θανάτου και του προσδόκιµου ζωής είχαν καθιερωθεί για τα καλά και κανείς 

δεν τους αµφισβητούσε. Οι πιο διστακτικοί αρκέστηκαν να διαπιστώνουν ότι οι στατιστικές 

κανονικότητες που παρατηρούνταν στους ανθρώπινους πληθυσµούς ήταν επίσης, ένα σηµάδι 

της θείας τάξης. Ο υπολογισµός του τέλους ή ασφαλίστρου µιας ασφάλειας ακολουθεί 

διαδικασία παρόµοια µε ενός τυχερού παιχνιδιού, οι επιχειρήσεις καθορίζουν την πιθανότητα 

του συνόλου των δυνητικών κινδύνων που ασφαλίζουν, πολλαπλασιάζοντας την πιθανότητα 

του κινδύνου (που εκτιµούν από τα δεδοµένα των τελευταίων ετών) επί το µέσο κόστος του 

και προσθέτοντας όλους τους δυνητικούς κινδύνους. Στο ποσό αυτό προσθέτουν τα έξοδα 

διαχείρισης και το κέρδος που θέλουν να αποκτήσουν. Με όρους παιχνιδιών οι παίκτες είναι 

οι ασφαλισµένοι που παίζουν ενάντια στη µπάνκα, που είναι η ασφαλιστική εταιρεία.  

Ωστόσο, στην περίπτωση αυτή δεν έχουν κανένα συµφέρον να κερδίσουν το βραβείο, 

που σηµαίνει να έχουν κάποιο ατύχηµα και να πάρουν το ποσό ασφάλισης. Για παράδειγµα, 

αν ταξινοµήσουµε τους κινδύνους µίας ασφάλειας αυτοκινήτου σε τρεις κατηγορίες (βλ. 

παρακάτω πίνακα) και οι πληροφορίες που έχει η εταιρεία είναι αυτές που φαίνονται στον 

πίνακα, π µαθηµατική προσδοκία (ΕΜ) του κόστους των ατυχηµάτων θα ήταν: 

ΕΜ=0,003·7.000+0,05·3.000+0,3·500=21+150+150=321€ κατά συνέπειά, το κόστος Β του 

ασφαλιστήριου  συµβολαίου είναι P=EM+έξοδα διαχείρισης + επιθυµητό κέρδος. 

 

Τύπος ατυχήµατος Πιθανότητα Κόστος επανόρθωσης 

Γενική απώλεια 3/1.000 = 0,003 7.000 € 

Σοβαρά 5/100 = 0,05 3.000 € 

Μικρά 3/10 = 0,3 500 € 

 

 

Η ασφάλιση µπορεί να θεωρηθεί ως ένα «παιχνίδι» δυσµενές για τον ασφαλισµένο 



28 

 

σχεδόν όλα τα χρόνια (υπό την προϋπόθεση ότι δεν παθαίνει ατύχηµα), αλλά µε αυτή 

καλύπτεται µε λίγα χρήµατα, από τον κίνδυνο να χρειαστεί να πληρώσει ένα υψηλό ποσό ἡ 

να αγοράσει ένα νέο αυτοκίνητο σε περίπτωση ατυχήµατος, αγοράζοντας µία ασφάλιση, µε 

την καταβολή ενός όχι πολύ υψηλού ποσού κάθε έτος (ή µόνο µία φορά στην περάτωση των 

ταξιδιωτικών ασφαλίσεων) ελπίζουµε να πάρουµε ως βραβείο ότι σε περίπτωση που µας 

συµβεί κάποιο ατύχηµα, που είναι λίγο πιθανό αλλά όχι αδύνατο, να µπορούν να αντέξουµε 

οικονοµικά. Γενικά, οι ασφάλειες µπορούν να θεωρηθούν ως µια λαχειοφόρος αγορά, ένα 

παιχνίδι στο οποίο µπορεί να αξίζει να στοιχηµατίσουµε. 

 

32. Ηλικία συνταξιοδότησης και συντάξεις 

Οι σύγχρονες κοινωνίες µε συστήµατα κοινωνικής προστασίας έχουν ως ένα από τα 

µεγαλύτερα επιτεύγµατά τους τη φροντίδα για τους ηλικιωµένους, στους οποίους χορηγούν 

µία σύνταξη µόλις πάψουν να εργάζονται, όταν φτάσουν σε ένα όριο ηλικίας. Κατ’ 

επανάληψη, σε χώρες µε αυτό το σύστηµα κοινωνικής προστασίας (οι περισσότερες από τις 

ευρωπαϊκές) ανοίγει µία συζήτηση για το αν οι εργαζόµενοι πρέπει να παρατείνουν την 

εργασιακή τους ζωή, δηλαδή αν πρέπει να εργάζονται µέχρι ένα υψηλότερο όριο ηλικίας για 

να έχουν δικαίωµα στη σύνταξη. Αυτό το είδος συζητήσεων, ανεξάρτητα από τη σοβαρότατα 

και την αυστηρότητα µε την οποία αντιµετωπίζονται, έχουν ως βασικό στοιχείο τη διάρκεια 

ζωής. Όσο περισσότερα χρόνια ζει ένα άτοµο τόσο περισσότερα χρόνια θα λαµβάνει τη 

σύνταξή του, υποθέτοντας ότι δεν πεθαίνει πριν φθάσει στην ηλικία συνταξιοδότησης.  

Όπως συµβαίνει µε τις ασφάλειες,  ο προσδιορισµός κατάλληλων πινάκων ζωής ή 

θνησιµότητας και ο υπολογισµός του προσδόκιµου ζωής είναι βασικά στοιχεία για την 

αντιµετώπιση των ζητηµάτων αυτού του είδους. Τώρα, δεν απαιτούνται µόνο κατάλληλοι 

πίνακες, αλλά και µια σωστή ανάλυσή τους, δεδοµένου ότι γενικά, δεν αρκεί να δούµε το 

στοιχείο για το προσδόκιµο ζωής κατά τη γέννηση, αλλά θα απαιτηθεί να αναλυθεί το 

προσδόκιµο ζωής στην ηλικία που µας ενδιαφέρει ή άλλες βιοµετρικές εξώσεις. 

 

33. Άλλες εφαρµογές 

Υπάρχουν πολλές άλλες εφαρµογές των πινάκων ζωής ἡ θνησιµότητας,  τόσο στο 

πλαίσιο των ανθρώπινων πληθυσµών όσο και αλλού. Για παράδειγµα, στη µηχανική ενός 

εξαρτήµατος ή µηχανήµατος που µπορεί να παρουσιάσει βλάβη και πρέπει να 

αντικατασταθεί από άλλο δεν είναι παρά ο υπολογισµός της ωφέλιµης ζωής αυτού του 

εξαρτήµατος. Αναµφίβολα, η ύπαρξή κατάλληλων πινάκων ζωής ή θνησιµότητας είναι 

ζωτικής σηµασίας για πολλές βιοµηχανικός διαδικασίες. Αν και το παραπάνω παράδειγµα 

µπορεί να φαίνεται κάτι χωρίς µεγάλη επιρροή στην καθηµερινή ρουτίνα µας, τίποτα δεν 

απέχει περισσότερο από την πραγµατικότητα. Ας σκεφτούµε ότι αυτό το µηχάνηµα που 

µπορεί να χαλάσει είναι η τηλεόραση ή το πλυντήριό, για να µην πούµε για τις λάµπες που 

χρησιµοποιούµε, Γιατί πράγµα µιλάµε λοιπόν; Ακριβώς για το χρόνο του περνά κατά µέσο 

όρο, µέχρι το πλυντήριο ή η τηλεόρασή να χρειάζονται επισκευή. 

 Μια στιγµή συλλογισµού µας κάνει να δούµε ότι οι κατασκευαστές γνωρίζουν τους 

πίνακες ζωής θνησιµότητας, των εξαρτηµάτων και εµείς όχι. Τι σηµαίνει αυτό; ∆υστυχώς, 

ότι οι κατασκευαστές ορίζουν τις εγγυήσεις των προϊόντων σύµφωνα µε τα προσδόκιµα ζωής 

που εµείς δε γνωρίζουµε. Είναι πιθανό µερικές συσκευές όπως οι τηλεοράσεις να 

παρουσιάσουν λιγότερες βλάβες, όµως άλλες όπως τα πλυντήρια που υπόκεινται σε έντονη 

διαδικασία φθοράς, µπορεί να υποστούν περισσότερες βλάβες και ποιός δεν είχε την αίσθηση 

ότι η βλάβη συνέβη ακριβώς τη στιγµή που έληξε η εγγύηση; 

Η κατάσταση αυτή δεν οφείλεται στην τύχη, αλλά στη µελέτη που κάνουν οι 

εταιρείες για το προσδόκιµο ζωής των προϊόντων τους. Είναι προφανές ότι καµία εγγύηση 

δεν είναι µεγαλύτερη από την αναµενόµενη διάρκεια ζωής της συσκευής, αλλά ακριβώς το 

αντίθετο. Έτσι γίνεται καλύτερα κατανοητό τι αντιπροσωπεύει µια εγγύηση. Ευτυχώς, οι 
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πιθανότητες και η στατιστική είναι γνωστές για όλους όσους θέλουν να τις µελετήσουν, 

γεγονός που επιτρέπει στις αρχές, λαµβάνοντας υπόψη τις πληροφορίες που παρέχονται από 

εµπειρογνώµονες, να αποφύγουν καταχρηστικές πρακτικές και να ορίσουν µια ελάχιστη 

διάρκεια για την εγγύηση των προϊόντων, η οποία είναι υποχρεωτική για τους 

κατασκευαστές. Κάτι για το οποίο είναι επίσης σηµαντικές οι ενώσεις καταναλωτών. 

   

34. Πιθανότητες και στατιστική στην ιατρική πρακτική 

Με τα αποτελέσµατα µερικών κλινικών αναλύσεων, ο ιατρός συµβουλεύεται µια 

σειρά στοιχείων τα οποία, σύµφωνα µε διαδικασίες πιθανοτήτων και στατιστικής, 

του παρέχονται µε κατανοητό τρόπο ώστε να λάβει µέτρα που θεωρεί κατάλληλα. Η τελική 

απόφαση είναι για τον ιατρό. Τα στοιχεία, η επεξεργασία τους και ο τρόπος µε τον οποίο του 

παρέχονται είναι ένα εργαλείο υποστήριξης, για την απόφασή του. Όµως, µερικές από τις 

πληροφορίες µπορεί να έχουν αποφασιστική σηµασία ώστε ο ιατρός να πάρει αποφάσεις ή 

να επιβάλει πρότυπα συµπεριφοράς. Για παράδειγµα, ξέρουµε ότι ορισµένες «συστάσεις», 

µαζί µε τις αγωγές, δείχνουν ότι κάτι είναι «εκτός των κανονικών ορίων». Τι σηµαίνει αυτό 

και πώς αποφασίζεται; Στην ιατρική ως κανονικά όρια ενός συγκεκριµένου χαρακτηριστικού 

εννοούνται αυτά µεταξύ των οποίων βρίσκεται η πλειοψηφία του πληθυσµού στον οποίο 

ανήκουµε και καθορίζονται µε βάση το ΚΟΘ και την κανονική κατανοµή.  

Η διαδικασία για να γίνει αυτό είναι να προσδιοριστεί µεταξύ ποιών τιµών βρίσκεται 

η µέση τιµή µε ορισµένη πιθανότητα, το πρόβληµα που ήδη µελέτησε ο Laplace. Οι τιµές 

µεταξύ των οποίων  πρέπει να είναι o µέσος όρος είναι αυτό που στη σηµερινή στατιστική 

ονοµάζεται διαστήµατα εµπιστοσύνης. Μια παρόµοια περίπτωση είναι όταν ένας 

παιδίατρος λέει ότι το εκατοστηµόριο στο οποίο βρίσκεται ένα παιδί από την άποψη βάρους 

και ύψους είναι 85% ή 95%. Τα διαστήµατα εµπιστοσύνης για τις διαφορετικές ηλικίες που 

χρησιµοποιούν οι παιδίατροι αναφέρονται στα βάθη και ύψη µεταξύ των οποίων είναι ο 

πληθυσµός των παιδιών που αποτελούν τον πληθυσµό αναφοράς.  

Ότι ένα παιδί είναι στο εκατοστηµόριο 80 του ύψους και 75 του βάρους σηµαίνει ότι 

το 80% των παιδιών ίδιας ηλικίας θα είναι το πολύ, ίδιου ύψους µε αυτό και το ίδιο για το 

εκατοστηµόριο 75% όσον αφορά το βάρος.  

Είναι σηµαντικό να έχουµε έναν καλό πληθυσµό αναφοράς αν αυτός που 

χρησιµοποιήθηκε για τον προσδιορισµό της κανονικότητας του ύψους και του βάρους ήταν 

πολύ διαφορετικός από αυτόν που αντιστοιχεί, τα αποτελέσµατα δεν θα είχαν καµιά 

εγκυρότητα. Γι’ αυτό υπάρχουν διαφορετικές ζώνες αναφοράς για αγόρια και κορίτσια, αφού 

το φύλο καθορίζει τον πληθυσµό της αναφοράς. 

 

35. Πιθανότητες και DΝΑ 

Από τα µέσα της δεκαετίας του 1980 η χρήση των προφίλ δεσοξυριβονουκλεϊκου 

οξέος (DΝΑ) χρησιµοποιείται σε δικαστικές υποθέσεις για την απόδειξη πατρότητας, 

οικογενειακής σχέσης µεταξύ διαφορετικών ατόµων, αθωότητας ή ενοχής ποινικών υπόπτων.  

Η ιδέα είναι η σύγκριση  DΝΑ των παιδιών µε αυτό των θεωρούµενων πατέρων στην 

περίπτωση των τεστ πατρότητας, ή του DΝΑ που προέρχεται από δείγµατα πού συλλέχτηκαν 

στη σκηνή ενός εγκλήµατος µε αυτό που λαµβάνεται από τους υπόπτους. Αυτά τα τεστ έχουν 

βελτιωθεί και σήµερα αποτελούν µία βασική απόδειξη σε πολλές νοµικές διαδικασίες λόγω 

της µεγάλης ποικιλίας µεταξύ των προφίλ DNA των διαφορετικών ατόµων ακόµα και αν 

ανήκουν στη ίδια εθνική οµάδα. ∆ιάφορα γεγονότα, όπως η φήµη ορισµένων νοµικών 

υποδέσεων στις οποίες έχει χρησιµοποιηθεί αυτός ο τύπος τεστ οι τηλεοπτικές σειρές όπως 

το CSI έχουν κάνει γνωστές αυτές τις τεχνικές. Αυτό που είναι λιγότερο γνωστό είναι ότι 

πίσω από την ανάπτυξη αυτών των προφίλ DΝΑ βρίσκονται ισχυρά εργαλεία πιθανοτήτων, 

τα οποία έχουν οδηγήσει στη δικαστική στατιστική.  

Μία από τις πρώτες δίκες στις οποίες χρησιµοποιήθηκαν τεστ DΝΑ έγινε στην 
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Αγγλία το 1987 όπου ένας νέος 17 ετών κατηγορήθηκα για το βιασµό και τη δολοφονία δύο 

κοριτσιών, ενός το 1983 και του άλλου το 1987. Ορισµένες περιστασιακές ενδείξεις και το 

ιστορικό του νεαρού έµοιαζαν να τον δείχνουν ένοχο χωρίς πολλές αµφιβολίες. Ο νεαρός 

ζήτησε η ανάλυση του αίµατος και το DNA να συγκριθούν µε τα δείγµατα σπέρµατος που 

βρέθηκαν στα δύο κορίτσια. Το συµπέρασµα ήταν πειστικό τα 2 κορίτσια είχαν βιαστεί από 

το ίδιο άτοµο αλλά δεν ήταν ο κατηγορούµενος. Στις νοµικές υποθέσεις όπου επιχειρείται να 

προσδιοριστεί ο δράστης ή οι δράστες ενός εγκλήµατος µετριέται κάποιο χαρακτηριστικό 

που επιτρέπει τον καθορισµό της πιθανής σχέσης του κατηγορούµενου µε το έγκληµα.  

Η ιδέα είναι απλή, αλλά το πρόβληµα είναι η πρακτική εφαρµογή της. Το θέµα είναι 

να οριστεί κάποιο χαρακτηριστικό που επιτρέπει να αναγνωριστεί µε ακρίβεια ένα άτοµο. 

Ένα από αυτά είναι τα δακτυλικά αποτυπώµατα, τα οποία χρησιµοποιούνται όποτε είναι 

δυνατό, επειδή προσδιορίζουν πολύ καλά ένα άτοµο. Ωστόσο, οποιοσδήποτε 

«επαγγελµατίας» κακοποιός προσπαθεί να µην αφήσει δακτυλικά, αποτυπώµατα και 

επιπλέον, µπορούν να καταστραφούν ή να αλλοιωθούν εύκολα. Το DΝΑ είναι ένα 

χαρακτηριστικό που πλεονεκτεί σε σχέση µε τα αποτυπώµατα επειδή προσδιορίζει µε σχεδόν 

µοναδικό τρόπο ένα άτοµο (εκτός από τους οµοζυγωτούς δίδυµους που µοιράζονται το DΝΑ 

και περιέργως όχι τα δακτυλικά αποτυπώµατα), εκτός του ότι έχει διάφορα προτερήµατα. Το 

πρώτο είναι ότι υπάρχει στον πυρήνα όλων των κυττάρων, έτσι ώστε αρκεί ελάχιστη 

ποσότητα οργανικής ύλης για τη µέτρηση του (µια τρίχα, µια σταγόνα αίµατος, ένα 

αποµεινάρι δέρµατος).  

Το δεύτερο είναι ότι είναι πολύ σταθερό και παραµένει αµετάβλητο για µεγάλο 

χρονικό διάστηµα. Το µόνο µειονέκτηµα είναι οι τεχνολογικοί περιορισµοί για να µετρηθεί 

µε ακρίβεια, αφού αναλύονται µόνο µερικοί γενετικοί δείκτες και αν και το DΝΑ είναι 

πρακτικά µοναδικό, υπάρχουν άνθρωποι που µοιράζονται έναν περιορισµένο αριθµό 

δεικτών. ∆ε θα µιλήσουµε εδώ για τον τρόπο ανάλυσης του DΝΑ, αλλά θα περιγράψουµε 

πώς ο υπολογισµός των πιθανοτήτων συµβάλλει στη λήψη αποφάσεων σχετικά µε το 

θεωρούµενο έγκληµα. Για να το απεικονίσουµε, θα θεωρήσουµε µία απλοποιηµένη 

περίπτωση, λίγο ρεαλιστική αλλά χρήσιµη για τους σκοπούς µας. Έχει διαπραχτεί ένα 

έγκληµα και η αστυνοµία συλλέγει δείγµατα DΝΑ στο χώρο που έγινε και έχει συλλάβει 

έναν ύποπτο, από τον οποίο έχει λάβει DΝΑ. Έστω ότι κάθε δείγµα DΝΑ παράγει ένα απλό 

δεδοµένο, ανεξάρτητα από το αν στη δίκη εµφανίζονται και άλλες δυνατότητες, θα 

θεωρήσουµε ότι υπάρχουν µόνο δύο επιλογές ο ύποπτος είναι ένοχος (Ο) ἡ αθώος (1) και η 

απόφαση θα βασιστεί  στα τεστ DΝΑ. Ο σκοπός, εποµένως, είναι η διάκριση µεταξύ των δύο 

ακόλουθων υποθέσεων:  

1. Τα δείγµατα προέρχονται από το ίδιο άτοµο (C),  

2. Τα δείγµατα προέρχονται από διαφορετικά άτοµα (l). 

Συµβολίζουµε µε Εν (ένδειξη) τη σύµπτωση των δειγµάτων που προέρχονται από το 

DΝΑ που συλλέχτηκαν στον τόπο του εγκλήµατος και του υπόπτου και µε S τις άλλες 

περιπτώσεις. Το θεώρηµα Bayes αναφέρει ότι για δύο γεγονότα Α, Β και συµβολίζοντας µε 

( )/p A B τη δεσµευόµενη πιθανότητα του γεγονότος Α µε δεδοµένο το γεγονός Β, υπό των 

προϋπόθεσή ότι ( ) 0p B ≠ , είναι ( ) ( ) ( )
( )

/
/
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p A B
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⋅
= . Χρησιµοποιώντας το 

συµβολισµό της δεσµευµένης πιθανότητας και το θεώρηµα Bayes, η αναλογία της ενοχής 
προς την αθωότητα δίνεται από 
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Από αυτή την έκφραση φαίνεται ότι οι δύο βασικές πιθανότητες που πρέπει να 
καθοριστούν είναι η πιθανότητα της ένδειξης Εν αν ο ύποπτος είναι ένοχος ή αν είναι αθώος. 
∆εν αρκεί να εξεταστεί µόνο η πιθανότητα της ένδειξης όταν ο ύποπτος είναι αθώος και να 
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βγει το συµπέρασµα ότι µία µικρή τιµή αυτής της πιθανότητας είναι ισχυρή απόδειξη υπέρ 
της ενοχής. Η πιθανότητα της ένδειξης αν ο ύποπτος είναι ένοχος πρέπει επίσης να ληφθεί 
υπόψη. Αυτές οι δύο πιθανότητες δεν είναι συµπληρωµατικές και θα µπορούσαν να είναι και 
οι δύο πολύ µικρές. Σε τέτοιες λεπτές διακρίσεις παίζουν δικηγόροι και εισαγγελείς και µία 
παρερµηνεία αυτών των λεπτών εννοιών των πιθανοτήτων µπορεί να σηµαίνει την καταδίκη 
ενός αθώου ή την αθώωσή ενός ενόχου. Οι τεχνικές των δικηγόρων έχουν µικρή σχέση µε τις 
πιθανότητες και µεγάλη µε τη συµφέρουσα ερµηνεία τους.  

Η προηγουµένη έκφραση δείχνει επίσης την εξάρτισης της αναλογίας ενοχής προς 
την αθωότητα µε βάση άλλον τύπο αποδείξεων (S), που δεν πρέπει να παραµελούνται ποτέ. 
Ο καθορισµός αυτών των πιθανοτήτων της ένδειξης Εν αν ο ύποπτος είναι ένοχος ή αθώος 
είναι ένα από τα αµφιλεγόµενα ζητήµατα στις νοµικές υποθέσεις όπου χρησιµοποιούνται 
τεστ DΝΑ. Χρησιµοποιούνται διαδικασίες που επιτρέπουν  τον καθορισµό τους µε τον πιο 
αντικειµενικό δυνατό τρόπο, όπως η αναζήτηση πληθυσµών αναφοράς στους οποίους 
πραγµατοποιούνται οι υπολογισµοί, χρησιµοποιώντας βάσεις δεδοµένων ανά εθνικότατα ή 
φύλο. Όµως υπάρχουν πολλές περιπτώσεις στις οποίες το πρόβληµα δε λύνεται, καθώς ο 
τρόπος δηµιουργίας βάσεων δεδοµένων και οι υπολογισµοί που γίνονται µε αυτές συνήθως 
δεν είναι διαφανείς. Επιπλέον, στα τεστ DΝΑ µετρούνται συνήθως πολλοί δείκτες και έτσι 
πιθανότητα να έχουν εµφανιστεί όλοι µπορεί να ληφθεί µε τον πολλαπλασιασµό των 
ατοµικών πιθανοτήτων αν γίνει δεκτή η ανεξαρτησία τους, κάτι που είναι ένα άλλο σηµείο 
αµφισβήτησης που χρησιµοποιείται στις δίκες. Τα τεστ DΝΑ είναι πολύ σηµαντικά για την 
αναγνώριση ατόµων σε καταστάσεις πολεµικών συγκρούσεων, καταστροφών ή ατυχηµάτων. 


