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Εισαγωγή 

Ορίζουµε ως κύκλο (C) , µε κέντρο K και ακτίνα R ,το γεωµετρικό τόπο των 

σηµείων Μ του επιπέδου για τα οποία είναι d(M,K)=R δηλαδή, Με(C) ⇔ d(K,M)=R. 

 

1. Αναλυτική εξίσωση του κύκλου 

Θεωρούµε κύκλο (C) µε κέντρο Κ(α, β) και ακτίνα R.Τότε το τυχαίο σηµείο 

Μ(x,y) είναι σηµείο κύκλου ,αν και µόνο ισχύει d(M,K)=R ⇔ 2 2( ) ( )x a y β− + − =R

⇔ 2 2 2( ) ( )x y Rα β− + − =  

Άρα, ο κύκλος µε κέντρο Κ(α, β) και ακτίνα R έχει εξίσωση 2 2 2( ) ( )x y Rα β− + − =  

Αν ειδικά ο κύκλος έχει κέντρο 0(0,0) οπότε α=β=0 τότε έχει εξίσωση  2 2 2x y R+ =   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.1 Παρατηρήσεις 

1) Το σηµείο Ρ(��,��) είναι εσωτερικό  του κύκλου (Κ,R) , αν και µόνο αν ισχύει 

d(M,K)<R⇔ (��–α)2 +(��–β)2<R2  

2) Το σηµείο Ρ(��,��) είναι εξωτερικό  του κύκλου (Κ,R) , αν και µόνο αν ισχύει 

d(M,K)>R⇔ (��–α)2 +(��–β)2>R2 

 

1.2 Παράδειγµα 

Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου µε κέντρο το K(2,–1) και ακτίνα 3. Ποια η θέση των 

Μ(3,1), Ρ(5,4) ως προς τον κύκλο ;  

Λύση 

Ο κύκλος έχει εξίσωση (x-2)2+(y+1)2=32. 

Επειδή (3–2)2+(1+1)2<32 ⇒ το Μ(3,1) είναι εσωτερικό σηµείο του κύκλου. Επειδή (5–

2)2+(4+1)2>32 ⇒ το Ρ(5, 4) είναι εξωτερικό σηµείο του κύκλου. 

 

2. Παραµετρικές εξισώσεις του κύκλου 2 2 2( ) ( )x y Rα β− + − =   

Θεωρούµε  τον κύκλο (C): 2 2 2( ) ( )x y Rα β− + − =  και τις πραγµατικές συναρτήσεις  

	� x R tα συν= +

y R tβ ηµ= +
, t∈ℝ 	� Παρατηρούµε ότι  2 2 2( ) ( )R t R t Rα συν α β ηµ β+ − + + − = ⇔

2 2 2 2( )R t t Rσυν ηµ+ = ⇔  2 2 1t tηµ συν+ =  (ταυτότητα ως προς t) . Άρα,  

Οι συναρτήσεις � x R tα συν= +

y R tβ ηµ= +
, t∈ℝ � είναι παραµετρικές εξισώσεις του (C). 
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3.  Γενική εξίσωση του κύκλου 

 Θεωρούµε τον κύκλο (C) : 2 2 2( ) ( )x y Rα β− + − =  . Η εξίσωση του κύκλου γράφεται 

ισοδύναµα 2 2 2 2 22 2 0x y x y Rα β α β+ − − + + − = ⇔  2 2 0x y x y+ + Α +Β +Γ =  µε 

2αΑ = − , 2βΒ = −  , 2 2 2Rα βΓ = + − . 

Αντίστροφα Κάθε εξίσωση της µορφής x2+y2+Ax+By+Γ=0 γράφεται ισοδύναµα 
2 2

2 2

2 2
x x y y

   Α Β
+Α + + +Β +   

   

2

4

Α
= +

2

4

Β
-Γ⇔

2 2

2 2
x y

Α Β   + + + =   
   

( )2 21
4

4
= Α +Β − Γ  οπότε: 

α) Αν A2+B2-4Γ>0 η εξίσωση  x2+y2+Ax+By+Γ=0 είναι εξίσωση κύκλου µε 

κέντρο το ,
2 2

Α Β Κ − − 
 

και ακτίνα R= 2 21
4

2
Α +Β − Γ . 

β) Αν A2+B2-4Γ=0 η εξίσωση  x2+y2+Ax+By+Γ=0 είναι εξίσωση κύκλου µε 

κέντρο το ,
2 2

Α Β Κ − − 
 

  και ακτίνα R=0 δηλαδή ο κύκλος εκφυλίζεται σε σηµεία. 

  γ) Αν A2+B2-4Γ<0 η εξίσωση  x2+y2+Ax+By+Γ=0 είναι εξίσωση ενός 

φανταστικού κύκλου. Άρα: 

 

Αν A2+B2-4Γ>0 η εξίσωση  x2+y2+Ax+By+Γ=0 είναι εξίσωση  ενός πραγµατικού 

κύκλου µε κέντρο το ,
2 2

Α Β Κ − − 
 

  και ακτίνα R= 2 21
4

2
Α +Β − Γ . 

 

3.1 Παράδειγµα 

Να βρεθεί το κέντρο και η ακτίνα του κύκλου µε εξίσωση 2 2 2 6 6 0x y x y+ − + + =  

Λύση  

Ο κύκλος έχει κέντρο το Κ(1,-3) και ακτίνα R= 2 21
( 2) 6 4 6 2

2
− + − ⋅ =         

2ος τρόπος  
2 2

2 2

2 2 2

0 2 6 6

2 1 1 2 3 9 6 1 9

( 1) ( 3) 2

x y x y

x x y y

x y

= + − + + ⇔

− ⋅ ⋅ + + + ⋅ ⋅ + + = + ⇔

− + + =

 

Άρα Κ(1, –3) και R=2   

 

4. Ριζικός άξονας δυο κύκλων 

Ορίζουµε ως ριζικό άξονα των κύκλων (C1): x2+y2+A1x+B1y+Γ1=0 και (C2): 

x2+y2+A2x+B2y+Γ2=0  την ευθεία (ε): (Α2–Α1)x+(Β2–Β1)y+(Γ2–Γ1)=0 (Οι κύκλοι δεν 

είναι οµόκεντροι). 
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Αν  1 1,
2 2

Α Β Κ − − 
 

, 2 2,
2 2

Α Β Λ − − 
 

 τα κέντρα των (C1) ,(C2) αντίστοιχα, παρατηρούµε 

ότι  1 2 1 2,
2 2

Α −Α Β −Β ΚΛ 
 

����
, 2 1 2 1( , ( )) / /( )V εΒ −Β − Α −Α
��

 οπότε    0VΚΛ ⋅ =
���� ��

 άρα  ο 

ριζικός άξονας είναι κάθετος επί την διάκεντρο των δυο κύκλων.  

 

4.1 Θεώρηµα  

Τα σηµεία που έχουν ίσες δυνάµεις ως προς τους δύο κύκλους, κείνται στο ριζικό άξονα 

των κύκλων. 

Απόδειξη  

Γνωρίζουµε ότι  2 2/ ( , )R MK R∂Μ Κ = − .  

Για τον (C1):  Κέντρο  1 1,
2 2

Α Β Κ − − 
 

, ακτίνα R= 2 2

1 1 1

1
4

2
Α +Β − Γ . 

Για τον (C2):  Κέντρο  2 2,
2 2

Α Β Λ − − 
 

 , ακτίνα R= 2 2

2 2 2

1
4

2
Α +Β − Γ  οπότε 

Αν για το σηµείο 0 0( , )x yΜ  είναι  2 2 2 2

1 2/ ( ) / ( )C C R ρ∂Μ = ∂Μ ⇔ ΜΚ − = ΜΛ − ⇔  

2 2 2 2

2 2 2 21 1 2 2
0 0 1 1 1 0 0 2 2 2

1 1
( 4 ) ( 4 )

2 2 4 2 2 4

B B
x y A B x y A B

Α Α       + + + − + − Γ = + + + − + − Γ       
       

 

( )2 1 0 2 1 0 2 1( ) ( ) 0x y⇔ Α −Α + Β −Β + Γ −Γ =  και άρα το 0 0( , )x yΜ  κείται στο ριζικό 

άξονα (ε) των κύκλων (C1), (C2). 

5. Εξίσωση εφαπτόµενης κύκλου σε σηµείο του  

Ορίζουµε την ευθεία (ε) ως εφαπτόµενη του κύκλου (C) στο σηµείο Ρ, αν και µόνο αν 

είναι κάθετη επί την ακτίνα ΚΡ στο Ρ. Παρατηρούµε ότι  η (ε) εφάπτεται στον (C) ⇔
d(Κ,(ε))=R 

 
 

 

 

 

 

5.1 Θεώρηµα  

Αν 0 0( , )x yΡ  είναι σηµείο του κύκλου (C): 2 2 2( ) ( )x y Rα β− + − =  τότε η εφαπτόµενη 

(ε) του (C) στο  
0 0

( , )x yΡ  έχει εξίσωση 2

0 0( )( ) ( )( )x a x a y y Rβ β− − + − − =  

Απόδειξη   

Το σηµείο Μ(x,y) του επιπέδου ανήκει στην εφαπτόµενη (ε) αν και µόνο αν ισχύει 

0ΡΜ ⊥ ΚΡ ⇔ ΡΜ ⋅ΚΡ =
���� ���� ���� ����

 (και αφού 0 0( , )x x y yΡΜ − −
����

, 0 0( , )x a y βΚΡ − −
����

) έχουµε 

ισοδύναµα 



7 

 

( )

0 0 0 0

2 2

0 0 0 0

2 2 2

0 0 0 0 0 0

2

0 0 0 0 0 0

2

0 0

( )( ) ( )( ) 0

( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )[( )( )] ( )[( )( )]

( )( ) ( )

x a x x y y y

x x x y y y R R

x x x y y y x a y R

x x x x y y y y R

x x y y R

β

α β

α β β

α α β β

α α β β

− − + − − = ⇔

− − + − − + = ⇔

− − + − − + − + − = ⇔

− − − + − − − = ⇔

− − + − − =

 

που είναι η εξίσωση της (ε). 

 

5.2 Παρατήρηση 

Αν ο κύκλος (C) έχει κέντρο το 0(0,0) οπότε α=β=0 η εφαπτόµενη στο σηµείο 0 0( , )x yΡ  

έχει εξίσωση 2

0 0xx yy R+ =  

 

5.3 Θεώρηµα 

Αν 
0 0( , )x yΡ  είναι σηµείο του κύκλου (C): x2+y2+Ax+By+Γ=0 τότε η εφαπτόµενη (ε) 

της (C) στο σηµείο του 
0 0( , )x yΡ  έχει την εξίσωση 

0 0
0 0 0

2 2

x x y y
xx yy A B

+ +   + + + + Γ =   
   

 

Απόδειξη 

Είναι (C): x2+y2+Ax+By+Γ=0 ⇔
2 2 2 2

2 2 2 2

A B A B
x y

   + + + = + −Γ   
   

 

Άρα η εφαπτόµενη (ε) του (C) στο σηµείο του 0 0( , )x yΡ , από το προηγούµενο θεώρηµα 

έχει εξίσωση 
2 2

0 0
2 2 2 2 4 4

A A B B A B
x x y y

     + + + + + = + −Γ     
     

 ⇔

0 0 0
2 2

x x y y
xx yy A B

+ +   + + + + Γ =   
   

. 

 

6. Σχετικές θέσεις ευθείας (ε) και κύκλου (C) 

Θεωρούµε την ευθεία (ε): y=λx+β, λ∈ℝ  και τον κύκλο (C):  x2+y2+Ax+By+Γ=0. Τα 

κοινά σηµεία της (ε) και του (C), αν και όσα υπάρχουν, έχουν ως συντεταγµένες τις 

πραγµατικές λύσεις του συστήµατος 

� y xλ β= +
2 2 0x y x y+ + Α +Β +Γ =

	⇔ � y xλ β= +
2 2 2(1 ) ( 2 ) ( ) 0x xλ λ λ β β+ + Α+Β + Β + +Β +Γ = 	(1)	 

Επειδή 1+λ2≠0 ∀  λ∈ ℝ , η (1) είναι δευτεροβάθµια εξίσωση ∀  λ∈ ℝ . 

� Αν ∆<0 η (ε) και ο (C) δεν έχουν κοινά σηµεία. 

� Αν ∆>0 η (ε) και ο (C) έχουν δύο, διάφορα µεταξύ τους , κοινά σηµεία. 



8 

 

� Αν ∆=0 τότε η (1) έχει διπλή ρίζα την 0 2

( 2 )

2(1 )

A B
x

λ λ
λ

− + + Β
=

+
 οπότε και 

2

0 0 2 2

( 2 ) 2

2(1 ) 2(1 )
y x

λ λ λ β λ λ
λ β β

λ λ
− Α+Β + Β − Α− Β

= + = + =
+ +

.  

Στην περίπτωση αυτή η ευθεία (ε) και ο κύκλος (C), έχουν κοινά δυο σηµεία που 

συµπίπτουν στο 
2

2 2

( 2 ) 2
,

2(1 ) 2(1 )

λ λ β λ λ
λ λ

 − Α+Β + Β − Α− Β
Ρ + + 

. 

Επειδή ,
2 2

Α Β Κ − − 
 

  είναι το κέντρο του (C) έχουµε ότι: 

2 2

( 2 ) ( 2 )
( , ) ,

2(1 ) 2(1 )
x x y y

λ λ β λ β
λ λΡ Κ Ρ Κ

 Α − −Β − Α − −Β
ΚΡ − − ⇔ ΚΡ + + 

���� ����
 ενώ το ( , 1)u λ −

�
 είναι 

κάθετο επί την (ε). Όµως KΡ
����

// u
�

 πράγµα που σηµαίνει ότι η (ε) είναι κάθετη επί την ΚΡ 

στο Ρ και έπεται ότι η (ε) είναι 

εφαπτόµενη του (C). 

Ειδικά  για την ευθεία (ε): x k=  (της 

οποίας δεν ορίζεται ο συντελεστής 

διευθύνσεως) και το κύκλο (C): 

x2+y2+Ax+By+Γ=0 έχουµε ανάλογα 

το σύστηµα  

� x k=
2 2 0x y x y+ + Α +Β +Γ =

	⇔
� x k=

2 2( ) 0y y k k+Β + + Α +Γ = 	(1)	 
Τότε η (ε) εφάπτεται στον (C), αν και 

µόνο η (1) έχει ∆=0⇔
2

2 2 24( ) 0 0
4

B
k Ak k AkΒ − + +Γ = ⇔ + +Γ − =

2 2
2 21

4
2 2 2 2

A A B A A A
k k A B k R

− ± + − Γ
⇔ = ⇔ = − ± + − Γ ⇔ = − ± . 

Άρα οι κατακόρυφες εφαπτόµενες του κύκλου µε κέντρο ,
2 2

Α Β Κ − − 
 

 και ακτίνα R, 

είναι οι ευθείες (ε1): x=
2

A
R− +  και (ε2) : 

2

A
x R= − − . 

7. Σχετικές θέσεις δυο κύκλων (C1), (C2)  

Θεωρούµε τους κύκλους (C1):  x
2+y2+A1x+B1y+Γ1=0 και (C2): x

2+y2+A2x+B2y+Γ2=0.Τα 

κοινά σηµεία των (C1), (C2), αν και όσα υπάρχουν έχουν ως συντεταγµένες τις 
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πραγµατικές λύσεις του συστήµατος 
 2 2

1 1 1 0x y x y+ + Α +Β + Γ =

2 2

2 2 2 0x y x y+ + Α +Β +Γ =
�⇔

� 2 2

1 1 1 0x y x y+ + Α +Β + Γ =

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) 0x yΑ −Α + Β −Β + Γ −Γ = 	(εξίσωση	κοινής	χορδής	 
Για τον ακριβή προσδιορισµό της θέσης των (C1), (C2) χρησιµοποιούµε τις , γνωστές από 

την Ευκλείδεια Γεωµετρία , σχέσεις µεταξύ διακέντρου και ακτινών των κύκλων. 

 

8. Μέθοδοι για τη λύση των ασκήσεων  

8.1 Μέθοδος 1 

Για να βρούµε την εξίσωση ενός κύκλου (C), πρέπει να προσδιορίσουµε ή το 

κέντρο του Κ(α, β) και την ακτίνα R, ή τις σταθερές Α, Β, Γ στη γενική εξίσωση  

x2+y2+Ax+By+Γ=0 δηλαδή και στις δύο περιπτώσεις  τρεις αγνώστους, τους α, β, R ή 

τους Α, Β, Γ. ∆εν πρέπει να ξεχνάµε ότι: 

α) Αν είναι γνωστό το κέντρο Κ(α, β), τότε εφ’ όσον ο κύκλος διέρχεται από το 

γνωστό σηµείο Α πρέπει d(Κ, Α)=R ενώ, αν ο κύκλος εφάπτεται σε γνωστή ευθεία (ε) 

πρέπει d(K,(ε))=R. 

β) Αν ο κύκλος εφάπτεται σε γνωστή ευθεία (ε) στο δοσµένο σηµείο της Α 

,πρέπει ( )KA ε⊥ ⇔ / /uΚΑ
���� �

 , όπου u
�

 το κάθετο διάνυσµα επί την (ε) . 

γ) Αν ο κύκλος εφάπτεται σε δύο ευθείες (ε1), (ε2) πρέπει: d(K,(ε1)=d(K,(ε2)). 

δ) Αν ο κύκλος διέρχεται από τρία γνωστά σηµεία Ρ(x1,y1), Λ(x2,y2), Μ(x3,y3) 

τότε το κέντρο του Κ(α, β) προσδιορίζεται: 

i.Από το σύστηµα  ��( , !) " �( , #)�( , !) " �( ,$%  ή 

ii.Ως τοµή των µεσοκαθέτων των ΡΛ,ΡΜ. 

Ένας άλλος τρόπος είναι να υποθέσουµε ότι (C): x2+y2+Ax+By+Γ=0 και 

απαιτώντας να επαληθεύεται από τις συντεταγµένες των Ρ, Λ, Μ να φθάσουµε σε 

σύστηµα µε αγνώστους Α, Β, Γ απ’ όπου θα τους προσδιορίσουµε. 

 

Εφαρµογή 1  

Να βρεθεί η εξίσωση του  κύκλου (C) στις 

περιπτώσεις: 

α) Έχει κέντρο το Κ(–1,2) και διέρχεται από το Α(2,6) 

β) Έχει διάµετρο το ΑΒ µε Α(3,2) και Β(–1,6) 

γ) Έχει κέντρο το Κ(–2,3) και εφάπτεται στην (ε): x–y–2=0 

Λύση  

α) Επειδή Α ∈(C) ⇔  d(K,Α)=R ⇔ R = 
2 23 4 5+ = , οπότε (C): 2 2 2( 1) ( 2) 5x y+ + − =  

β)Αν Κ είναι το κέντρο του (C)  ⇔  το Κ είναι µέσο του ΑΒ ⇔ Κ(1,4). Τότε 

R=d(K,Α)=
2 22 2 8+ =  οπότε (C): 2 2( 1) ( 4) 8x y− + − =  
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γ) Επειδή ο (C) εφάπτεται στην (ε): x–y–2=0   
2 2

| 2 3 2 | 7
( , ( ))

21 ( 1)
R d K ε

− − −
= = =

+ −
 και 

συνεπώς (C): 2 2 49
( 2) ( 3)

2
x y+ + − = . 

 

 

 

Εφαρµογή 2  

Να βρεθεί  η εξίσωση του κύκλου (C) όταν:   

α) ∆ιέρχεται από τα Α(3, 1), Β(–1, 3) και το κέντρο του είναι σηµείο της (ε): 3x–y–2=0. 

β) ∆ιέρχεται από το Α(1, 2) και εφάπτεται στην ευθεία (ε) : 2x–3y–18=0 στο σηµείο της 

Β(3, –4).  

Λύση 

α) Αν Κ(α, β) είναι το κέντρο του (C) τότε 

 	& ( ) 3 2 0ε α βΚ∈ ⇔ − − =

( ) ( , )C d RΑ∈ ⇔ Κ Α =

( ) ( , )C d RΒ∈ ⇔ Κ Β =
� ⇔ ( , ) ( , )d dΚ Α = Κ Β

' ⇔


 3 2 0α β− − =

2 2 2 2( 3) ( 1) ( 1) ( 3)α β α β− + − = + + −
� ⇔ �3 2α β− =

2β α=
�⇔ � 2α =

4β =
�. Οπότε  

Κ(2,4). Επιπλέον R=d(K, A)= 10 και συνεπώς (C): 2 2( 2) ( 4) 10x y− + − = . 

 

 

 

 

β) Έστω Κ(α, β) το κέντρο του (C). Επειδή ο (C) διέρχεται από τα Α, Β ⇔ d(Κ, Α)=d(Κ, 

Β) ⇔ 2 2 2 2( 1) ( 2) ( 3) ( 4)α β α β− + − = − + + ⇔ 3 5α β− = (1) 



11 

 

Επειδή ο (C) εφάπτεται στην (ε) στο Β⇔ ( ) / /uεΚΒ ⊥ ⇔ ΚΒ
���� �

 όπου (2, 3)u −
�

 διάνυσµα 

κάθετο επί την (ε),και επειδή (3 , 4 )α βΚΒ − − −
����

⇔  (3 * + *4 * -2 *3 (=0⇔ 3α+2β=1 (2).  

Λύνοντας το σύστηµα των (1),(2) βρίσκουµε 
13

11
α =  , 

14

11
β = −  και οπότε 

13 14
,

11 11
K
 − 
 

. 

Ακόµη R=d(Κ,Α)=
10 13

11
 οπότε (C):

2 2
13 14 1300

11 11 121
x y

   − + + =   
   

  

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 3  

Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου (C) που διέρχεται από τα Α(1, 1), Β(1,  –1), 

Γ(2, 0). 

Λύση  

Έστω (C): 2 2 0x y x y+ + Α +Β +Γ =  ο ζητούµενος κύκλος. Τότε: 

/01
02 2 2(1,1) ( ) 1 1 1 1 0CΑ ∈ ⇔ + +Α⋅ +Β⋅ + Γ =

2 2(1, 1) ( ) 1 ( 1) 1 ( 1) 0CΒ − ∈ ⇔ + − + Α⋅ +Β − +Γ =
2 2(2,0) ( ) 2 0 2 0 0CΓ ∈ ⇔ + +Α⋅ +Β⋅ + Γ = 304

05
⇔ 
 2Α + Β + Γ = −

2Α −Β + Γ = −
2 4Α+ Γ = −

�⇔ 
 0Β =
2Α = −

0Γ =

� 

και άρα (C): 2 2 2 0x y x+ − = ⇔ (C): 2 2( 1) 1x y− + = . 

 

Εφαρµογή 4  

Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στην (ε): x+y+13=0 και στην 

(η):7x–y–5=0 στο σηµείο της Α(1, 2). 

Λύση 

Αν Κ(α, β) το κέντρο του ζητούµενου κύκλου, τότε πρέπει 

α) d(K,(ε))=d(Κ,(η)) 
| 13 | | 7 5 |

5 | 13 | | 7 5 |
2 50

α β α β
α β α β

+ + − −
⇔ = ⇔ + + = − − (1) 

β) ( )ηΑΚ ⊥  και επειδή το (7, 1) ( )u η− ⊥
�

 θα είναι / /uΑΚ
���� �

 . Όµως ( 1, 2)α βΑΚ − −
����

 

οπότε ισοδύναµα πρέπει (+ * 1 - * 27 *1 (=0⇔  α+7β=15 (2). 

Λύνοντας το σύστηµα των (1), (2) βρίσκουµε ( 29α = , 2β = − ) ή ( 6α = − , 3β = ) και 

άρα το πρόβληµα έχει ως λύσεις τους κύκλους (C1), (C2) µε κέντρα τα Κ1(29, –2), Κ2(–6, 

3) αντίστοιχα και ακτίνες R1=d(K1, Α)=
2 228 4 784+ = , R2=d(K2, Α)=

2 27 1 50+ =
, οπότε (C1): 

2 2( 29) ( 2) 784x y− + + =  και (C2): 
2 2( 6) ( 3) 50x y+ + − = . 
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Εφαρµογή 5  

Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο Κ(3, –1) και αποτέµνει από την 

(ε):2x–5y+18=0 χορδή µήκους 6. 

Λύση 

Αν ( )εΚΜ ⊥ ⇒ το Μ είναι µέσο του ΑΒ⇒
1

3
2

ΜΑ = ΑΒ =
����� ����

και 

29
( , ( )) 29

29
d εΚΜ = Κ = =

�����
. Από το ορθογώνιο τρίγωνο ΚΜΑ έχουµε: 

2 2
2 38R = ΚΜ + ΜΑ =
����� �����

 οπότε (C): 2 2( 3) ( 1) 38x y− + + =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 6 

Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που εφάπτεται στις (ε1):x+2y=0, (ε2):x+2y–

10=0 και διέρχεται από το Α(1, 2). 

Λύση 

 Αν Κ(α, β) το κέντρο του ζητούµενου κύκλου πρέπει � 1 2( , ( )) ( , ( ))d dε εΚ = Κ

1( , ( )) ( , )d dεΚ = Κ Α
	⇔

	
/01
02 2 2 10

5 5

α β α β+ + −
=

2 2
2

( 1) ( 2)
5

α β
α β

+
= − + − 304

05
⇔


 2 ( 2 10)α β α β+ = ± + −

2 2 2( 2 ) 5 ( 1) ( 2)α β α β + = − + − 
�⇔
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� 5 2α β= −
2 4 3 0β β− + = ⇔ 1β = 	ή	 3β = 		⇔ & ( 3α = 	, 1)β = 	ή

( 1α = − 	, 3)β = 	' 

Άρα το πρόβληµα έχει δυο λύσεις, τους κύκλους (C1), (C2) µε κέντρα αντίστοιχα τα 

Κ1(3, 1), Κ2(–1, 3) και ακτίνες 1 1 2 2( , ) 5, ( , ) 5R d K R d= Α = = Κ Α =  δηλαδή τους     

(C1): 
2 2( 3) ( 1) 5x y− + − = ,  (C2): 

2 2( 1) ( 3) 5x y+ + − = . 

 

8.2 Μέθοδος 2  

Για να βρούµε την εξίσωση µιας εφαπτόµενης (ε) του κύκλου (C) που σχηµατίζει 

γνωστή γωνία µε δοσµένη ευθεία (η) τότε: 

α) Από τη γνωστή γωνία (7, 89 ) υπολογίζουµε αρχικά το λε  από το λη (εφόσον 

ορίζεται). Έτσι:  Αν (ε)//(η) ε ηλ λ⇒ =  . Αν 
1

( ) ( ) , 0ε η
η

ε η λ λ
λ
−

⊥ ⇒ = ≠ . 

Αν (8, 79 ) =φ οπότε 
1

ε η

ε η

λ λ
εϕϕ

λ λ

−
= ⇒

+ i
λε γνωστό οπότε είναι (ε):y=λx+k και αποµένει να 

υπολογιστεί ο k∈ℝ . 

β) Ο υπολογισµός του k γίνεται από την ισοδυναµία: Η (ε) εφάπτεται στον κύκλο 

(C), αν και µόνο αν, η απόσταση του κέντρου του κύκλου από την (ε) είναι ίση µε την 

ακτίνα R του κύκλου  ή από την απαίτηση το σύστηµα των εξισώσεων του κύκλου και της 

(ε) να έχει διπλή λύση. 

Ένας άλλος τρόπος λύσης του προβλήµατος, είναι ο ακόλουθος: 

1) Υποθέτουµε 0 0( , )x yΡ  το σηµείο επαφής του (C) και της ζητούµενης ευθείας 

(ε) οπότε γράφουµε την εξίσωση της (ε). Βρίσκουµε το λε (µε την βοήθεια των 0 0,x y ) και 

το εξισώνουµε µε την τιµή που πρέπει να έχει από τις απαιτήσεις του προβλήµατος και 

όπως αναπτύχθηκε στο α) προκύπτει εξίσωση (1) µε αγνώστους τα 0 0,x y . 

2) Από το ότι οι συντεταγµένες του 0 0( , )x yΡ  επαληθεύουν και την εξίσωση (C) 

προκύπτει εξίσωση (2) µε αγνώστους τα x0,y0.  

Λύνοντας το σύστηµα των (1),(2) προσδιορίζουµε το 0 0( , )x yΡ και άρα την (ε). 

 

8.2.1 Σηµείωση 

Αν ο λε δεν ορίζεται τότε έχουµε (ε): x=k και από την απαίτηση «η (ε) πρέπει να 

εφάπτεται στον (C)», προσδιορίζουµε το k∈ℝ . 

 

Εφαρµογή 7 

Να βρεθούν οι εφαπτόµενες του (C): 2 2 4 2 4 0x y x y+ − − − =  που είναι 

παράλληλες προς τον άξονα y΄y. 

Λύση  

Η ζητούµενη εφαπτόµενη (ε) έχει εξίσωση x k=  , k∈ℝ  ⇔ (ε): 0x k− = . Ο 

δοσµένος κύκλος έχει κέντρο το Λ(2,1) και ακτίνα R=3. Συνεπώς:  
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Η (ε) εφάπτεται στον (C) ⇔
2 2

| 2 |
( , ( )) 3 | 2 | 3 1

1 0

k
d R k kε

−
Λ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = −

+
 ή k=5 

οπότε οι ζητούµενες εφαπτόµενες είναι οι (ε1): 1x = −  , (ε2): 5x = .  

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 8 

Να βρεθούν οι εφαπτόµενες (ε)  του (C): 2 2 2 4 0x y x y+ − + =  που είναι κάθετες 

επί την (η): x–2y+9=0. 

Λύση 

 Είναι λη =
1

2
 και αφού ( ) ( ) 2εε η λ⊥ ⇒ = − . Άρα, (ε): 2 ( ) : 2 0y x k x y kε= − + ⇔ + − =  

ο δοσµένος κύκλος έχει κέντρο Λ(1,-2) και ακτίνα 5R = . Άρα, η (ε) εφάπτεται στον 

(C) 
2

| 2 1 ( 2) |
( , ( )) 5 5 5

2 1

k
d R k kε

+ − −
⇔ Λ = ⇔ = ⇔ = ⇔ = ±

+

i
. 

Άρα, οι λύσεις του προβλήµατος είναι οι ευθείες (ε1): 2 5y x= − +  , (ε2): 2 5y x= − −  

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 9 

Να βρεθούν οι εφαπτόµενες (ε) του (C): 2 2 4 2 8 0x y x y+ − + − =  που είναι 

παράλληλες προς την (η): 2x+3y+1=0. 

Λύση 

α τρόπος  

Θα λύσουµε το πρόβληµα προσδιορίζοντας το σηµείο επαφής 0 0( , )x yΡ της (ε) και του 

(C). Η (ε) ως εφαπτόµενη του (C) στο 0 0( , )x yΡ  έχει εξίσωση 

 
και επειδή πρέπει  να είναι παράλληλη στην (η) : 2x+3y+1=0, πρέπει και αρκεί να είναι 

0 0
0 0 0 0 0 04 2 8 0 ( 2) ( 1) ( 2 8) 0

2 2

x x y y
xx yy x x y y y x

+ +
+ − + − = ⇔ − + + + − − =
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/01
02 :; 0 2x − 0 1y +2 3 ;: " 0
:; 0 02 8y x− − 0 1y +1 3 ;: = | ; 0 2x − 0 02 8y x− −2 1 ; | ? 0304

05
⇔


 0 0
3 2 8x y− =

0 0 0 06 2 25 5 2 14 0x y x y− + + + − + ≠
�⇔ & 0 0

3 2 8x y− =

0 0

41
11,

2
x y≠ − ≠ −

' 

Είναι όµως το 0 0( , )x yΡ σηµείο του (C) 2 2

0 0 0 04 2 8 0x y x y⇔ + − + − =  

Λύνοντας το σύστηµα 

/01
02 0 03 2 8x y− =

2 2

0 0 0 04 2 8 0x y x y+ − + − =

0 0

41
11,

2
x y≠ − ≠ − 304

05
 βρίσκουµε & 0( 0x = 	, 0 4)y = − 	ή

0( 4x = 	, 0 2)y = 		 ' 

Άρα, τα σηµεία επαφής της (ε) και του (C) είναι τα Ρ1(0, –4), Ρ2(4, 2) και συνεπώς οι 

ζητούµενες εφαπτόµενες οι (ε1): 2x+3y+12=0,  (ε2): 2x+3y–14=0. 

 

 

 

 

 

 
 

 

β τρόπος  

Είναι 
2

3
ηλ = −  και αφού πρέπει να είναι (ε)//(η) 

2

3
ελ⇒ = −  οπότε  

(ε):
2

3
y x k= − + .  Έστω το & 2

3
y x k= − +

2 2 4 2 8 0x y x y+ − + − =

'⇔
& 2

3
y x k= − +

2 213 12( 4) 9( 2 8) 0x k x k k− + + + − = 	(1)'. Η (ε) εφάπτεται στον (C), αν και µόνο η (1) 

έχει ως διπλή ρίζα ⇔ ∆=0 ⇔ 23 2 56 0 4k k k− − = ⇔ = − ή 
14

3
k = . Συνεπώς, λύσεις του 

προβλήµατος είναι οι ευθείες (ε1): 
2

4
3

y x= − −   , (ε2): 
2 14

3 3
y x= − + . 

γ τρόπος  
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Ο δοσµένος κύκλος έχει κέντρο Λ(2, –1) και ακτίνα 13R = . Η ζητούµενη ευθεία (ε) 

είναι (ε): 
2

3
y x k= − + ( ) : 2 3 3 0.x y kε⇔ + − =  Η (ε) εφάπτεται στον (C) ⇔

4 3 3
( , ( )) 13 1 3 13 4

13

k
d R k kε

− −
Λ = ⇔ = ⇔ − = ⇔ = − ή 

14

3
k =  κ.ο.κ.  

 

Εφαρµογή 10  

Να βρεθούν οι εφαπτόµενες (ε) του (C): 2 2( 1) ( 2) 13x y− + + =  που σχηµατίζουν 

γωνίας 45�  µε την (η): x–5y+1=0 

Λύση  

Πρέπει να είναι	(7, 8)@ =450 ή  (8, 7)@ = 45�  ενώ 
1

5
ηλ = . Άρα, 

/00
01
000
2 εφ(7, 8)@ " 1

351
11 2

1
5

ε
ε η

ε
η ε

ε

λλ λ
λ

λ λ λ

−−
⇔ = ⇔ = ⇒

+ ⋅ +
		(ε): � " CD � = E

εφ(8, 7)@ " 1

351
11 2

1
5

ε
η ε

ε
ε η

ε

λλ λ
λ

λ λ λ

−−
⇔ = ⇔ = − ⇒

+ ⋅ +
	(ε): � " * DC = E

 

Συνεπώς, οι ζητούµενες ευθείες είναι της µορφής (ε1): 3x–2y+2k=0 και (ε2): 2x+3y–

3k=0. Ο δοσµένος κύκλος έχει κέντρο το Λ(1, –2) και ακτίνα 13R = . Άρα, 

� Η (ε1) εφάπτεται στον (C) ⇔ 1

3 4 2
( , ( )) 13 3

13

k
d R kε

+ +
Λ = ⇔ = ⇔ =  ή

10k = −  οπότε, δυο λύσεις του προβλήµατος είναι οι ευθείες µε εξισώσεις 3x–2y+6=0,  

3x–2y–20=0. 

� Η (ε2) εφάπτεται στον (C) ⇔  
2

2 6 3
( , ( )) 13 3

13

k
d R kε

− −
Λ = ⇔ = ⇔ = ή 

17

3
k = −  οπότε, άλλες δυο λύσεις του προβλήµατος είναι οι ευθείες µε εξισώσεις 2x+3y–

9=0 , 2x+3y+17=0. 

 

8.3 Μέθοδος 3 

  Αν από το σηµείο Ρ(ξ, η) που είναι εξωτερικό του κύκλου (C): 
2 2 2( ) ( )x a y Rβ− + − = , φέρουµε τις εφαπτόµενες ΡΑ, ΡΒ όπου Α,Β είναι τα σηµεία 

επαφής, τότε η εξίσωση ΑΒ βρίσκεται ως εξής: Υποθέτουµε ότι είναι 1 1( , )x yΑ  και 

2 2( , )x yΒ  οπότε: 


 2

1 1 1( ) : ( )( ) ( )( )x x y y Rε α α β β− − + − − =

2

2 2 2( ) : ( )( ) ( )( )x x y y Rε α α β β− − + − − =
� και αφού το Ρ(ξ, η) είναι σηµείο των 

(ε1),(ε2) έπεται  
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 2

1 1( )( ) ( )( )x y Rα ξ α β η β− − + − − =

2

2 2( )( ) ( )( )x y Rα ξ α β η β− − + − − =
� ⇔ ΑΒ: 2( )( ) ( )( )x y Rα ξ α β η β− − + − − =  

διότι, είναι φανερό από τις σχέσεις (1) ότι η εξίσωση (x–α)(ξ–α)+(y–β)(η–β)=R2 

επαληθεύεται από τις συντεταγµένες των Α,Β. Άµεσα στη συνέχεια, µπορούν να 

προσδιοριστούν τα Α,Β ως τοµές της ευθείας ΑΒ και του (C). Με βάση τα παραπάνω 

λύνουµε προβλήµατα στα οποία ζητάµε την απόσταση του Ρ από το ΑΒ ή το εµβαδόν 

του τριγώνου ΡΑΒ. 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

Εφαρµογή 11 

Από σηµείο Ρ(6,1) φέρνουµε εφαπτόµενες ΡΑ, ΡΒ προς τον κύκλο (C): 
2 2( 1) ( 2) 4x y+ + − = . Να βρεθεί η εξίσωση της ΑΒ. 

Λύση 

Υποθέτουµε ότι είναι Α(x1, y1), Β(x2, y2). Τότε έχουµε 

� 1 1 1( ) : ( 1)( 1) ( 2)( 2) 4x x y yε + + + − − =

2 2 2
( ) : ( 1)( 1) ( 2)( 2) 4x x y yε + + + − − =

	 και αφού το Ρ(6,1) είναι σηµείο των (ε1), (ε2) 

έπεται ότι   

� 1 1( 1)(6 1) ( 2)(1 2) 4x y+ + + − − =

2 2( 1)(6 1) ( 2)(1 2) 4x y+ + + − − =
	⇔ ΑΒ: (x+1)(6+1)+(y-2)(1-2)=4⇔ ΑΒ:7x–y+5=0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 12  

Από σηµείο Ρ(6, –8) φέρνουµε τις εφαπτόµενες ΡΑ, ΡΒ προς τον κύκλο (C): 

x2+y2=25. Να υπολογιστεί η απόσταση Ρ από την ΑΒ. 

Λύση 
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Υποθέτουµε ότι είναι 1 1( , )x yΑ , 2 2( , )x yΒ . Τότε έχουµε � 1 1 1
( ) : 25xx yyε + =

2 2 2( ) : 25xx yyε + =
	 και αφού 

Ρ(6, –8) είναι σηµείο των (ε1,ε2) έπεται � 1 16 8 25x y− =

2 2
6 8 25x y− =

	 ⇒  ΑΒ:6x–8y=25. 

Συνεπώς, είναι 
6 6 8 ( 8) 25 75

( , ) 7,5
1036 64

d
⋅ − ⋅ − −

Ρ ΑΒ = = =
+

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 13 

Από το σηµείο Ο(0, 0) φέρνουµε τις εφαπτόµενες ΟΑ, ΟΒ προς τον κύκλο (C): 
2 2( 2) ( 4) 4x y− + − = . Να υπολογιστεί το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ. 

Λύση 

Βρίσκουµε αρχικά την εξίσωση ΑΒ εργαζόµενοι όπως παραπάνω. Έτσι έχουµε AB: (x–

2) (0–2)+(y–4) (0–4)=4 ⇔ ΑΒ:x+2y-8=0. 

 Οι συντεταγµένες των Α, Β είναι οι λύσεις του συστήµατος   

� � = 2� * 8 " 0
2 2( 2) ( 4) 4x y− + − =

�⇔ & ( 0, 4)x y= =

16 12
,

5 5
x y

 = = 
 

' Οπότε Α(0,4) και 
16 12

,
5 5

 Β 
 

. Συνεπώς, 

για το εµβαδόν του τριγώνου ΟΑΒ έχουµε  ΕΟΑΒ=
GDH0 0 10 4 1GIJ GDJ 1H=

GDK0 4GIJ GDJ K=
CDJ .  
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8.4 Μέθοδος 4   

Αν από σηµείο Ρ(ξ, η) που είναι εξωτερικό του κύκλου (C): 
2 2 2( ) ( )x y Rα β− + − =  φέρουµε τις εφαπτόµενες ΡΑ,ΡΒ και ζητάµε τις εξισώσεις τους 

ή τη γωνία (!L, !M)@   (οπότε αρκεί να βρεθούν τα λΡΑ, λΡΒ ) εργαζόµαστε ως εξής: 

α) Θεωρούµε τις ευθείες που διέρχονται από το Ρ(ξ, η), δηλαδή τις ευθείες µε 

εξισώσεις x=ξ , y–η=λ(x–ξ) , λ∈ℝ . 

β) Εξετάζουµε αν η ευθεία (ε): x=ξ εφάπτεται στον κύκλο (C), δηλαδή αν το 

σύστηµα � � " N
2 2 2( ) ( )x y Rα β− + − = 	� έχει διπλή λύση στο 2

ℝ , ή ισοδύναµα αν το κέντρο 

Λ(α, β ) του κύκλου έχει την ιδιότητα: d(Λ,(ε))=R. 

γ) Έστω το � � " O� * (ON * 7)
2 2 2( ) ( )x y Rα β− + − = 	�⇔

� � " O� * (ON * 7)
2 2 2( ) [ ( ) ] 0x x Rα λ λξ η β− + − − − − = 	(1)�. Απαιτούµε η (1) να έχει διπλή ρίζα ως 

προς x ⇔ ∆=0 (2). Η εξίσωση (2) είναι εξίσωση ως προς λ , µε ρίζες τα ζητούµενα λΡΑ, 

λΡΒ. Είναι φανερό ότι αν έχει διαπιστωθεί πως η ευθεία x=ξ είναι εφαπτόµενη του (C), 

τότε η (2) είναι πρωτοβάθµια εξίσωση ως προς λ. Στη συνέχεια βρίσκουµε τις εξισώσεις 

των ΡΑ, ΡΒ ή την γωνία τους. 

 Είναι δυνατόν οι συντελεστές διευθύνσεως των ευθειών (ε): y–η=λ(x–ξ) ⇔  (ε): 

λx–y+(η–λξ)=0 που εφάπτεται στον (C), να προσδιοριστούν και από την απαίτηση 

d(Λ,(ε))=R , όπου Λ(α, β ) το κέντρο του δοσµένου κύκλου.  

 

Εφαρµογή 14  

Από την αρχή Ο των αξόνων φέρνουµε τις εφαπτόµενες προς τον κύκλο (C): 
2 2( 3) ( 2) 4x y− + − = . Να βρεθεί η γωνία τους. 

Λύση 

Οι ευθείες που διέρχονται από το Ο(0,0) έχουν εξισώσεις x=0 και y=λx, λ∈ℝ . 

Επειδή το σύστηµα � � " 0
2 2( 3) ( 2) 4x y− + − = � δεν έχει πραγµατικές λύσεις, έπεται ότι η 

ευθεία x=0 και ο κύκλος δεν έχουν κοινά σηµεία. Άρα οι εφαπτόµενες που άγονται από 

το 0 ως προς τον (C) είναι της µορφής y=λx. Για να τις βρούµε θεωρούµε το σύστηµα: � � " O�
2 2( 3) ( 2) 4x y− + − =

�⇔ � � " O�
2 2(1 ) 2(2 3) 9 0x xλ λ+ − + + = 	(1)� Η ευθεία (ε): y=λx 

εφάπτεται στον (C) αν και µόνο αν η (1) έχει διπλή ρίζα ⇔ ∆=0⇔
2 24(2 3) 4 9(1 ) 0λ λ+ − ⋅ + = ⇔ 0λ =  ή 

12

5
λ = . Άρα, οι εφαπτόµενες του (C)  που 

άγονται από το 0(0,0) είναι ο άξονας x’x και η ευθεία (ε): 
12

5
y x=   οπότε η γωνία τους 

ω προσδιορίζεται από της σχέση εφω= ελ
12

5
= . 

β τρόπος 
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Ο δοσµένος κύκλος έχει κέντρο Λ(3, 2) και ακτίνα R=2. Οι ευθείες που 

διέρχονται από το 0(0,0) είναι οι y΄y: x=0, (ε): y=λx µε λ∈ℝ . Επειδή d(Λ,y΄y)=3≠R ο 

άξονας y’y δεν εφάπτεται στον κύκλο. Η (ε): y=λx ⇔  (ε): λx–y=0 εφάπτεται στον 

κύκλο d(Λ,(ε))=R⇔ 2 2

2

3 2
2 9 12 4 4 4

1

λ
λ λ λ

λ

−
= ⇔ − + = +

+
25 12 0 0λ λ λ⇔ − = ⇔ = ή 

12

5
λ =  κ.ο.κ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 15  

Να βρεθεί η γωνία των εφαπτοµένων που άγονται από το Ρ(3, 6) προς την 

περιφέρεια (C): 2 2( 1) 4x y− + =  . 

Λύση 

Οι ευθείες που άγονται από το Ρ(3,6) είναι οι x=3 , y–6=λ(x-3) µε λ∈ℝ . 

Θεωρούµε το σύστηµα :� � " 3
2 2( 1) 4x y− + = �⇔ � � " 32 0y = �⇔ � � " 3

1 2
0y y= = � .  

Άρα η ευθεία x=3 είναι εφαπτόµενη του (C). 

Θεωρούµε το � ( ) : 6 ( 3)y xη λ− = −
2 2( ) : ( 1) 4C x y− + =

	⇔ �� " O� * (3O * 6)2 2( 1) 4x y− + =
�⇔  

� � " O� * (3O * 6)
2 2 22 1 (3 6) 2 (3 6) 4 0x x x xλ λ λ λ− + + + − − − − =

�⇔
� � " O� * (3O * 6)

2 2 2(1 ) 2[ (3 6) 1] (3 6) 3 0x xλ λ λ λ+ − − + + − − =
� 

Η (η) εφάπτεται στην (C), αν η δευτεροβάθµια εξίσωση έχει διπλή ρίζα ⇔ ∆=0⇔
2 24[ (3 5) 1] 4(1 )[(3 6) 3] 0λ λ λ λ− + − + − − = ⇔

2 2 2 2 2(3 5) 1 2 (3 6) (3 6) 3 (3 6) 3 0λ λ λ λ λ λ λ λ− + + − − − + − − + =
4

3
λ⇔ = . Οπότε η 

δεύτερη εφαπτόµενη που άγεται από το Ρ προς την (C) είναι η (ε): 

4
6 ( 3) ( ) : 4 3 6 0

3
y x x yε− = − ⇔ − + = . 

Άρα σφ(!L, !M)@ " 4

3
εεϕϕ λ λΡΒ= = = . 
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Εφαρµογή 16 

Από το σηµείο Ρ(4, 2) φέρνουµε τις εφαπτόµενες ΡΑ, ΡΒ προς την περιφέρεια 

(C): 2 2 10x y+ = . Να βρεθεί η γωνία (ΡΑ, ΡΒ). 

Λύση 

Οι ευθείες που διέρχονται από το Ρ(4,2) έχουν εξισώσεις: x=4 και y–2=λ(x–4) λ∈ℝ . 

Θεωρούµε το σύστηµα � � " 4
2 2 10x y+ = 	�⇔ �� " 4

y∉ℝ % 
Άρα η ευθεία x=4 δεν έχει κοινά σηµεία, συνεπώς δεν εφάπτεται στην (C).  

Έστω το σύστηµα �� * 2 " O(� * 4)2 2 10x y+ = 	 �⇔ �� " O� * (4O * 2)2 2 10x y+ =
�⇔  

� � " O� * 2(2O * 1)
2 2[ 2(2 1)] 10 0x xλ λ+ − − − =

�⇔
� � " O� * (4O * 2)

2 2 2(1 ) 4 (2 1) 4(2 1) 10 0x xλ λ λ λ+ − − + − − = 	(1)�(Σ) 

Η ευθεία y–2=λ(x–4) εφάπτεται στην (C), αν και µόνο αν το (Σ) έχει διπλή λύση ⇔ η (1) 

έχει διπλή λύση ως προς x ⇔ � 21 0λ+ ≠Q " 0 %⇔  

2 2 2 216 (2 1) 4(1 )[4(2 1) 10] 0λ λ λ λ− − + − − = ⇔
2 2 2 2 2 216 (2 1) 16(2 1) 40 16 (2 1) 40 0λ λ λ λ λ λ− − − + − − + = ⇔ 2 25 2(2 1) 5 0λ λ− + + = ⇔

3λ2-8λ-3=0  (2). Οι ρίζες της (2) είναι τα λΡΑ ,λΡΒ. 

Επειδή 
3

1
3

λ λΡΑ ΡΒ

−
⋅ = = − ⇒ ΡΑ ⊥ ΡΒ⇒  L!M@ " 1 ορθή. 
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8.5 Μέθοδος 5 

Για να βρούµε τις κοινές εφαπτόµενες των κύκλων (C1): 
2 2

1 1 1 0x y x y+ + Α +Β + Γ = , (C2): 
2 2

2 2 2 0x y x y+ + Α +Β + Γ =  εργαζόµαστε ως εξής: 

α) Βρίσκουµε τα κέντρα και υπολογίζουµε τις ακτίνες των (C1), (C2) .  

Έτσι 1 1,
2 2

−Α −Β Κ  
 

, 2 2,
2 2

−Α −Β Λ 
 

 , 2 2

1 1 1

1
4

2
R = Α +Β − Γ , 2 2

2 2 2

1
4

2
ρ = Α +Β − Γ  

β) Κατακόρυφες εφαπτόµενες της (C1) είναι οι ευθείες 1

2

A
x R

−
= ± . 

    Κατακόρυφες εφαπτόµενες της (C2) είναι οι ευθείες 2

2

A
x ρ

−
= ± . 

Βρίσκουµε αν υπάρχει κοινή εφαπτόµενη των (C1), (C2) δηλαδή κοινή εφαπτόµενη των 

(C1), (C2) της οποίας δεν ορίζεται ο συντελεστής διευθύνσεως.  

γ) Για να βρούµε τις κοινές εφαπτόµενες της µορφής (ε): y=λx+β µε λ∈ℝ , θεωρούµε τα 

συστήµατα � (8): y " λx = β(C1):	 2 2

1 1 1 0x y x y+ + Α +Β + Γ =
�   , � (8): y " λx = β(C2):	 2 2

2 2 2 0x y x y+ + Α +Β + Γ =
� 

Απαιτούµε καθένα από αυτά να έχει διπλή λύση. Από το µηδενισµό των 
διακρινουσών των δευτεροβάθµιων εξισώσεων που θα προκύψουν, θα έχουµε σύστηµα 

ως προς λ, β που από τις πραγµατικές λύσεις του θα έχουµε τις κοινές εφαπτόµενες των 

(C1), (C2). Στο ίδιο σύστηµα ως προς λ, β θα καταλήξουµε και αν απαιτήσουµε d(Κ, 

(ε))=R και d(Λ,(ε))=ρ.  

δ) Ο διαχωρισµός των εσωτερικών από τις εξωτερικές κοινές εφαπτόµενες 

γίνεται µε βάση την παρατήρηση ότι τα κέντρα των περιφερειών κείνται σε διαφορετικά 

ηµιεπίπεδα σε σχέση µε την εσωτερική κοινή εφαπτόµενη και στο ίδιο ηµιεπίπεδο σε 

σχέση µε την εξωτερική κοινή εφαπτόµενη. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 17 

Να βρεθούν οι κοινές εξωτερικές εφαπτόµενες των περιφερειών (C1): 
2 2 4x y+ =  

και (C2): 
2 2( 6) 9x y− + =   

Λύση 

Η (C1) έχει κέντρο το Ο(0, 0)  και ακτίνα R=2 ενώ η (C2) έχει κέντρο το Κ(6, 0) και ρ=3. 

Παρατηρούµε ότι η (C1) έχει ως  κατακόρυφες εφαπτόµενες τις ευθείες x=0+2, x=0–2  

ενώ η (C2) τις x=6+3, x=6–3 άρα οι περιφέρειες δεν έχουν  κατακόρυφη κοινή 

εφαπτόµενη. Ας είναι τώρα (ε): y=λx+β ⇔ (ε):λx–y+β=0 µια κοινή εφαπτόµενη των 
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(C1), (C2).Τότε :��W0, (8)X " Y�WZ, (8)X " [� ⇔ & 22 1β λ= +

26 3 1λ β λ+ = +
'⇔ /1

2 22 1β λ= +

3
6

2
λ β β+ = 34

5
⇔

/1
2 22 1β λ= +

3
6

2
λ β β+ = ± 34

5
⇔ /1
2 22 1β λ= +

12λ β= 	ή 12

5
λ β

−
= 34

5
⇔

/01
02 2( 12 ,6 1)β λ λ λ= = +

212
,6 5 1

5
β λ λ λ

− = = + 
 304

05
⇔

1 12
,

35 35
λ β

 
= = 
 

 ή 
1 12

,
35 35

λ β
− 

= − = 
 

 ή   
5 12

,
11 11

λ β
− 

= = 
 

  

ή  
5 12

,
11 11

λ β
− 

= = 
 

. Συνεπώς οι 4 κοινές εφαπτόµενες των (C1), (C2) έχουν 

εξισώσεις 

(ε1):
1 12

35 35
y x= + , (ε2):

1 12

35 35
y x= − − , (ε3): 

5 12

11 11
y x= −  

(ε4):
5 12

11 11
y x

−
= +  

Για να βρούµε τις εσωτερικές και εξωτερικές εφαπτόµενες έχουµε 

Από την (ε1): 
1 12

35 35
y x= + . Θεωρούµε το f1(x, y)= 

1 12

35 35
x y− + . 

Επειδή f1(0, 0)= 
12

35
>0 και f1(6, 0)= 

18
0

35
>  τα κέντρα Ο(0, 0), Κ(6, 0) των (C1), (C2)  

κείνται στο ίδιο ηµιεπίπεδο σε σχέση µε την κοινή εφαπτόµενη (ε1). Άρα, η (ε1) είναι 

κοινή εξωτερική εφαπτόµενη. Όµοια συνεχίζουµε για τις (ε2), (ε3), (ε4). 
 

Εφαρµογή 18 

Να βρεθούν οι κοινές εφαπτόµενες των περιφερειών (C1): 
2 2( 3) 4x y+ − =   και 

(C2): 
2 2( 5) 9x y− + = . 

Λύση 

Αν Κ, Λ τα κέντρα των (C1), (C2) και R, ρ οι ακτίνες τους αντίστοιχα, έχουµε Κ(0, 3), 

R=2 και Λ(5, 0), ρ=3. Συνεπώς 

 
Κατακόρυφες	εφαπτόμενες	της	(C1)	είναι	οι �� " 0 * 2� " 0 = 2	Κατακόρυφες	εφαπτόμενες	της	(C2)	είναι	οι	 c� " 5 * 3� " 5 = 3304

05
⇔

/01
02 Η	ευθεία	x " 2είναι	κοινή	κα *τακόρυφη	εφα *πτόμενη	των(C1), (C2)	 304

05
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Θεωρούµε τυχαία ευθεία (ε): y=λx+β, λ∈ℝ  του επιπέδου. Η (ε) είναι κοινή εφαπτόµενη 

των (C1),(C2)  ⇔ ��W , (8)X " Y�W#, (8)X " [� ⇔

/01
02 2

3
2

1

β

λ

− +
=

+

2

5
3

1

λ β

λ

+
=

+ 304
05

  ⇔  

& 23 2 1β λ− = +

25 3 1λ β λ+ = +
' ⇔  /1

2 23 2 1β λ− = +

3
5 3

2
λ β β+ = − 34

5		⇔
/0
001
000
2 23 2 1β λ− = +

3
5 ( 3)

2
λ β β+ = −ή

23 2 1β λ− = +

3
5 ( 3)

2
λ β β+ = − − 30

004
000
5

 

Έχουµε (Σ1):  
 23 2 1β λ− = +

10 9β λ= +
� και (Σ2): /1

2 23 2 1β λ− = +

9 10

5

λ
β

−
= 34

5
  

Έχουµε (Σ1):  
 10 9β λ= +

210 6 2 1λ λ+ = +
�⇔ � 10 9β λ= +

2 2(5 3) 1λ λ+ = +
	  ⇔ & 10 9β λ= +

15 33

24
λ

− ±
=

' ⇔

/00
1
002 15 33 33 5 33

,
24 12

λ β
 − + +

= =  
 ή

15 33 33 5 33
,

24 12
λ β
 − − −

= =  
 300

4
005

 . Άρα οι ευθείες 
15 33 33 5 33

24 12
y x

   − + +
= +      
   

 

και 
15 33 33 5 33

24 12
y x

   − − −
= +      
   

 είναι κοινές εφαπτόµενες των (C1),(C2). 

Ακόµη είναι (Σ2) ⇔ /1
2 9 10

5

λ
β

−
=

23 2 1β λ− = + 34
5

 ⇔

/01
02 9 10

5

λ
β

−
=

2

23 5
1

5

λ
λ

+  = + 
  304

05 		⇔  

/01
02 9 10

5

λ
β

−
=

8

15
λ = 304

05
⇔  

8 11
,

15 15
λ β = = 
 

  οπότε και η 
8 11

15 15
y x= +  είναι κοινή εφαπτόµενη 

των (C1), (C2). Τελικά λοιπόν, οι κοινές εφαπτόµενες των (C1),(C2) είναι  οι ευθείες: 
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x=2,  
15 33 33 5 33

24 12
y x

   − + +
= +      
   

,  
15 33 33 5 33

24 12
y x

   − − −
= +      
   

, 

8 11

15 15
y x= +   

 

8.6 Μέθοδος 6 

Όταν θέλουµε να δείξουµε ότι ο µεταβλητός κύκλος διέρχεται από ένα ή δυο 

σταθερά σηµεία, τότε απαιτούµε η εξίσωση του κύκλου να επαληθεύεται από τις 

συντεταγµένες του σταθερού σηµείου 0 0( , )x yΡ  για κάθε τιµή της παραµέτρου (που 

υπάρχει στην εξίσωση του κύκλου), οπότε φθάνουµε σε µηδενικό πολυώνυµο  που, από 

το µηδενισµό των συντελεστών του έχουµε το ζητούµενο. 

 

Εφαρµογή 19 

∆είξτε ότι οι κύκλοι (C): 2 2(1 ) (1 ) 2 2 0x y xλ λ λ+ + + − − =  µε 1+λ≠0 διέρχονται 

από 2 σταθερά σηµεία. 

Λύση 

Οι κύκλοι (C) διέρχονται από το σταθερό σηµείο 0 0( , )x yΡ  αν και µόνο ισχύει ότι 

2 2

0 0 0(1 ) (1 ) 2 2 0x y xλ λ λ+ + + − − =  { }1λ∀ ∈ − − ⇔ℝ
2 2 2 2

0 0 0 0 0( 2) ( 2 ) 0x y x y xλ+ − + + − =  

{ }1λ∀ ∈ − − ⇔ℝ 
 2 2

0 0 2 0x y+ − =

2 2

0 0 02 0x y x+ − =
�⇔ 
 0 1x =

2 2

0 0 2 0x y+ − =
� ⇔ � 0 1x =

0 1y = ±
	 

∆ηλαδή διέρχονται από τα σταθερά σηµεία Ρ1(1, 1) και Ρ2(1, –1). 

 

Εφαρµογή 20 

Στους θετικούς ηµιάξονες Ox , Oy κινούνται τα  Α, Β ώστε µΟΑ+ΟΒ =
����������

 

σταθερό. Να δειχθεί ότι οι κύκλοι µε διάµετρο ΑΒ, διέρχονται από σταθερό σηµείο, 

διάφορο του Ο. 

Λύση 

Έστω ότι tΟΑ=
����

, (0, )t µ∈   οπότε tµΟΒ = −
����

 και  άρα Α(t, 0), Β(0, µ–t). Αν Κ το 

κέντρο ενός κύκλου διαµέτρου ΑΒ, τότε ,
2 2

t tµ − Κ  
 

 και   

 2 2 21 1
( )

2 4
R R t tµ = ΑΒ ⇒ = + − 

����
 οπότε  

 (C): 

2 2

2 21
[ ( ) ]

2 2 4

t t
x y t t

µ
µ

−   − + − = + − ⇔   
   

 (C): 2 2 ( ) 0x y tx t yµ+ − + − = . 

Ο (C) διέρχεται από σταθερό σηµείο Ρ(x0, y0) διάφορο του Ο(0, 0), αν και µόνο αν ισχύει
2 2

0 0 0 0( ) 0x y tx t yµ+ − + − =  (0, )t µ∀ ∈  µε  0 0( , ) (0,0)x y ≠ ⇔
2 2

0 0 0 0 0( ) ( ) 0y x t x y yµ− + + − =  (0, )t µ∀ ∈  µε   
0 0( , ) (0,0)x y ≠ ⇔
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/01
02 0 0

0y x− =

2 2

0 0 0 0x y yµ+ − =

0 0( , ) (0,0)x y ≠ 304
05
⇔

/01
02 0 0

x y=

2 2

0 0 0 0x y yµ+ − =

0 0y ≠ 304
05

 ⇔ 
 0 0 0x y= ≠

2

0 02y yµ=
�⇔ 0 0

2
x y

µ
= =   και 

άρα ο (C) διέρχεται από το σταθερό σηµείο ,
2 2

µ µ Ρ 
 

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 21  

Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου (C) που διέρχεται από τα κοινά σηµεία των 

(C1): 
2 2( 1) ( 5) 50x y− + + = , (C2): 

2 2( 1) ( 1) 10x y+ + + =  και το κέντρο του είναι  σηµείο 

της ευθείας (ε): x+y=0. 

Λύση 

Τα κοινά σηµεία των (C1), (C2) έχουν συντεταγµένες τις λύσεις του 

� 2 2( 1) ( 5) 50x y− + + =	 2 2( 1) ( 1) 10x y+ + + =
	⇔ � 2 2 2 10 24 0x y x y+ − + − =

2 2 2 2 8 0x y x y+ + + − =
	⇔ � 4 8 16 0x y− + − =

2 2 2 2 8 0x y x y+ + + − =
	 

⇔ � � * 2� = 4 " 0
2 2 2 2 8 0x y x y+ + + − =

� ⇔ 
(� " *4, � " 0)ή(� " 0, � " 2) �  

Άρα, ο ζητούµενος κύκλος (C) διέρχεται από τα Α(–4, 0), Β(0, 2) και το κέντρο του Κ 

ανήκει στην (ε): x+y=0. Αν συνεπώς είναι Κ(α, β)  πρέπει: � ( )εΚ∈

( , ) ( , )d dΚ Α = Κ Β
� ⇔

� + = - " 0
2 2 2 2( 4) ( 2)α β α β+ + = + −

	⇔ � + = - " 02+ = - " *3%⇔ �+ " *3- " 3 % δηλαδή Κ(–3, 3) και 

R=d(Κ,Α)=√10 οπότε (C): 2 2( 3) ( 3) 10x y+ + − =  
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Εφαρµογή 22 

Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου (C) που διέρχεται από τα Α(1, 2), Β(3, 4) και 

εφάπτεται στην (ε): 3x+y–3=0. 

Λύση 

Αν Κ(α, β) είναι το κέντρο του ζητούµενου κύκλου (C) πρέπει:  

� �( , L) " �( , M)�( , L) " �( , (8))%⇔ /01
02 2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 3) ( 4)α β α β− + − = − + −

2 2
3 3

( 1) ( 2)
10

α β
α β

+ −
− + − = 304

05
 

⇔ � + = - " 5
2 29 6 2 34 41 0α β αβ α β+ − − − + =

� ⇔

/01
02 ( 4α = , 1)β = 		 1(4,1)K⇔ή

3 7
,

2 2
α β = = 
 

		
2

3 7
,

2 2
K

 ⇔  
 

 

Είναι τότε R1=d(Κ1, Α)=√10 ,  R2=d(K2, Α)= 
10

2
. Οπότε (C1): 

2 2( 4) ( 1) 10x y− + − =  

και (C2): 

2 2
3 7 10

2 2 4
x y

   − + − =   
   

. 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 23 

Να βρεθεί η εξίσωση του εγγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου που σχηµατίζει η 

ευθεία (ε): 3x–5y+15=0 µε τους άξονες. 

Λύση 

Η ευθεία (ε) τέµνει τους άξονες στα Α(0, 3) και Β(–5, 0). Το κέντρο Ι του εγγεγραµµένου 

κύκλου στο τρίγωνο ΟΑΒ θα είναι η τοµή των εσωτερικών διχοτόµων των γωνιών του 

τριγώνου. Η διχοτόµος ΟΙ, ως διχοτόµος της δεύτερης γωνίας των αξόνων, έχει εξίσωση 

y=–x .Οι διχοτόµοι της γωνίας Α έχουν εξισώσεις: 

  

/01
02 2 2

3 5 15
(3 34) 5 15 0

9 25 1 0

x y x
x y

− +
= ⇔ − − + =

+ +

2 2

3 5 15
(3 34) 5 15 0

9 25 1 0

x y x
x y

− +
= − ⇔ + − + =

+ + 304
05

  Θεωρούµε το πολυώνυµο 

( , ) (3 34) 5 15f x y x y= + − + και έχουµε f(0, 0)=15>0, f(–5, 0)= 5 34 0− <  δηλαδή τα 

f(x,y) παίρνει τιµές ετερόσηµες για τις συντεταγµένες των Ο, Β. Άρα, η εξίσωση 

(3 34) 5 15x y+ − + =0  είναι η εξίσωση της εσωτερικής διχοτόµου της Α. 
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Το κέντρο Ι του εγγεγραµµένου κύκλου, θα έχει ως συντεταγµένες τη λύση του 

συστήµατος � � " *�
(3 34) 5 15x y+ − + " 0� ⇔ 
 � " *�

15

8 34
x

−
=

+
� οπότε 

15 15
,

8 34 8 34

− 
Ι  + + 

 

και 1

15
( , ' )

8 34
d x x yρ = Ι = =

+
. Συνεπώς είναι 

 (C):

2 2 2

15 15 15

8 34 8 34 8 34
x y

     
+ + − =     + + +     

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 24 

Από το  σηµείο Ρ(6, 4) φέρνουµε τις εφαπτόµενες ΡΑ,ΡΒ προς την περιφέρεια 

(C): 2 2 8 12 0x y x+ − + = . Να βρεθούν α) d(Ρ,ΑΒ), β) ΕΡΑΒ, γ) Η γωνία καθεµιάς από τις 

ΡΑ, ΡΒ µε τον άξονα y’y. 

Λύση 

α)  Για να βρούµε την εξίσωση της ΑΒ έχουµε Lh	 ( ) 1 1
1 1 1 1 1 1

6
, : 8 12 0 6 4 8 12 0

2 2

x x x
x y xx yy x yΡ∈ΡΑ+ +

Α ⇒ ΡΑ + − + = → + − + = 	
	Αν		 ( ) 2 2

2 2 2 2 2 2

6
, : 8 12 0 6 4 8 12 0

2 2

x x x
x y xx yy x yΡ∈ΡΒ+ +

Β ⇒ ΡΑ + − + = → + − + = 304
05

 

⇔ ΑΒ: 
6

6 4 8 12 0 : 2 6 0
2

x
x y x y

+
+ − + = ⇔ ΑΒ + − =  

Είναι συνεπώς d(Ρ, ΑΒ)=
6 2 4 6 8

1 4 5

+ −
=

+

i
 

β) Οι συντεταγµένες των Α,Β είναι οι λύσεις του συστήµατος:  

� LM: � = 2� * 6 " 0(j): 2 2 8 12 0x y x+ − + =
�⇔ � � " 6 * 2��(5� * 8) " 0%⇔ 
 (� " 6, � " 0)14 8

,
5 5

x y
 = = 
 

�⇔ 
 L(6,0)
14 8

,
5 5

 Β 
 

�. 

Τότε  d(Α,Β)= 

2 2

2

16 8 320 8 5

5 5 5 5

   + = =   
   

 

Οπότε  ΕΡΑΒ=
1 1 8 5 8 64

( , ) ( , ) 6,4
2 2 5 105

d dΑ Β ⋅ Ρ ΑΒ = ⋅ ⋅ = =  

γ) Επειδή Ρ(6, 4), Α(6, 0) ο λΑΡ δεν ορίζεται οπότε ΑΡ//y’y.  
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Αν kl " (M!, �′�)@  έχουµε  
3

4

y y

x x
σϕω εϕϕ λ Ρ Β

ΒΡ
Ρ Β

−
= = = =

−
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 25 

Υπολογίστε το µ ∈ℝ  αν η χορδή που ορίζει η ευθεία (ε): y=2x+3 στην 

περιφέρεια (C): 2 2 2 2 0x y x yµ µ+ − − =  φαίνεται υπό ορθή γωνία από την αρχή των 

αξόνων. 

Λύση 

Παρατηρούµε ότι η αρχή 0 των αξόνων είναι σηµείο της περιφέρειας (C). Αν συνεπώς 

ΑΒ είναι η χορδή που ορίζει η (ε) στην (C), τότε αφού είναι(LnM) " 1@  έπεται ότι η ΑΒ 

είναι διάµετρος της (C) ⇔   το κέντρο Κ της (C) είναι σηµείο της (ε) (και αφού Κ(µ, µ)) 

⇔  µ=2µ+3⇔ µ=–3.  

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 26 

Να βρεθεί η ευθεία  της δέσµης κ(x–y+2)+µ(2x+y–5)=0, 0κ µ+ ≠  που ορίζει 

στην περιφέρεια (C): 2 2( 1) ( 2) 4x y− + + =  χορδή µήκους 6 .    

Λύση 

Αν Κ είναι το κέντρο της (C), έχουµε Κ(1, –2) και R=2. Φέρνουµε ( )εΚΜ ⊥  όπου (ε) η 

ζητούµενη ευθεία. Είναι τότε 
1 1

6
2 2

ΑΜ = ΑΒ =
����� ����

 οπότε από το ορθογώνιο τρίγωνο 

ΚΜΑ⇔ 2 2 2 2 1 10 10
4 6

4 4 2
RΚΜ = −ΑΜ ⇔ ΚΜ = − = ⇔ ΚΜ =

�����
i . 

d(Κ, (ε))= 
10

2
. Εφόσον η (ε) ανήκει στη δοσµένη δέσµη, έχει εξίσωση  (ε):(κ+2µ)x+(–

κ+µ)y+(2κ–5µ)=0. Τότε d(Κ,(ε))=
10

2
 

2 2

( 2 ) 2( ) (2 5 ) 10

2( 2 ) ( )

κ µ κ µ κ µ

κ µ κ µ

+ − − + + −
⇔ = ⇔

+ + − +
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2 28 22 5 0 (4 )(2 5 ) 0κ κµ µ κ µ κ µ− + = ⇔ − − =  4µ κ⇔ =  ή 
2

5
µ κ=  µε κ≠0 οπότε, µε 

αντικατάσταση στην εξίσωση  της δέσµης, βρίσκουµε τις ζητούµενες ευθείες που είναι οι 
3x+y–6=0 και 3x–y=0. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 27 

Να βρεθούν οι εφαπτόµενες του (C): 2 2 2 6 9 0x y x y+ − − + =  που σχηµατίζουν 

γωνία 45�  µε την (η): x–y–4=0. 

Λύση 

Αν (ε) η ζητούµενη εφαπτόµενη θέλουµε να είναι (7, 8)@ = 45� ή  (8, 7) "@ 45� . Επειδή 

λη=1 πρέπει να είναι 

/01
02	 45εϕ =� 8o(7, 8) "@ 1

1
1 1

ε η ε

ε η ε

λ λ λ
λ λ λ

− −
⇔ =

+ +
	εξίσωση	αδύνατη	

45εϕ =� εφ(8, 7)@ " 1
1 0

1 1

η ε ε
ε

η ε ε

λ λ λ
λ

λ λ λ

− −
⇔ = ⇔ =

+ + 304
05

  

Επειδή λε=0 45εϕ =� ⇔ (ε):y=β.  

Θεωρούµε το σύστηµα � � " -
2 2 2 6 9 0x y x y+ − − + =

� ⇔ � � " -
2 22 6 9 0x x β β− + − + = 	(1)�.  

Η (ε) εφάπτεται στον (C) ⇔  η (1) έχει διπλή ρίζα ⇔ ∆=0 ⇔
2 24 4( 6 9) 0 6 8 0β β β β− − + = ⇔ − + = ⇔  β=2 ή β=4 και άρα δυο λύσεις του 

προβλήµατος είναι οι ευθείες µε εξισώσεις y=2 και y=4. Επειδή κατά την αναζήτηση του 

λε φθάσαµε σε εξίσωση αδύνατη, εξετάζουµε αν οι  κατακόρυφες  εφαπτόµενες του (C) 

είναι λύση του προβλήµατος. 

Ο δοσµένος κύκλος (C) έχει κέντρο Κ(1, 3) και ακτίνα R=1 οπότε οι κατακόρυφες 

εφαπτόµενες του είναι οι ευθείες (ε1): x=1–1=0 και (ε2): x=1+1⇔ x=2. Είναι τότε  8o( 1,η ε 	)@ 1
1

ηλ
= = ⇒ ( 1,η ε )@

 45= �  και εφ 2( , )η ε@
 

1
1

ηλ
= = ⇒

2( , )η ε@ 45= � . Τελικά οι 

λύσεις του προβλήµατος είναι οι ευθείες µε εξισώσεις x=0 , x=2 , y=2, y=4.  
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Εφαρµογή 28 

Βρείτε τις εξισώσεις των κύκλων που εφάπτονται στις ευθείες x=0, y=0, 1
2 3

x y
+ = . 

Λύση 

Αν Κ(α, β) το κέντρο ενός  από τους ζητούµενους κύκλους, τούτο πρέπει και αρκεί να 

ισαπέχει   από τις ευθείες y’y: x=0, x’x: y=0 και (ε): 3x+2y-6=0 ⇔

2 2 2 2 2 2

3 2 6

1 0 0 1 3 2

a β α β+ −
= = ⇔

+ + +

 α β=

3 2 6 13α β α+ − =
�⇔

� β α= ±

3 2 6 13α β α+ − = ±
	 (Σ)  

Οι λύσεις του (Σ) είναι η ένωση των λύσεων των συστηµάτων: � - " +
3 2 6 13α β α+ − =

�  (Σ1) ,  � - " +
3 2 6 13α β α+ − = −

� (Σ2) , � - " *+
3 2 6 13α β α+ − =

� (Σ3), 

� - " *+
3 2 6 13α β α+ − = −

� (Σ4) . Λύνοντας τα συστήµατα αυτά βρίσκουµε: 

α) (Σ1) ⇔
6

5 13
α β= =

−
 οπότε 

6 6
,

5 13 5 13

 
Κ  − − 

 , 
6

5 13
R a= =

−
 

β) (Σ2) ⇔
6

5 13
α β= =

+
οπότε 

6 6
,

5 13 5 13

 
Κ  + + 

,
6

5 13
R a= =

+
 

γ) (Σ3) ⇔  
6 6

,
1 13 13 1

α β= =
− −

 οπότε 
6 6

,
1 13 13 1

 
Κ  − − 

 , 
6

13 1
R a= =

−
 

δ) (Σ4) ⇔
6 6

,
1 13 1 13

α β
−

= =
+ +

, οπότε 
6 6

,
1 13 1 13

− 
Κ  + + 

,
6

1 13
R a= =

+
 οπότε 

εύκολα βρίσκουµε τις εξισώσεις των ζητούµενων κύκλων. 

 

Εφαρµογή 29 

Να βρεθεί η εξίσωση της περιφέρειας που διέρχεται από τα σηµεία τοµής των 

(C1): 
2 2 8 6 0x y x y+ − − =  , (C2): 

2 2 4 6 0x y x+ + − =   και το Α(2,0). 

Λύση 

Οι συντεταγµένες των σηµείων τοµής Β, Γ των (C1),(C2) είναι οι λύσεις του 

� 2 2 8 6 0x y x y+ − − =
2 2 4 6 0x y x+ + − =

	⇔ �*12� * 6� = 6 " 02 2 4 6 0x y x+ + − =
� � � " 1 * 2�

2 2 4 6 0x y x+ + − =
�⇔

� � " 1 * 2�
2 21 4 4 4 6 0x x x x+ − + + − =

�  ⇔ �� " 1 * 2�
2 1 0x − =

� ⇔ �(� " 1, � " *1)(� " *1, � " 3)% 
Άρα, τα σηµεία τοµής των (C1),(C2) είναι τα Β(1, –1), Γ(–1,3). Αν (C): 

2 2 0x y x By+ +Α + +Γ =  είναι η περιφέρεια που διέρχεται από τα Α(2 ,0),   Β(1, –1), Γ(–

1,3) έχουµε 
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(2,0) ( ) 4 2 0CΑ ∈ ⇔ + Α+Γ =

(1, 1) ( ) 2 0CΒ − ∈ ⇔ + Α−Β+ Γ =

( 1,3) ( ) 10 4 0CΓ − ∈ ⇔ −Α+ Β+Γ =

'⇔  � L " 0M " *2q " *4	 ⇔  (C): 2 2 2 4 0x y y+ − − = . 

 

Σηµείωση 

Οι άπειρες περιφέρειες που διέρχονται από τα σηµεία τοµής των (C1): 
2 2

1 1 1 0x y x y+ + Α +Β +Γ = , (C2): 
2 2

2 2 2 0x y x y+ + Α +Β +Γ =  αποτελούν δέσµη 

περιφερειών µε εξίσωση 2 2 2 2

1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0x y x y x y x yκ µ+ + Α +Β + Γ + + + Α +Β + Γ =  

µε 0κ µ+ ≠  ή µονοπαραµετρικά  

2 2 2 2

1 1 1 2 2 2( ) ( ) 0, 1x y x y t x y x y t+ + Α +Β +Γ + + + Α +Β +Γ = ≠ − .  

Έχοντας υπόψη τα παραπάνω, η άσκηση λύνεται ως εξής: Η ζητούµενη περιφέρεια έχει 

εξίσωση της µορφής  

(C): 2 2 2 2( 8 6 ) ( 4 6) 0x y x y t x y x+ − − + + + − =  και  αφού (2,0) ( )CΑ ∈
2 2 2 2(2 0 8 2 6 0) (2 0 4 2 6) 0t⇔ + − − + + + − =i i i 6 12 2t t⇔ = ⇔ =  οπότε 

 (C): 2 2 2 2( 8 6 ) 2( 4 6) 0x y x y x y x+ − − + + + − = 2 2 2 4 0x y y⇔ + − − = . 

 

Εφαρµογή 30 

Έστω οι περιφέρειες (C): 
2

2 2 9 1
4 2 0,

2 2
x y x y

µ
µ µ µ µ+ − − + − − = ∈ℝ . ∆είξτε ότι  όταν 

το µ µεταβάλλεται , εφάπτονται σε δυο σταθερές ευθείες. 

Λύση 

Οι περιφέρειες (C) έχουν κέντρα τα Κµ(2µ, µ) και αντίστοιχες ακτίνες 

2
2 2 2

11 9 1 1
( 4 ) ( 2 ) 4 2( 1)

2 2 2 2 2
Rµ

µµ
µ µ µ µ

+ 
= − + − − − − = + = 

 
. 

Έστω ευθεία (ε): Αx+Βy+Γ=0, 0Α + Β ≠ . Η (ε) εφάπτεται στις περιφέρειες (C) αν και 

µόνο, για κάθε µ∈ℝ  είναι  d(Κµ ,(ε))=Rµ
2 2

2 1

2

µ µ µΑ+ Β+Γ +
⇔ =

Α +Β
 µ∀ ∈ℝ

2 2 2 22[ (2 ) ] ( 1) ( )µ µ⇔ Α+Β +Γ = + Α +Β  µ∀ ∈ℝ  
2 2 2 2 2 2 2 2(7 8 ) 2[2 (2 ) ] (2 ) 0µ µ⇔ Α +Β + ΑΒ + Γ Α+Β −Α −Β + Γ −Α −Β = µ∀ ∈ℝ  
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/1
2 2 27 8 0Α +Β + ΑΒ =

2 22 (2 ) 0Γ Α+Β −Α −Β =
2 2 22 0Γ −Α −Β = 34

5
⇔ & (L = M)(7L = M) " 0

2 22 (2 ) 0Γ Α+Β −Α −Β =
2 2 22 0Γ −Α −Β =

'⇔
/0
01
00
2 
M " *L2ΑΓ = Α

2 2Γ = Α

�
ή


 M " *7L25ΑΓ = − Α
2 225Γ = Α

�30
04
00
5
⇔

/01
02 cM " *Lq " L r⇒ 1 1( ) : 0 ( ) : 1 0x y x yε εΑ −Α +Α = ⇔ − + =ή	cM " *7Lq " *5Lr 2 2( ) : 7 5 0 ( ) : 7 5 0x y x yε ε⇒ Α − Α − Α = ⇔ − − = 304

05
 

 Το Α≠0 γιατί, στην αντίθετη περίπτωση είναι και Β=0, άτοπο από 0Α + Β ≠ . 

 

Εφαρµογή 31.  

Κύκλος (C) εφάπτεται στους άξονες Ox,Oy στα Α,Β αντίστοιχα. Αν σηµείο Γ του Ox 

φέρνουµε εφαπτόµενη ΓΕ του κύκλου και ονοµάζουµε ∆ την τοµή της ΕΑ µε τον άξονα 

y’y. ∆είξτε ότι Ο∆ = ΑΓ
���� ����

. 

Λύση 

Αν Α(α, 0) τότε Β(0, α) , Κ(α, α) , R=α και (C): 2 2 2( ) ( )x yα α α− + − = . Ας είναι Γ(β, 0). 

Τότε x x β αΓ ΑΑΓ = ΑΓ = − = −
���� ����

 (1). Η εξίσωση της ΑΕ είναι: 

2( )( ) ( )(0 )x y aα β α α α− − + − − = ⇔  ΑΕ: ( ) ( ) 0x ayβ α α β α− − − − = . 

Επειδή  το ∆ είναι τοµή της ΑΕ και του άξονα y’y βρίσκουµε ότι ∆(0, – (β–α)) οπότε 

έχουµε ( )y β α β α∆Ο∆ = Ο∆ = = − − = −
���� ����

 . (2) 

Από (1), (2) έχουµε Ο∆ = ΑΓ
���� ����

. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Εφαρµογή 32 

Έστω τετράγωνο ΑΒΓ∆ και ευθεία (ε) που διέρχεται από το Α και τέµνει την ΒΓ στο Ε 

και την Γ∆ στο Ζ. Αν Μ είναι το µέσο της ΒΕ, δείξτε ότι ΖΜ εφάπτεται στην 
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εγγεγραµµένη περιφέρεια του τετραγώνου. Αν Ρ είναι η τοµή των ΖΜ, ∆Ε. ∆είξτε ότι το 

Ρ κείνται στην περιγεγραµµένη περιφέρεια του τετραγώνου. 

Λύση 

α) Θεωρούµε ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων  µε αρχή Α και / /i BΑ
� ����

, / /j Α∆
� ����

Έστω ότι 

είναι Β(2α, 0). Τότε ∆(0, 2α), Γ(2α, 2α), Κ(α, α), R=α από ΒΓ: x=2α, ∆Γ: y=2α.  

Αν (ε): y=λx τότε Ε(2α,2αλ), 
2

,2
α

α
λ

 Ζ 
 

 και Μ(2α, αλ). Άρα ΖΜ: 

( 2) 2(1 ) 2 0x yλ λ λ αλ− + − + = . Παρατηρούµε ότι d(Κ, ΖΜ)=  
2 2

2 2 2 4 3 2

2 2 2 2

( 2) 4(1 ) 4 8 8 4

α λ λ α λ λ

λ λ λ λ λ λ λ

− + − +
=

− + − − + − +

2 2

4 3 2

( 2 2)

4 8 8 4

α λ λ
α

λ λ λ λ

− +
= =

− + − +
 

οπότε πράγµατι η ΖΜ εφάπτεται στον κύκλο (C) αφού, η απόσταση του κέντρου του από 

την ΖΜ είναι ίση µε την ακτίνα του κύκλου. 

β) Για την ευθεία ∆Ε βρίσκουµε ∆Ε: (λ–1)x–y+2α=0 οπότε, λύνοντας το σύστηµα 

εξισώσεων των ΖΜ, ∆Ε βρίσκουµε τις συντεταγµένες του σηµείου Ρ, δηλαδή 

2 2

2(2 ) 2
,

2 2 2 2

λ α αλ
λ λ λ λ

− Ρ − + − + 
. Τότε d(Κ, Ρ)= α√2 δηλαδή η απόσταση του Ρ από το Κ 

είναι ίση µε την ακτίνα του περιγεγραµµένου κύκλου του τετραγώνου, δηλαδή το Ρ είναι 

σηµείο του περιγεγραµµένου στο τετράγωνο κύκλου. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πόρισµα 1. Αν η περιφέρεια (Κ,R) έχει εξίσωση 2 2 2x y R+ = , τότε η εξίσωση της 

εφαπτόµενης της στο σηµείο 0 0 0( , )x yΡ  γίνεται 2

0 0xx yy R+ = . 

Πόρισµα 2. Αν η περιφέρεια c ορίζεται από την εξίσωση  

c→
2 2 2 2

2 2 ( 4 )
0

2 2 4
x y Ax By x y

Α Β Α +Β − Γ   + + + + Γ = ⇔ + + + =   
   

  τότε η 

εφαπτόµενη της c στο 0 0 0( , )x yΡ  ορίζεται από την εξίσωση 

2 2

0 0

( 4 )

2 2 2 2 4
x x y y

Α Α Β Β Α +Β − Γ     + + + + + = ⇔     
     

 

0 0 0 0( ) ( ) 0
2 2

xx yy x x y y
Α Β

+ + + + + + Γ =         
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Εφαρµογή 33 

∆ίνονται τρεις περιφέρειες c1, c2, c3. Να αποδειχθεί ότι οι τρεις ριζικοί άξονες τους 

διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 

Λύση 

Υποθέτουµε ότι οι τρεις  περιφέρειες ορίζονται από τις εξισώσεις: 
2 2

1 1 1 1 0c x y x y→ + +Α +Β +Γ = , 2 2

2 2 2 2 0c x y x y→ + + Α +Β + Γ = , 
2 2

3 3 3 3 0c x y x y→ + + Α +Β +Γ = . 

Οι εξισώσεις των ριζικών αξόνων τους είναι: 

1 2 1 2 1 2 1 2( ) ( ) 0c c x y− → Α −Α + Β −Β +Γ −Γ =  

2 3 2 3 2 3 2 3( ) ( ) 0c c x y− → Α −Α + Β −Β +Γ −Γ =  

3 1 3 1 3 1 3 1( ) ( ) 0c c x y− → Α −Α + Β −Β +Γ −Γ =  

Οι τρεις αυτές ευθείες περνούν από το ίδιο σηµείο, γιατί έχουµε 

ss 1 2Α −Α 1 2Β −Β 1 2Γ −Γ

2 3Α −Α 2 3Β −Β 2 3Γ −Γ

3 1Α −Α 3 1Β −Β 3 1Γ −Γ

ss=0.  

Το σηµείο αυτό ονοµάζεται ριζικό κέντρο των c1, c2, c3. 


