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Εισαγωγή 

Θα εξετάσουµε τον πληθυσµό των βακτηρίων, το πως µεταβάλλεται 

συναρτήσει του χρόνου και ποιος είναι ο ρυθµός µεταβολής του.  Θα επισηµανθεί η 

ραδιενεργός διάσπαση των ραδιενεργών πυρήνων  και σε ποιο χρόνο θα 

υποδιπλασιαστούν και την ποσότητα ραδιενεργού ιωδίου που εισάγεται στο αίµα ενός 

ατόµου µέσω ένεσης και ποιο µέρος του ιωδίου αποβάλλεται µε τα ούρα. Θα 

αναλυθεί ποιες µελέτες γίνονται στη χηµική κινητική και ποιος είναι ο ρυθµός 

µεταβολής της συγκέντρωσης, µίας χηµικής ουσίας που συµµετέχει σε µια χηµική 

αντίδραση  και ποιο µέρος της χηµικής ουσίας συγχρόνως καταναλώνεται. Θα 

αναφέρουµε το ρυθµό µεταβολής των γεννήσεων και των θανάτων σε έναν πληθυσµό 

και πότε τείνει να σταθεροποιηθεί,  την εποχιακή µεταβολή του και τους λόγους που 

µπορεί να συµβαίνει αυτό.  

Βάση θα δοθεί στο νόµο ψύξης του Newton όσον αφορά τη θερµοκρασία ενός  

σώµατος, το νόµο του Fick που εξηγεί την εισαγωγή του κυττάρου σε ένα διάλυµα µε 

σταθερή συγκέντρωση C0, θα δούµε την παρασκευή διαλύµατος φαρµάκου 

διαφορετικής συγκέντρωσης και την ανάµιξη του διαλύτη σε ένα άλλο διάλυµα και 

την ποσότητα φαρµάκου που χορηγείται σε έναν ασθενή και ποιο µέρος αυτού 

απορροφάτε από το σώµα, ενώ συγχρόνως ένα άλλο µέρος αποβάλλεται.  

Τέλος, ιδιαίτερη έµφαση θα δοθεί  σε  έναν πληθυσµό τοξικοµανών ή ατόµων  

όπου εισέρχεται ένας φορέας AIDS, αφού όσο περισσότερα άτοµα είναι µολυσµένα 

τόσο συχνότερες θα είναι οι επαφές. 

 

1. Ανάπτυξη πληθυσµού βακτηρίων 

Ένας πληθυσµός βακτηρίων y µεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου t, δηλαδή 

είναι y=x(t) . Είναι λογικό να υποθέσουµε και επαληθεύεται πειραµατικά ότι ο 

ρυθµός µεταβολής του πληθυσµού είναι ανάλογος του πληθυσµού. 

Να βρεθεί ο πληθυσµός y=x(t) , αν γνωρίζουµε ότι στην αρχή ήταν 1000 

βακτήρια. Αν ο συντελεστής αναλογίας είναι 0,1 ποιος θα είναι ο πληθυσµός µετά 

από 10 ώρες;  Ο ρυθµός µεταβολής είναι 
�����
��   και από τα δεδοµένα έχουµε ότι  

�����
�� � ���	�. 

 Η y=x(t) είναι  η γενική λύση της οµογενούς ∆.Ε. 1ης τάξης µε σταθερούς 

συντελεστές: y' - λy = 0. Άρα x(t) = ceλt. Επειδή στην αρχή, δηλαδή για t=0, έχουµε 

x(0)=1000 => x(0)= ce0 =c=1000. Έτσι είναι x (t)=1000e λt .  

� Αν λ > 0, τότε x' (t)=1000λeλt > 0 και η y=x(t) είναι αύξουσα συνάρτηση, 

δηλαδή ο πληθυσµός αυξάνει. Στην περίπτωση αυτή έχουµε έναν κύκλο 

επανατροφοδότησης όπως λέµε (feedback). Έχουµε ακόµα τις εξής περιπτώσεις: 

�  Αν λ=0, τότε x(t)=1000 και y= x(t) είναι σταθερή συνάρτηση δηλαδή ο 

πληθυσµός µένει σταθερά ίσος µε τον αρχικό. 

� Αν λ<0, τότε είναι x'(t)<0  και η y=x(t)  είναι φθίνουσα, δηλαδή ο 

πληθυσµός ελαττώνεται (και τείνει στο µηδέν). 

� Για λ=0,1 έχουµε 

x(t)=1000
	 ���. Οπότε για t = 10 

=> x(10)=1000e ≅ 2718 

βακτήρια. 
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2. Ρυθµός µεταβολής πληθυσµού 

Ο ρυθµός µεταβολής ενός πληθυσµού y= x(t) είναι η διαφορά του ρυθµού 

µεταβολής των γεννήσεων y(t) και του ρυθµού µεταβολής των θανάτων θ(t). Αν οι 

ρυθµοί µεταβολής των γεννήσεων και των θανάτων είναι ανάλογοι του πληθυσµού 

x(t), τότε να βρεθεί ο πληθυσµός. Για το ρυθµό µεταβολής έχουµε 
�����
�� � �����

��  . 

Επειδή είναι 
�����
�� � ���	�, έχουµε 

�����
�� � ���	� − ��	� � �� − ����	�. 

Αυτή είναι µια γραµµική οµογενής ∆.Ε. 1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές 

οπότε η γενική της λύση είναι x(t) = ce (α-β)t .  

 

3. Μάζα κυττάρου 

Η αρχική µάζα ενός κυττάρου είναι m0 και µεταβάλλεται συναρτήσει του 

χρόνου, δηλαδή είναι m=µ(t), χωρίς να µπορεί να υπερβεί την τιµή Μ. Ο ρυθµός 

µεταβολής της µάζας του κυττάρου (ταχύτητα µεταβολισµού) είναι ανάλογος της 

µάζας του κυττάρου. Να βρεθεί σε πόσο χρόνο θα έχουµε µ(t) = M. 

Έχουµε ότι: 
�����
��  = αµ(t). Άρα, η µ(t) είναι η γενική λύση αυτής της 

οµογενούς γραµµικής ∆.Ε. µε σταθερούς συντελεστές. ∆ηλαδή είναι µ(t) = ceαt = 

m0e
αt , επειδή µ(0) = m0  έπεται ότι c = m0 . Για να έχουµε µ(t) = M πρέπει Μ = m0e

αt , 

ή 
�
�� = eαt . Λογαριθµίζοντας έχουµε ln �

��	= ln (eαt) =αt ln e=αt. Άρα, t = 
�
� = ln 

�
�� 

είναι ο ζητούµενος χρόνος. 

 

4. Συγκέντρωση µικροβίων 

Η συγκέντρωση µικροβίων τη χρονική στιγµή t είναι c(t), µε c(0)=c0. Αν µε τη 

χρήση ενός αποστειρωτικού µέσου, ο ρυθµός µε τον οποίο φθίνει η c(t) είναι 

ανάλογος της c(t), να βρεθεί ο χρόνος υποδιπλασιασµού της c(t) και το όριο της c(t) 

για t →∞ . Αφού η c(t) φθίνει µε ρυθµό ανάλογο προς c(t), έχουµε οµογενή γραµµική 

∆.Ε. 1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές 
�����
�� � � �	�, !"	� > 0	. 

Άρα, c(t)=ke-λt και επειδή c(0) = c0 = k, είναι c(t) = c0e
-λt. Αν τη χρονική στιγµή 

t, η συγκέντρωση έχει υποδιπλασιαστεί δηλαδή έχει γίνει το 1/2 της αρχικής, έχουµε 

ότι      c(t1) = 
�
$	c0, δηλαδή c0e

-λt
1 = 

�
$ c0, ή e-λt

1 =
�
$ και λογαριθµίζοντας παίρνουµε: -λt1 

ln e=ln 
�
$ =ln1-ln2= -ln2, δηλαδή λt1 = ln2 , οπότε t1 = 

%&$
'  . 

Από c(t) = c0e
-λt, έχουµε lim	�→+c(t) =lim	�→+c0e

-λt
 = lim&→+

��
,-.�   = lim	�→+c0 * lim	�→+

�
,.� = c0 * 0 

= 0 . ∆ηλαδή, η συγκέντρωση τείνει να µηδενισθεί. 

 

5. Ραδιενεργός διάσπαση 

Σε µία ραδιενεργό µετατροπή ραδιενεργού ουσίας Α, ο µέσος ρυθµός 

διάσπασης του αριθµού ραδιενεργών πυρήνων n(t)  της Α, είναι σταθερός. Να βρεθεί 

ο n(t) και ο χρόνος υποδιπλασιασµού του. Αν γνωρίζουµε από εργαστηριακές 

µετρήσεις το χρόνο υποδιπλασιασµού της συνάρτησης n(t)  για την Α,  να βρεθεί η 

ηλικία ενός σώµατος που περιέχει την Α και έχει αποβάλει τα 90% του n0 της Α. 

Επειδή πρόκειται για ελάττωση του αριθµού των ραδιενεργών πυρήνων, η 

συνάρτηση n(t) είναι φθίνουσα άρα, ο ρυθµός µεταβολής της θα είναι αρνητικός. 

Τότε, για το µέσο ρυθµό µεταβολής της έχουµε: 
�&���

/�
0���

  = -λ, λ > 0 και 
�&���
��  = λn(t), 

που είναι γραµµική οµογενής ∆.Ε. 1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές. Άρα, n(t) = 

ce-λ1 , µε n(0)–n0 =c,  δηλαδή n(t)=n0e
-λt. Για το χρόνο υποδιπλασιασµού t1, έχουµε 
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n(t1) = 
�
$ n , οπότε n0e

-λt1 = 
�
$n0, ή e-λt1 = 

�
$ . Λογαριθµίζοντας παίρνουµε t1 = 

%&�
' . Αν είναι 

γνωστός ο χρόνος υποδιπλασιασµού t1 , από την τελευταία σχέση  υπολογίζουµε ότι λ= 

%&$
��  , οπότε έχουµε n0
1234

�� ⋅�
 . 

Επειδή το σώµα που περιέχει την Α, έχουν αποµείνει n(t) =
&�
�6 ραδιενεργοί 

πυρήνες της Α, έχουµε: 
&�
�6 � n0
1234

�� ⋅�	, ή 
�
�6 = 
1234

�� ⋅�
. Λογαριθµίζοντας βρίσκουµε     

-ln 10= 
78 $
�� ⋅ 	 , λύνοντας t = 

�� 78 �6
78 $  που είναι η ζητούµενη ηλικία του σώµατος. 

 

6. Ιονίζουσα ραδιοακτινοβολία 

Ζώντες ιστοί εκτεθειµένοι σε ιονίζουσα ακτινοβολία υφίστανται καταστροφή 

των µορίων τους. Αν καλέσουµε δ τη ραδιενεργό δόση κατά µια συνεδρία, δηλαδή 

τον αριθµό των ιονιζόντων σωµατίων πού διαπερνούν τη µονάδα επιφάνειας του 

στόχου και n τον αριθµό των µορίων του ιστού που δεν έχουν καταστραφεί, τότε το n 

είναι συνάρτηση του δ, n=ν(δ) και ο ρυθµός µεταβολής της ν(δ) είναι ανάλογος του 

ν(δ). Να βρεθεί η ν(δ). 

Η συνάρτηση ν(δ) είναι φθίνουσα αφού τα µόρια του ιστού καταστρέφονται. 

Τότε έχουµε 
9:�;�
�<  = -λ ν(δ), λ>0. Η γενική λύση της γραµµικής αυτής οµογενούς 

∆.Ε.1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές είναι ν(δ)= ce-λδ. 

 

7. Ραδιενεργό ιώδιο 131Ι 

Έστω Q(t) η ποσότητα ραδιενεργού ιωδίου 131Ι,  που εισάγεται στο αίµα ενός 

ατόµου µε ένεση, κατά τη χρονική στιγµή t. Μέσος όρος Q1(t) του ιωδίου 

αποβάλλεται µε τα ούρα, ένα άλλο Q2(t) εισέρχεται στο θυρεοειδή και ένα άλλο Q3(t) 

διασπάται ραδιενεργά. Οι ρυθµοί µεταβολής 
�=����

�� � > � 1,2,3 είναι ανάλογοι της 

Q(t). Να βρεθεί η Q(t).  Η συνάρτηση Q(t) είναι φθίνουσα και ο ρυθµός µεταβολής 

της είναι �=���
�� � �=����

�� � �=4���
�� � �=A���

�� , Όπου 
�=����

�� � ��B�	�, !"	�� > 0	, > � 1,2,3.		ΆD�	 
�=���
�� �λ1Q(t) - λ2Q(t) – λ3Q(t) , ή :

�=���
�� �	−�λ1+λ2+λ3) Q(t) , η οποία είναι οµογενής 

γραµµική ∆.Ε.1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές έτσι: 

Επειδή η Q(t) διοχετεύεται σε τρία «διαµερίσµατα» και η µελέτη της γίνεται 

µέσω της µελέτης των επιµέρους «διαµερισµάτων» αυτών, λέµε ότι έχουµε µία 

µέθοδο µελέτης µε ανάλυση κατά διαµερίσµατα. Η µέθοδος µελέτης µε ανάλυση 

κατά διαµερίσµατα είναι συνηθισµένη µέθοδος της βιοφυσικής και άλλων επιστηµών.  

 

8. Χηµική κινητική 

 Στη χηµική κινητική µελετάµε και το ρυθµό µεταβολής της συγκέντρωσης 

µιας χηµικής ουσίας που συµµετέχει σε χηµική αντίδραση (γιατί µας πληροφορεί για 

την ταχύτητα της χηµικής αντίδρασης). Αν η συγκέντρωση c(t) είναι συνάρτηση µόνο 

του χρόνου t και ο ρυθµός µεταβολής της είναι ανάλογος της c(t), να βρεθεί η c(t), αν 

υποθέσουµε ότι η χηµική ουσία που συµµετέχει σε κάποια συγκεκριµένη χηµική 

αντίδραση, µετατρέπεται σε άλλες και αν η αρχική συγκέντρωση είναι c0 . Πότε έχει 

µετατραπεί το 90% της c0; 

Η c(t) τότε είναι, φθίνουσα συνάρτηση του χρόνου. Άρα έχουµε την 

οµογένεια δυναµική ∆.Ε. 1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές: 
�����
�� �- λc(t) , λ > 0 . 
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         Η γενική λύση της ∆.Ε. αυτής είναι c(t) = ke-λt . Επειδή c(0)=c0=k έχουµε ότι      

c(t)=c0e
-λt. Τη χρονική στιγµή t1 που έχει µετατραπεί το 90% της αρχικής 

συγκέντρωσης, η c(t1) που αποµένει θα είναι ίση µε το 10% της c0, άρα c(t1) = c0e
-λt1 

=
��
�6  , ή  e-λt1 = 

�
�6  και λογαριθµίζοντας: t1 =

%&�6
' . 

 

9. Αντίδραση 1ης τάξης στη χηµική κινητική 

Έστω ότι σε  χηµική αντίδραση η ουσία Α µετατρέπεται στο προϊόν Ρ και ότι 

οι αρχικές συγκεντρώσεις των Α και Ρ είναι α και 0 αντίστοιχα. Αν ο ρυθµός 

µεταβολής της συγκέντρωσης x=c(t) του Ρ είναι ανάλογος προς τη συγκέντρωση της 

Α κατά τη χρονική στιγµή t (αντίδραση 1ης τάξης), να βρεθεί η c(t) και ο χρόνος 

υποδιπλασιασµού της Α. Η συγκέντρωση της Α κατά τη χρονική στιγµή t είναι α-c(t).  

Άρα, ο ρυθµός µεταβολής της επαληθεύει τη ∆.Ε. 
��
��=λ(α-x),                               

(1) ή       
��
��  = λx=λα,    (2) η  οποία είναι γραµµική µη οµογενής 1ης τάξης µε 

σταθερούς συντελεστές και της οποίας τη γενική λύση µπορούµε να βρούµε 

χωρίζοντας τις µεταβλητές στην (1) 
��
E1� = λdt , ή ακόµη 

���1��
�1�  = λdt . 

Ολοκληρώνοντας και αφού α > x έχουµε: ln (α – x) = λt + k οπότε α-x = ek * e-λt = k'e 
-λt ή τέλος x = c(t) = α-k' e-λt . Επειδή c(0)=0 έπεται k' =α και άρα c(t) = α (1-e-λt) . 

Για το χρόνο υποδιπλασιασµού της Α, έχουµε ότι τη χρονική στιγµή t1 που θα 

συµβεί αυτό, η συγκέντρωση α-x της A θα είναι ίση µε το 1/2 της αρχικής της, 

δηλαδή α-x =α /2. Έτσι α-c(t1)= αe-λt1= 
�
$ , ή e-λt1 =

�
$  λογαριθµίζοντας  βρίσκουµε ότι 

t1=	%&$'  . 

 

Παρατήρηση. Έστω ότι µεταλλαγές µεταξύ των αλληλόµορφων γονιδίων Α 

και α µπορούν να συµβούν και προς τις δύο κατευθύνσεις µε συχνότητα µ και ν. Αν 

τα Α και α εµφανίζονται µε αναλογίες p(t) και q(t)=1–p(t) σε έναν πληθυσµό 

αντίστοιχα, τότε καταλήγουµε στη ∆.Ε.  p'(t)=-µp(t)+vq(t)= -µp(t)=v(1–p(t))=v–(µ+v) 

p(t), που είναι της παραπάνω µορφής και µελετάται στη γενετική. 

 

10. Ενδοφλέβια ένεση γλυκόζης ΙΙ 

Στο αίµα ασθενούς εισάγεται µε ένεση γλυκόζη. Συγχρόνως, µέρος της 

γλυκόζης µετατρεπόµενο, αποβάλλεται. Αν ο ρυθµός µε τον οποίο εισάγεται η 

γλυκόζη είναι σταθερός και ίσος µε c gr/min  ο δε ρυθµός µε τον οποίο αποβάλλεται 

γλυκόζη, είναι ανάλογος προς την ποσότητα G(t) γλυκόζης που υπάρχει στο αίµα σε 

κάθε χρονική στιγµή t, να βρεθεί η G(t), αν G=0. Που τείνει να σταθεροποιηθεί η G(t) 

µε την πάροδο του χρόνου; Ποιος ο χρόνος υποδιπλασιασµού; 

Ο ρυθµός µεταβολής της ποσότητας G(t), είναι η διαφορά όταν ρυθµών 

εισαγωγής και αποβολής γλυκόζης. ∆ηλαδή 
�F���
��  = c-αG(t),  α > 0, που είναι µη 

οµογενής γραµµική ∆.Ε. 1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές. Από τον τύπο που δίνει 

το γενικό ολοκλήρωµα ∆.Ε. αυτής έχουµε G(t)= ke-αt + 
�
� . Επειδή G(0) = G0 = K +  

�
� 

=>K+ 
�
� => K= G0 - 

�
� , οπότε G(t) = GH6 − �

EI e-αt + + 
�
� = G0e

-αt ++ 
�
� (1-e-αt). Έχουµε 

lim�→+H�	� � lim�→+
�
�+ lim�→+ GH6 − �

EI e-αt + + 
�
� + GH6 − �

EI ∗ 	 lim�→+
�

,K� 

= 
�
� + GH6 − �

EI ∗ 0 = + 
�
� . 
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Αν t1 είναι ο χρόνος υποδιπλασιασµού, τότε 
F�
$ � H�	�) = GH6 − �

EIe-αt1 + 
�
�, ή ακόµη 

e-αt1=
EF�1$�
$��F�1�� . Λογαριθµίζοντας έχουµε -αt1 = ln 

EF�1$�
$��F�1�� , οπότε t1 = - 

�
� ln 

EF�1$�
$��F�1�� . 

 

Παρατήρηση: Ο χρόνος υποδιπλασιασµού εξαρτάται από την αρχική 

ποσότητα G0 Γνωρίζοντας το χρόνο υποδιπλασιασµού της αρχικής ποσότητας Φ0 

γενικά ενός φαρµάκου, σε υγιή άτοµα µπορούµε χορηγώντας την ίδια Φ0 σε ένα 

άτοµο και βρίσκοντας το χρόνο υποδιπλασιασµού της στο άτοµο αυτό, να ελέγξουµε 

αν η κατάστασή του είναι φυσιολογική π.χ. κακή λειτουργία των νεφρών συνοδεύεται 

από αυξηµένο χρόνο υποδιπλασιασµού. 

 

11. Χηµική κινητική ΙΙ 

Κατά τη διάρκεια µίας χηµικής αντίδρασης, παράγεται µία χηµική ουσία 

µέρος της οποίας, συγχρόνως καταναλώνεται. Αν ο ρυθµός µε τον οποίο παράγεται η 

χηµική ουσία είναι σταθερός και ίσος µε r moles/min, ενώ ο ρυθµός µε τον οποίο 

καταναλώνεται είναι ανάλογος προς τον αριθµό m=µ(t) των moles της ουσίας που 

υπάρχουν σε κάθε χρονική στιγµή t να βρεθεί η µ(t). 

            Ο ρυθµός µεταβολής 
�����
��  επαληθεύει τη µη οµογενή γραµµική ∆.Ε. 1ης τάξης 

µε σταθερούς συντελεστές 
�����
�� � r – αµ(t), α>0, για την οποία µ(t)=ce-αt + 

L
� . 

 

12. Ρυθµός µεταβολής πληθυσµού ΙΙΙ 

Αν ο ρυθµός µεταβολής των γεννήσεων και των θανάτων σε έναν πληθυσµό 

είναι ανάλογος του πληθυσµού x(t) και επιπλέον στον πληθυσµό εισέρχονται και νέα 

άτοµα, λόγω µετανάστευσης σε σταθερό αριθµό c ανά µονάδα χρόνου, να βρεθεί ο 

πληθυσµός x(t), ανx(0)=x0. Πότε τείνει να σταθεροποιηθεί ο πληθυσµός; Ο ρυθµός 

µεταβολής του πληθυσµού πρέπει να ικανοποιεί τη ∆. Ε. 
�����
��  = (α – β)χ(t) +c , όπου 

α>0 και β>0 συντελεστής αναλογίας για το ρυθµό µεταβολής γεννήσεων και θανάτων 

αντίστοιχα. Η ∆.Ε. είναι µη οµογενής γραµµική 1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές 

έτσι βρίσκουµε: x(t) = ke(α-β)t - 
�

�1M . 

Επειδή x(0)=x0, έχουµε k - 
�

�1M = x0 , δηλαδή k = x0 + 
�

�1M . 

Άρα x(t) = G�6 + �
E1MIe-(α-β)t - 

�
E1M =x0e

-(α-β)t + 
�

E1M (e-(α-β) -1). Εξάλλου, αν β> α, τότε 

lim�→+ ��	� � �
E1M . Αν β ≤ α , τότε ο πληθυσµός αυξάνεται απεριόριστα. 

 

13. Νόµος ψύξης Newton 

Έστω θ(t) η θερµοκρασία ενός σώµατος συναρτήσει του χρόνου και θπ η 

θερµοκρασία του περιβάλλοντος, για την οποία µπορούµε να υποθέσουµε ότι 

παραµένει σταθερή. Αν κατά τη χρονική στιγµή t είναι θ(t)-θπ µε την πάροδο του 

χρόνου το σώµα ψύχεται µε ρυθµό ανάλογο προς τη διαφορά θ(t)-θπ. Αν θ(0)=θ0 να 

βρεθεί η θ(t).  Η συνάρτηση θ(t) είναι φθίνουσα και έχουµε 
�����
�� = -λ(θ(t)- θπ) (Νόµος 

ψύξης του Newton). Η γραµµική ∆.Ε. είναι οµογενής µε σταθερούς συντελεστές 1ης 

τάξης.  Άρα, θ(t)=θπ+ke-λt => θ(0)=θπ+ke0 =>θ0=θπ +k=>θ0 – θπ =k 

Επειδή  θ(0) = θ0 => k=θ0-θπ. Οπότε  θ(t)=θπ +( θ0- θπ) e
-λt =θ0e

-λt+θπ (1-e-λt). 

 

14. Νόµος του Fick 

Κύτταρο σταθερού όγκου V και µε κυτταρική µεµβράνη ολικής επιφάνειας E, 

εισάγεται σε διάλειµµα που έχει σταθερή συγκέντρωση C0 (ως προς χρόνο και χώρο).       
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 Αν η συγκεκριµένη c(t) του διαλύµατος µέσα στο κύτταρο, εξαρτάται µόνο 

από το χρόνο και όχι και από το χώρο, τότε ο νόµος του Fick λέει ότι ο ρυθµός 

µεταβολής (λόγω διάχυσης) της µάζας m(t) του διαλείµµατος µέσα στο κύτταρο, είναι 

ανάλογος προς την επιφάνεια Ε και προς τη διαφορά, c0-c(t). Να βρεθεί η c(t), αν 

είναι γνωστή η c(0), καθώς και που τείνει να σταθεροποιηθεί όταν c0 -c(0)>0. 

Ο νόµος του Fick οδηγεί στη ∆. Ε.      
�����
��  =λΕ(c0 -c(t)) (1).                                             

Επειδή εξ ορισµού c(t)= 
����
�P , παραγωγίζοντας έχουµε

�����
�� = 

�
P*

�����
��  και 

αντικαθιστώντας τη ∆.Ε. (1) παίρνουµε τη ∆.Ε. 
�����
��  = 

'Q
P  =(c0 -c(t)), η οποία είναι 1ης 

τάξης γραµµική µη οµογενείς µε σταθερούς συντελεστές.   Έτσι βρίσκουµε 

 c(t) =R
1.S
T �

 + c0.   (2) Γνωρίζοντας τη c(0), έχουµε α0=π0 τη (2): c0=K+c0, δηλαδή k 

= c(0) – c0, οπότε η (2) γίνεται:     c(t) = (c(0) – c0) 
1.S
T �

+c0 (3)                                                              

Αν c0 -c(0) > 0 από την (3) => και 

c0-c(t)>0, αφού η συνάρτηση ex 

είναι πάντα θετικοί. Για c0 -c(0) >0, 

µεγαλύτερος αριθµός µορίων 

διαλύµατος εισέρχεται στο 

κύτταρο, από ότι εξέρχεται και η 

µάζα m(t) αυξάνει, δηλαδή στην (1) 

το λ είναι θετικό (οπότε και η c(t) 

είναι αύξουσα) τότε lim�→+  �	� =c0 

 

15. Ερεθισµός των νευρικών ινών 

  Μία νευρική ίνα που υφίσταται ερεθισµό, µπορεί να παροµοιαστεί µε αγωγό 

που τον διαρρέει ηλεκτρικό ρεύµα: στο πρωτόπλασµα των κυττάρων της ίνας 

υπάρχουν ιόντα (ανιόντα µε αρνητικό φορτίο και κατιόντα µε θετικό φορτίο), που 

όταν διέρχεται ηλεκτρικό ρεύµα κινούνται, τα µεν κατιόντα προς την κάθοδο, τα δε 

ανιόντα προς την άνοδο και έτσι διαταράσσεται η ισορροπία οπότε έχουµε ερεθισµό 

της ίνας. Ο ακριβής µηχανισµός δεν είναι γνωστός. Από την παρατήρηση ότι ο 

ερεθισµός πηγάζει από την κάθοδο, o N. Rashevsky διατυπώνει µία θεωρία, κατά την 

οποία υποθέτει την ύπαρξη δύο ειδών κατιόντων που συµµετέχουν στον ερεθισµό, 

εκείνα που τον προκαλούν και εκείνα που τον αποτρέπουν.  

Αν καλέσουµε ε(t) και α(t) τις συγκεντρώσεις των ερεθιστικών αποτρεπτικών 

κατιόντων, τότε ερεθισµός υπάρχει αν ο λόγος	U������� V c (=σταθερά), ενώ αν 
U���
����<c δεν 

υπάρχει ερεθισµός. Αν η ένταση Ι του ρεύµατος θεωρηθεί σταθερή και ότι (κατά τη 

θεωρία του Rashevsky) οι ρυθµοί µεταβολής των συγκεντρώσεων ε(t) και α(t) 

πληρούν τις ∆. Ε. 
�U���
�� =kl–k'(ε(t)–ε0) και 

�����
��  =λΙ-λ'(α(t) – α0), όπου ε(0)=ε0, α(0)= 

α0 , k,k',λ, λ' >0 σταθερές να βρεθεί ο λόγος 
U���
���� . 

Καθεµία από τις ∆.Ε. είναι γραµµική µη οµογενής 1ης τάξης µε σταθερούς 

συντελεστές Έτσι: e(t) =Ae-k't + 
W
XY I + ε0     και α(t)=Βe-λ't + 

'
ZY I + α0     αντίστοιχα. 

Επειδή ε(0)=ε0 και α(0) = α0 =>Α = 
W
XY I και Β = 

'
ZY I 

ε(t) = 
W
XY I (1-e-k't) +ε0   και 

α(t) = 
'
ZY I (1-e-λ't) +α0    αντίστοιχα. 

∆ιαιρώντας κατά µέλη, έχουµε το ζητούµενο λόγο. (Αν ε0=α0=0 έχουµε 
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U���
���� = 

['Y��1,-\].�
[YZ��1,-.]�� , δηλαδή ο λόγος αυτός είναι ανεξάρτητος του ρεύµατος Ι). 

 

 

16. Μέσος ρυθµός µεταβολής πληθυσµού Ι 

Ο µέσος ρυθµός µεταβολής ενός πληθυσµού βακτηρίων είναι 	 �
�^$�, t ώρες. Aν 

ο αρχικός πληθυσµός είναι x(0)=1000, ποιος είναι ο πληθυσµός µετά από 4 ώρες και 

µετά από 12 ώρες; Για τον πληθυσµό x(t) θα έχουµε ότι �����/��
����  =	 �

�^$� , ή 
�����
��  - 

�
�^$� x(t) = 0, 

που είναι µία πρώτης τάξης οµογενής γραµµική ∆.Ε. µεταβλητούς συντελεστές. Έτσι 

βρίσκουµε: 

 

 

                                                                                                                                                                                                               

 

 

Άρα, 

Επειδή x(0)=1000=c , θα είναι x(t)=1000 (1 +2t) ½  . 

Για t =4 ώρες x(4)=1000 (1+8)1/2 =1000*3= 3.000 βακτήρια.  

Για t =12 ώρες x(12)=1000 (1+24)1/2 =1000*5=5.000 βακτήρια.  

 

17. Εποχιακή µεταβολή πληθυσµού 

Οι ∆.Ε. 
�����
��  = kx(t) συνt, k>0 σταθερά, µπορεί να θεωρηθεί ότι περιγράφει 

(είναι υπόδειγµα - µοντέλο) την εποχική µεταβολή ενός πληθυσµού επειδή ο ρυθµός 

µεταβολής του πληθυσµού x(t): γίνεται θετικός και αρνητικός καθώς το t 

µεταβάλλεται, έπειτα ότι ο πληθυσµός αυξάνεται και ελαττώνεται, εναλλάξ. Αυτό 

µπορεί να εξηγηθεί λόγω εποχιακών παραγόντων, όπως η δυσκολία στην ανεύρεση 

τροφής. Να λυθεί η ∆.Ε.. και να µελετηθεί η λύση της. 

Η ∆.Ε. είναι οµογενής γραµµική 1ης τάξης µε µεταβλητούς συντελεστές. 

Έχουµε   x(t) =  
W` abc��� =  
Wd�� . Επειδή x(0)=c , έχουµε  x(t) = x(0) 
Wd�� . 
� Όταν ηµt =1=> x(t)= x(0)ek,  που είναι και ο µέγιστος πληθυσµός . 

� Όταν ηµt =-1=> x(t)= x(0)e-k, που είναι και ο ελάχιστος πληθυσµός . 

Ο πληθυσµός γίνεται max για t = 
e
$ + 2λπ,  λ=0,1,2…. 

Ο πληθυσµός γίνεται min για t = 
e
$ + (2λπ + 1)p ,  λ=0,1,2….   (1) 

Τα παρακάτω επαληθεύονται αν αντικαταστήσουµε τις ρίζες (1) της x′(t)=x(0)�k 

�
Wd�� �συνt , στη xn(t)=x(0) k
Wd�� (kσυν2t –ηµt). 

     Η περίοδος 2π µπορεί να 

θεωρηθεί ως η ετήσια 

διάρκεια. Το max, µέσα στο 

έτος µπορούµε να 

υποθέσουµε ότι 

παρουσιάζεται στο µέσο του 

καλοκαιριού (άφθονη τροφή) 

και το min στο µέσο του 

χειµώνα (λίγη τροφή). 

Τέτοια µοντέλα ενδιαφέρουν 

την οικολογία. 
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18. Γεννήσεις και θάνατοι πληθυσµού 

Έχουµε βρει ότι x(t)=ce(α-β)t, ενώ είναι 
�g���
�� = αx(t) και 

�����
�� =βx(t). Αντικαθιστώντας 

τη x(t) στις δύο ∆.Ε. αυτές παίρνουµε  
�g���
�� �	αce(α-β)t  και 

�����
��  = βce(α-β)t, oι οποίες 

είναι γραµµικές µη οµογενείς 1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές. 

Επειδή  σε αυτές, ο συντελεστής του y(t) και θ(t),  αντίστοιχα είναι 0, µπορούµε να 

τις ολοκληρώσουµε ως ∆.Ε. χωριζοµένων µεταβλητών. Έχουµε δηλαδή 

dy(t) = αce(α-β)t  dt και dθ(t) = βce(α-β)t  dt , οπότε 

γ(t) =αc` 
(α-β)t  dt = 
��

�1M `  (α-β)t d(α-β)t 
��

�1M e(α-β)t + k , 

θ(t) =βc` 
(α-β)t  dt = 
M�
�1M `  (α-β)t d(α-β)t 

M�
�1M e(α-β)t + k’ . 

 

19. Παρασκευή διαλύµατος φαρµάκου 

Ένα δοχείο περιέχει 100 cm3 διαλύµατος φαρµάκου Φ, στο οποίο διάλυµα, η 

αρχική συγκέντρωση του Φ είναι 1,5 mgr/cm3. Θέλοντας να παρασκευάσουµε 

διάλυµα Φ διαφορετικής συγκέντρωσης, αφήνουµε και εισρέουν στο δοχείο 3 

cm3/min αλλού διαλύµατος του Φ συγκέντρωση 2 mgr/cm3. Έστω ότι κάθε χρονική 

στιγµή t, η ανάµειξη του Φ και του διαλύτη είναι πλήρης και η ροή οµοιόµορφη, να 

βρεθεί η ποσότητα και η συγκέντρωση Φ που υπάρχει, κάθε χρονική στιγµή t στο 

δοχείο. 

Αφού σε 1 min εισρέουν 3 cm3 και εκρέουν 5 cm3 µετά από t min θα 

υπάρχουν στο δοχείο, εκτός από τα αρχικά 100cm3 και(3-5)t=-2t cm2 δηλαδή 100-2t 

cm3. Αν στο δοχείο υπάρχουν y=x(t) mgr φάρµακου Φ τη χρονική στιγµή t τότε σε 1 

cm3 θα υπάρχουν 
g

�661$� mgr. Εξάλλου ο ρυθµός εισροής φαρµάκου είναι 2�3=6 και 

ρυθµός εκροής 5�
g

�661$� = mgr/min.   

Ο ρυθµός µεταβολής  της h � ��	�, είναι 
�g
��  = 6 - 

ig
�661$� . 

Οι ∆.Ε. αυτή είναι γραµµική 1ης τάξης µη οµογενής µε µεταβλητούς συντελεστές που 

γράφετε και 
�g
��  + 

i
$�i61�� y = 6 και η οποία έχει έννοια για 100-2≠ 0 ,δηλαδή 0 ≤ t ≤ 

50min. Η γενική λύση είναι 
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Επειδή τη χρονική στιγµή t=0 υπήρχαν 1,5�100=150 mgr  φαρµάκου, έχουµε x(0) = 

150=c505/2 +200=>c= -50-3/2,  δηλαδή  x(t)=4(50-t) - 
�i61��k/4

i6A/4  και η συγκέντρωση του 

φαρµάκου για κάθε χρονική στιγµή t (<50) θα είναι 

c(t) = 
����

$�i61�� = 2 - 
�i61��A/4
$∗i6A/4  . 

 

20. Χηµική Κινητική ΙΙΙ 

Σε µία χηµική αντίδραση από την ουσία Α παράγονται οι ουσίες Β και Γ, µε 

ρυθµό µεταβολής των συγκεντρώσεων τους ανάλογο προς τη συγκέντρωση της A. Να 

βρεθούν οι συγκεντρώσεις Β και Γ. Αν α(t) είναι συγκέντρωση της Α, β(t) της Β και 

γ(t) της Γ τότε 

− �����
�� � �M���

�� 	+ 
�g���
�� �k1α(t) + k2α(t) = (k1 = k2)α(t) . 

Από τη ∆.Ε.  
�����
�� � - (k1+k2)α(t), παίρνουµε  α(t) = ce-(k

1
+k

2
)t  

Τότε		�M���
��  =k1ce-(k

1
+k

2
)t  και  

	�l���
��  =k2ce-(k

1
+k

2
)t , από τις οποίες βρίσκουµε 

β(t) = 
1W��
W�^W4 e-(k

1
+k

2
)t +c1  και γ(t) = 

1W4�
W�^W4 e

-(k
1

+k
2

)t +c2 . 

 

21. Όγκος διαλύµατος φαρµάκου 

∆ιάλυση φαρµάκου όγκου V1(t), από ένα δοχείο στο οποίο περιέχεται, ρέει µε 

ρυθµό µεταβολής ανάλογο του V1(t),  σε ένα άλλο δοχείο, από που ρέει και πάλι µε 

ρυθµό µεταβολής σταθερά ίσο µε b>0 και όπου ο όγκος της V2(t),  να βρεθούν οι 

όγκοι V1(t) και V2(t) αν   V1(0) =1000 και V2(0)=100. Ο όγκος V1(t) ελαττώνεται µε  

την πάροδο του χρόνου, άρα 
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22. Φαρµακοκινητική 

Έστω D0 η δόση ενός φαρµάκου Φ. Η αρχική ποσότητα του Φ που χορηγείται 

σε έναν ασθενή ελαττώνεται µε το χρόνο t, δηλαδή είναι δ=D(t), µε ρυθµό µεταβολής 

ανάλογο προς D(t). Ένα µέρος του Φ απορροφάτε από το σώµα ενώ ένα άλλο µέρος 

αποβάλλεται µε την πάροδο του χρόνου. Έστω Q(t) η ποσότητα που παραµένει στο 

σώµα τη χρονική στιγµή t και A(t)  ποσότητα που αποβάλλεται τη χρονική στιγµή t 

µε ρυθµό µεταβολής ανάλογο προς Q(t) . Να βρεθεί η Q(t)  και η max Q(t). 

Αφού D(t)=Q(t)+A(t), έχουµε 
�m�n�	
��  =

�m�n�	
��  + 

�o�n�	
��  , άρα 

�=�n�	
��  = 

�m�n�	
��  – µQ(t), µ > 0 

Επειδή D(t) είναι φθίνουσα 
�m�n�	
�� =-λD(t) , λ> 0, οπότε 

�=�n�	
��  =+ λD(t)–µQ(t) 

(όπου το πρόσηµο + δικαιολογείται από την φορά των διανυσµάτων των ταχυτήτων), 

ενώ για τη D(t) έχουµε D(t) = ke-λt και η σχέση D(0)=D0 =>k=D0. 

∆ηλαδή D(t)=D0e
-λt. Τότε 

�=�n�	
�� +µQ(t)=λD0e

-λt, η οποία είναι γραµµική 1ης τάξης µη 

οµογενής µε σταθερούς συντελεστές. Έχουµε συνεπώς 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Επειδή για t=Q(0)=0, έχουµε c= 
1'm�	
�1'  και Q(t) = 

1'm�	
�1'  e-µt + 

1'm�	
�1'  e-λt =

1'm�	
�1'  (e-λt -e-µt)  

Για τη max Q(t) έχουµε ότι  Q'(t) έχουµε ότι Q'(t) = 0 � 
1'm�	
�1'  (µe-µt - λe-λt) = 0 

� λe-λt =µe-µt  ή ακόµη � e(λ-µ)t = 
'	
� , οπότε t = 

�	
'1� ln 

'	
� . Άρα 

Qmax = 
'm�	
�1' �
1 .

.-p 78.
p - 
1 p

.-p 78.
p) = 

'm�	
�1' qG�'I

.
.-p − G�'I

p
.-pr  

= 
m�	
�1� s�

�
�-K − �1�^ �

�-Kt = 
m�	
�1��

�
�-K G1 − �

�I = D0 * � K
�-K 

= D0G�'I
p

.-p
 = D0G'�I

p
p-.

 . Το ότι είναι πράγµατι max, επαληθεύει από τη δεύτερη 

παράγωγο, για  t = 
�	

'1� ln 
'
� : Qn(t) = 

'm�	
�1' (λ2e-λt - µ2e-µt) =

m�	
�1��

�
�-K G�$ �4

� I 

= 
m�	
�1��

�
�-K 

�'41'4�4
�  = 

m�	
�1��

�
�-K * λ2 (1-α) = -λ2D0� �

�-K < 0 . 

 

23. Φορέας AIDS 

Σε πληθυσµό τοξικοµανών n  ατόµων, εισέρχεται άτοµο που είναι φορέας του 

AIDS. Αν κατά τη χρονική στιγµή t, x=x(t) είναι το πλήθος των ατόµων του 

πληθυσµού που δεν είναι φορείς και y=y(t) είναι το πλήθος των φορέων, να βρεθεί η 

y=y(t). Ο αριθµός των ατόµων του πληθυσµού είναι (n+1) και είναι ίσος µε x(t) +y(t). 

Επειδή, όσο περισσότερα άτοµα (µολυσµένα και µη) υπάρχουν τόσο 

συχνότερες επαφές  έχουµε (που προκαλούν µόλυνση), µπορούµε να υποθέσουµε ότι 
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ο αριθµός µεταβολής 
�g
��  είναι ανάλογος προς τα µολυσµένα και προς τα µη 

µολυσµένα άτοµα, δηλαδή 
�g���
��  = λx(t)y(t). Αφού όµως x(t)+y(t)=n+1, η ∆.Ε. 

γράφεται 
�g
��  = λ(n+1-y)y, που δεν είναι γραµµική mπορεί όµως να ολοκληρωθεί µε 

χωρισµό των µεταβλητών 
�g

g�&^�1g� = λdt, οπότε ` �g
g�&^�1g� = λt + c . 

Το κλάσµα 
�

g�&^�1g� διασπάται κατάλληλα σε δύο κλάσµατα 
�

g�&^�1g� = 
u
g + 

v
&^�^	g , οπότε 1=Α(n+1-y) +By ή ακόµη 1 = (Β-Α) y +(n+1)A, απ’ όπου Α=

�
&^� και 

Β-Α = 0, οπότε Β =
�

&^� .  

Έτσι ` �g
g�&^�1g� = 

�
&^� 	` �g

g + �
&^� 	` �g

&^�1g 

=
�

&^� ln y- 
�

&^� ln(n+1-y) = 
�

&^� wxyh − ln	�y + 1 − h�z 
= 

�
&^� ln 

g
&^�1g =λt + c.  

Τότε 
g

&^�1g = ceλ(n+1)t  ή ακόµη y = 
�&^��{’,}�3~���
�^	{’,}�3~���  = 

&^�
�^	X,-}�3~��� .  

Επειδή για t = 0, έχουµε y(0) = 1
&^W
�^W	 , έπειτα k=n, οπότε y(t) = 

&^�
�^	8,-}�3~���  

(1)  για την οποία έχουµε lim�→+h�	� = &^�
�^	: 7���→�

�
.�0~���

  = n+1.  

∆ηλαδή όλα τα τείνουν να µολυνθούν. Η καµπύλη της µορφής (1) λέγεται 

λογιστική καµπή και είναι σιγµοειδής. 

 

24. Μέσος ρυθµός µεταβολής πληθυσµού ΙΙ (αύξηση των καρκινικών κυττάρων) 

Ο µέσος ρυθµός µεταβολής ενός πληθυσµού y=x(t) βακτηρίου, είναι ίσος µε 

τη διαφορά του µέσου ρυθµού των γεννήσεων και του µέσου αριθµού των θανάτων. 

Έστω ότι ο µέσος αριθµός γεννήσεων είναι σταθερός και ίσος µε β και ότι οι θάνατοι 

αυξάνουν µε µέσο ρυθµό µεταβολής ανάλογο προς τον πληθυσµό x(t) (πράγµα που 

µπορεί να εξηγηθεί από τον αναγνωρίσιµο για τη διαθέσιµη τροφή), να βρεθεί ο x(t), 

αν x(0)=10, η τιµή ισορροπίας του και να µελετηθεί η συνάρτηση y΄. 

Το υπόδειγµα για τα παραπάνω προβλήµατα είναι η ∆.Ε. 

/����
/�����  = β - λx(t), ή 

ακόµη 
�g
��  = y (β – λy), στην οποία οι µεταβλητές χωρίζονται ` �g

g�M1'g� = 	` �	 � 	 +
  . Για το κλάσµα 

�
g�M1'g� = 

u
g + 

�
M1'g  έχουµε 1=(Β – λα)y + Aβ =1 και Β–λΑ=0, 

οπότε  Α = 
�
M και  Β = 

'
M . Άρα, 

` �g
g�M1'g� =

�
M ` �g

g +
'
M ` �g

M1'g= 
�
M ln y - 

�
M ln�� − �h�= 

�
M ln g

M1'g	= t + c  

Τελικά y= 
�M,��

�^�',�� = 
M

'^W,-��.  
Επειδή x(0) = 10, έπεται x(0) = 10 = 

M
'^W , οπότε k = 

M1�6'
�6  και x(t) = 

�6M
�6'^�M1�6'�,-�� . 

Είναι δε lim�→+ ��	� = 
�6M
�6' = 

M
' , δηλαδή η τιµή ισορροπίας είναι ανάλογη προς το µέσο 

αριθµό γεννήσεων και αντιστρόφως 

ανάλογη προς το µέσο αριθµό θανάτων, 

ανά µονάδα πληθυσµού. Ο ρυθµός 

µεταβολής της x(t), δηλαδή η συνάρτηση 

y', παρουσιάζει τοπικό µέγιστο στο 

σηµείο καµπής της λογιστικής καµπύλης, 
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το οποίο βρίσκουµε µηδενίζοντας την 2η παραγωγό της  y=x(t) και ελέγχοντας αν η y 

στο σηµείο αυτό είναι ≠ 0. 

Παραγωγίζοντας την y'=y(β-λy), παίρνουµε y'' y'(β-λy)+y(β–λy)'=(β-2λy)y' 

και θέτοντας έχουµε y''=0, έχουµε β-2λy=0 δηλαδή y=
M
$' . Η χρονική στιγµή για την 

οποία συµβαίνει αυτό που βρίσκεται από την εξίσωση της λογιστικής καµπύλης  
M
$'  = 

�6M
�6'^�M1�6'�,-��  => 
1M� = 

�6'
M1�6' και t = 

�
M ln

�6'
M1�6' . 

Η µέγιστη τιµή της Y είναι τότε y' max=
M4
�' . Το ότι πράγµατι είναι max για 

την y' και σηµείο καµπής για την x(t) προκύπτει από το ότι   y''=y''(β-2λ)+y'(β-2λy)' = 

y'' (β-2λy)–2λy'2  η οποία για y = 
M
$' γίνεται y'' -2λy'2 < 0 

 

Παρατήρηση. ∆.Ε. όπως και οι προηγούµενη, της µορφής 
�g
��=y(αy +β), 

µπορούν να λυθούν ως ∆.Ε. Bernoulli αναγόµενες σε γραµµικές οι παραπάνω 

γράφετε 	�g��–βy=αy2 και δεν είναι ∆.Ε. Bernoulli µε n=2 .Θέτουµε  z=y1-2 = 
�
g  οπότε 

�g
��  και η ∆.Ε. γίνεται - 

�
$ 

��
�� και η ∆.Ε. γίνεται  -

�
�4 

��
�� – β 

�
� = α 

�
�4  ή ακόµη 

��
�� + βz = -

α, που είναι γραµµική µη οµογενής 1ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές. Έτσι έχουµε ��
M�^� = -dt , ή ακόµη 

�
M 

��M�^��
M�^�  = -dt ή ακόµη 

<�M�^��
M�^�  = βdt. 

Ολοκληρώνοντας παίρνουµε ln(�� + �) = βt +c => βz +α = c'e-βt.  

Άρα z = c''e-βt -αβ-1, ή ακόµη z=β-1(ke-βt -α)-1.  

Έτσι λύνεται η ∆.Ε.: 
��
��  =Ν wυ-(Ν-1)εz, που περιγράφει την αύξηση των κυττάρων 

στον καρκίνο. 

 

25. Μάθηση µε τη µικρότερη προσπάθεια 

Η γνώση που αποκτάται είναι προφανώς συνάρτηση Γ(t) του χρόνου.                                    

Είναι σαφές ότι η γνώση αποκτάται µε τη µελέτη, η οποία είναι και αυτή συνάρτηση 

Μ(t) του χρόνου. Στην παρακολούθηση ενός µαθήµατος, ο µαθητής έρχεται σε ένα 

αρχικό επίπεδο γνώσης, έστω Γ0. Ο ρυθµός µεταβολής (αύξησης) της γνώσης 

εξαρτάται από την τρέχουσα γνώση Γ(t) και από την τρέχουσα µελέτη Μ(t)  

συγχρόνως. Ο µαθητής ξεχνάει ένα ποσοστό m τις γνώσεις που αποκτά, ενώ στο 

τέλος των παραδόσεων, πρέπει να έχει ελάχιστο επίπεδο γνώσης Γt  για να περάσει τις 

εξετάσεις. Oι παραπάνω υποθέσεις οδηγούν στην παρακάτω διαφορική εξίσωση: 

      
�����
��  =λΓα(t)Μb(t) = mΓ(t).         (1) 

Η ολική µελέτη µέχρι το τέλος Τ των µαθηµάτων,  είναι ίση µε Μ((t)ολ = 

` ��
6 (t)ολ και ζητάµε η Μ(t)ολ να γίνει ελάχιστη. Για να λυθεί οι ∆.Ε. (1) πρέπει να 

υιοθετήσουµε µία τακτική µελέτης. Π.χ. µπορούµε να υποθέσουµε ότι η µελέτη είναι 

σταθερή Μ(t)=Μ0 , ή ότι µελετάµε όσο µπορούµε περισσότερο, ή ότι ακολουθούµε 

κάποια άλλη τακτική. Να µελετηθεί η (1) 

Για απλότητα ας θεωρήσουµε Μ(t)=Μ0 . Τότε η (1) γίνεται: 
��
��  =λ�6�Γα-mΓ , ή 

��
��  +mΓ = λ�6�Γα, η οποία είναι µία ∆.Ε. Bernoulli (την οποία µπορούµε να 

θεωρήσουµε και ως χωριζοµένων µεταβλητών). Ο µετασχηµατισµός z=Γ1-α   

µετατρέπει την Bernoulli σε γραµµική   dz=d(Γ1-α)=(1-α)Γ-α dΓ=>dΓ=
�K
�1� dz. Επειδή 

Γ=� �
�-� και Γα= � K

�-� , η ∆.Ε. γίνεται: 
�K
�1� = 

��
�� + m� �

�-K = λ�6�� �
�-� , ή 

� K�-K
�1�

��
�� + m� �

�-K 
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= λ�6�� �
�-� ή τέλος : 

��
�� +(1-α)mz=λ�6�(1-α) ∆ηλαδή η γραµµική 1ης τάξης µη 

οµογενείς µε σταθερούς συντελεστές. Μπορούµε τώρα να χρησιµοποιήσουµε τον 

τύπο που δίνει τη γενική λύση µη οµογενούς γραµµικής ∆. Ε. 1ης τάξης (ή και να την 

µεταχειριστούµε ως χωριζοµένων µεταβλητών) y’+α(t)y=b(t)=>y=c
1`E����� 
+
1`E����� 
 ` 
`E����� b(t)dt. 

Έτσι καταλήγουµε στην z(t) = z(0)e-(1-α)mt + 
'���
�  �1 − 
1��1�����. Αλλά Z(0) = �6�1� . 

Άρα έχουµε z(t) �6�1�e-(1-α)mt + 
'���
�  �1 − 
1��1����� , ή 

z(t)e-(1-α)mt + 
'���
�  �
1��1���� − 1� +�6�1�. 

Επειδή z(t)= Γ(t)1-α , έπεται   Γ(t)1-α =�'���
� �
��1���� − 1� + �6�1�� 
��1���� .   (2)              

Τώρα για t=T=>Γ(Τ)=Γε, το ελάχιστο γνώσεις για να περάσεις στις εξετάσεις. 

Τότε Μ0 = ������-K	,��-����1���-K	�
'�,��-K���1�� �1/b  που παριστάνει τη µελέτη που χρειάζεται 

για να αποκτήσει την ελάχιστη απαιτούµενη γνώση για επιτυχία στις εξετάσεις, στο 

τέλος των µαθηµάτων. Επειδή θέλουµε η γνώση να αυξάνει µε την πάροδο του 

χρόνου, θα πρέπει η (2) να είναι αύξουσα. Η (2) γράφεται και Γ(t)1-α = 
'���
�  + ��6�1� −

	'���
� � 
��1E���, οπότε για α<1 θα πρέπει �6�1� −	'���

�  ≤ 0, για να προκύψει θετική 

παράγωγος.  

∆ηλαδή πρέπει  Μ0 ≥	�����-K
' �, πράγµα που ήταν αναµενόµενο και που 

αποτελεί µια ένδειξη για την ορθότητα του µοντέλου 

  

Σηµείωση. Αν τα παραπάνω δεν µπορούν ίσως να διδαχθούν στο σχολείο, εν τούτοις 

µε τη βοήθεια τους, ο διδάσκων µπορεί να µελετήσει συγκεκριµένες περιπτώσεις και 

να συµβουλευτεί τους µαθητές του. 

 

26. Απόσταση διαλύµατος από το σηµείο κόρου 

Μία αρχική ποσότητα y0 της ουσίας Α, διαλύεται σε ένα διαλυτικό µέσο Β, 

όγκου V. Έστω y=x(t) η ποσότητα της Α η οποία βρίσκεται αδιάλυτη τη χρονική 

στιγµή t και c η συγκέντρωση της A στο διάλυµα όταν αυτό είναι κορεσµένο. Να 

βρεθεί η y=x(t), αν ο αριθµός µεταβολής της ( δηλαδή η ταχύτητα διάλυσης) είναι 

αναλόγως της x(t)  και της απόστασης του διαλείµµατος από το σηµείο κόρου. 

Η απόσταση του διαλύµατος από το σηµείο κόρου, είναι η διαφορά της 

συγκέντρωσης της διαλυµένης ουσίας Α και τη χρονική στιγµή t από τη συγκέντρωση 

της, όταν το διάλυµα είναι κορεσµένο, δηλαδή από την απόσταση C. Η ποσότητα της 

Α που έχει διαλυθεί τη χρονική στιγµή t, είναι y0-y και άρα η συγκέντρωση της τη 

χρονική στιγµή είναι t, είναι 
�6	1	�	

P  . Έτσι η απόσταση του Β από το σηµείο του χώρου 

είναι και άρα η ταχύτητα διάλυσης είναι C - 
�6	1	�	

P  και άρα η ταχύτητα διάλυσης είναι 

�g
�� � �h G� − g�1g

P I στην οποία οι µεταβλητές χωρίζονται. 

Το κλάσµα 
�

g��^g� , όπου έχουµε θέσει CV–y0=α, αναλύεται ως εξής 
�

g��^g� = 
�
g  +

�
�^g,   

οπότε 1=(Μ+Ν)y + Mα => Μ = 
�
�  και Ν=-Μ =-

�
� .Τότε 

` �g
g��1g� =

�
� ` �g

g +
'
� ` �g

�1g =	�� wxy	h − ln	�� + h�z = 
�
� ln 

g
�^g 
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'
P t + k΄. ∆ηλαδή ln 

g
�^g + 

�∗'
P  t + k΄΄ και ln 

g
�^g = k�eβt , 

Όπου έχουµε θέσει β= ln 
�'
P  . Τελικά παίρνουµε Y = x(t) = 

�W,��
�1	W,�� = 

�
 ,��	1�	 . 

 Επειδή x(0)=y0=> v= ln 
�^g�
g�   και αντικαθιστούµε Τα α, β, ν µετά ίσα τους. Έτσι π.χ. 

γνωρίζοντας ότι y0=6, V=100 και ότι ο Β µπορεί να διαλύσει 10 µονάδες της A µέχρι 

να κορεσθεί, µπορούµε να βρούµε την x(250), αν επιπλέον ξέρουµε ότι για t=50 

έχουν παραµείνει 3 µονάδες της Α. 

Είναι C=
�6
�66 , όποτε βρίσκουµε α=4, β= 

'
$i και ν= 

i
¡ . 

Επειδή 3 = 
�

k
A,-k�.4k 1�

 = 
�

k
A,-4.1� , ή  5e-2λ–3 =4, έχουµε λογαριθµίζοντας  λ=-

�
$ ln 

¢
i= 

ln£i
¢ . Τότε x(250) = 

�
k
A,-4k�k� 23£k¤	1�

 = 
�

k
A,23G¤kI

k	1�
 = 

�
k∗¤k
A∗kk1� ≅ 0,5 

 

27. Αυτοκατάλυση στη χηµική κινητική 

Μία χηµική ουσία Α µετατρέπεται σε µία χηµική ουσία Β. Η αντίδραση 

αρχίζει µόνο µε την παρουσία κάποιας ποσότητας της Β (αυτοκατάλυση). Έστω 

y=c(t) η συγκέντρωση της Β και β σταθερά, η αρχή οι συγκέντρωσης της. Έστω 

α=σταθερά η αρχική συγκέντρωση της Α. Αν ο ρυθµός µεταβολής της c(t) είναι 

αναλόγως των ολικών συγκεντρώσεων κατά τη χρονική στιγµή t, να βρεθεί η c(t). 

Η συγκέντρωση της Β κατά τη χρονική στιγµή t είναι β+c(t), ενώ η 

συγκέντρωση της Α κατά τη χρονική στιγµή t είναι α – c(t) . Έτσι έχουµε τη ∆. Ε. �����
��  = λ(α–c(t)) (β+c(t)).  Στην οποία οι µεταβλητές χωρίζονται  

�����
�¥	–	{�n��	�§^{�n��	 =λdt. 

Το κλάσµα  
�

�¥	–	g�	�§^��	 αναλύεται ως εξής: 

�
�¥	–	g�	�§^��	 = 

�
¥	–	g	 + 

�
¥	–	g	 => (Μ–Ν)y +αΝ+βΜ=1=>Μ–Ν=0, άρα βΜ+αΝ=1 

Το γραµµικό σύστηµα αυτό δίνει Μ=Ν= 
�

¥^§	 . Τότε 

` �g
��1g��M^g� =

�
�^M ` �g

�1g+
�

�^M ` �g
M^g =	 �

�^M wxy	�� + h� − ln	�� − h�z = 
�

�^M ln 
M^g
�1g = 

λt + c. Οπότε 
M^g
�1g =k’eλ(α+β) και  Y = 

1M^�X’,}�¨~©��
�^	X’,}�¨~©��  = - β +

�^M
�^	X,-}�¨~©�� 

 

28. Αντίδραση 3ης  τάξης στη χηµική κινητική 

Οι χηµικές ουσίες Ο, µε αρχικές συγκεντρώσεις αi, i=1,2,3 αντιδρούν προς 

σχηµατισµού προϊόντων. Αν µετά χρόνου t, υποθέσουµε ότι έχουν αντιδράσει y= 

x(t)mol/t από κάθε ουσία και ο ρυθµός µεταβολής της x(t) είναι ανάλογος προς τις 

συγκεντρώσεις των Οi, να βρεθεί η  y= x(t). Να µελετηθεί η ιδιαίτερη περίπτωση αi=α ∀> και να βρεθεί ο χρόνος υποδιπλασιασµού. 

Σύµφωνα µε τα δεδοµένα, οι συγκεντρώσεις των Οi, i=1, 2, 3  τη χρονική 

στιγµή t είναι  α1 –y, α2–y, α3–y αντίστοιχα, οπότε έχουµε  �g
��  =λ(α1–y)(α2–y)(α3–y)  (αντίδραση 3ης τάξης). Η ∆.Ε. Αυτή είναι χωριζοµένων 

µεταβλητών 
�g

���	1����4	1����A	1��		 λdt  

Θέτοντας 
�

���	1����4	1����A	1��		 = 
o

���	1��		 = 
�

��4	1����A	1��			 =
�

��A	1��			,  
Έχουµε  1 = Α��$ 	− y���¡ 	− y� +Β��� 	− y���¡ 	− y� + Γ ��� 	− y���$ 	− y� 
Από εδώ παίρνουµε το γραµµικό σύστηµα 
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Οπότε 

` �g
���	1����4	1����A	1�� =¬	` �g

��1g+­	` �g
�4^g �	` �g

�A^g= -A ln��� − y� – B ln��$ − y� 
– Γ ln��¡ 	− y� =λt+c. Για t=0 είναι y-0, οπότε c=–A�ln α1 –Β�ln α2 –Γ�ln α3   

Έχουµε τότε κ – λ  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στην περίπτωση που αi =α , ∀> =1,2,3, η ∆.Ε. γίνεται 
�g
��  =λ(α – y)3 , η οποία είναι της 

γενικής µορφής 
�g
��  =λ(α – y)n , n≠0 n∈N (αντίδραση n – τάξης) και στην οποία επίσης 

οι µεταβλητές χωρίζονται 
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Παρατήρηση. ∆.Ε. της µορφής y΄= λ(α-y)3 εµφανίζονται και στη γενετική. 

 

29. Αµφίδροµες και συντρέχουσες αντιδράσεις 1ης και 2ης τάξης στη χηµική 

κινητική 

Στη χηµική κινητική, καταλήγουµε για τη συγκέντρωση σε ∆.Ε. της µορφής �g
��  =αy2+βy+γ, όπου το 2ο µέλος δεν είναι γινόµενο πρωτοβάθµιων παραγόντων όπως 

τα προηγούµενα. (αµφίδροµες και συντρέχουσες αντιδράσεις 1ης και 2ης τάξης). 

Να βρεθεί η συγκέντρωση y=c(t), όπου το τριώνυµο του 2ου µέλους έχει 

πραγµατικές ρίζες. Για την ολοκλήρωση της ∆.Ε. που είναι χωριζοµένων 

µεταβλητών: 
�g

�g4^Mg^l � ��	, αναλύουµε το κλάσµα 
�

�g4^Mg^l ως άθροισµα απλών 

κλασµάτων, αναλύοντας τον παρανοµαστή σε γινόµενο δυο πρωτοβάθµιων 

παραγόντων.  

Στη γενική περίπτωση, βρίσκουµε τις ρίζες ρ1, ρ2 το τριώνυµο, οπότε τούτο 

γράφετε �h$ + �h + ¯ = α(y – ρ1)(y – ρ2). Τότε ` �g
�g4^Mg^l =

�
� 	` �g

�g1°���g1°4� . 
Τότε  

�
�g1°���g1°4� = 

u
g1°� + 

�
g1°4 => Α+Β= 0 και Αρ2+Βρ1= –1 από όπου βρίσκουµε Α 

= 
�

°�1°4 , Β= 
�

°41°� . Έτσι : ` �g
�g1°���g1°4� � �

°�1°4 	` �g
g1°� - 

�
°�1°4 ` �g

g1°4 

=
�

°�1°4 wln�h − D�� − ln	�h − D$�z = 
�

°�1°4 ln ±g1°�
g1°4± . 

Τότε  ` �g
�g4^Mg^l =

�
� ∗ 

�
°�1°4 ∗ ln ±g1°�

g1°4± = λt + c , ή  

ln ±g1°�
g1°4± �	λα�D� − D$)t + c’ , ή ακόµα 

g1°�
g1°4 = k’
'��°�1°4��  , ή 

y= 
°�-°4X’,.K�²�-²4��
�1X’,.K�²�-²4��  = ρ1 + 

°�-°4
�1X’,.K�²�-²4��.   

Αν β=γ=0, τότε ` �g
�g4 =λ ` dt και είναι ` h1$dy=λαt+c , ή  –` �h1� =λα  c => h1� = 

λαt + c και y = 
�

'��^�  
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30. Νοµός αλλοµετρίας 

Έστω ότι τα µεγέθη x, y είναι συναρτήσεις του χρόνου t δηλαδή x= x(t), y= 

y(t). Αν ο µέσος ρυθµός µεταβολής τους είναι σταθερός να εκφρασθεί το y 

συναρτήσει του x. Οι µέσοι ρυθµοί µεταβολής των x=x(t)  και y=y(t) είναι αντίστοιχα 
/�
/��  = λ και 

/³
/��  = µ. Οι ∆.Ε. αυτές είναι οµογενείς γραµµικές 1ης τάξης µε σταθερούς 

συντελεστές και η ολοκλήρωση του δίνει τα x και y ως συναρτήσεις του χρόνου t. 

Θέλοντας όµως να βρούµε το y ως συνάρτηση του x έχουµε από τον κανόνα της 

αλυσίδας
�g
�� = 

�g
��  = 

��
�� δηλαδή 

�g
�� = 

�g
'� 				στην οποία οι µεταβλητές χωρίζονται 

�g
g  = 

�
' �	 ���   .  ` �g

g  = 
�
' ` 	���    , ή ακόµα ln|h| = 

�
' ln|�| + c, ή υποθέτοντας ότι x,y> 0 

Έχουµε ln h = 
�
' ln � + c, οπότε y=k
p

. 78 �	
, ή y=k
78 �p. 	, που εκφράζει το y 

συναρτήσει του x Η ∆.Ε. 
�g
�� = 

�g
'�  λέγεται νοµός αλλοµετρίας διότι η λύση της 

επιτρέπει, µετρώντας το µέγεθος x, να υπολογίσουµε απ’ ευθείας το άλλο µέγεθος y, 

χωρίς παρεµβολή του χρόνου. Ο αλλοµετρικός νόµος βρίσκει εφαρµογές στη µελέτη 

της σχετικής ανάπτυξης δυο διαφόρων µελών του σώµατος (συγκριτική ανατοµική), 

στο µεταβολισµό στη µελέτη ενός χαρακτηριστικού σε δύο διαφορετικές φυλές, στη 

σχέση δόσης-ανταπόκρισης φαρµάκων κλπ. Περνώντας δεκαδικός λογάριθµος στην 

y=k�p
. ,  έχουµε log y = 

�
' log x+log k, η οποία, σε λογαριθµικό χαρτί, παριστάνει 

ευθεία µε κλήση 
�
'	και της οποίας η τεταγµένη επί την αρχή είναι ίση προς το k. 

 

31. ∆ιατροφή πρωτόζωων 

Ένας πληθυσµός βακτηρίων y=x(t) χορηγείται ως τροφή σε πρωτόζωα µε 

σταθερό ρυθµό c. Τα βακτήρια καταναλώνονται από τα πρωτόζωα µε ρυθµό ανάλογο 

προς x2(t). Να βρεθεί ο πληθυσµός x(t) αν x(0)=y0, καθώς και η τιµή ισορροπίας του.  

Ο ρυθµός µεταβολής του πληθυσµού x(t) είναι διαφορά του ρυθµού κατανάλωσης, 

από το ρυθµό χορήγησης των βακτηρίων. ∆ηλαδή έχουµε τη ∆.Ε. �����
��  = c – λx2(t),  λ > 0 , στην οποία οι µεταβλητές χωρίζονται 

�g
�1'g4 = dt, ή ακόµη 

�
' � 

�g
µ£¶

.1g·µ£¶
.^g·

 = λdt . Θέτοντας £�
' = α, βρίσκουµε  

�
��1g���^g� = 

u
�1g + 

�
�^g , µε Α=Β 

=
�
$� . Άρα ` �g

��1g���^g� � �
$¥ 	` �g

�1g + 
�
$¥ ` �g

�^g=
�
$¥ ln ±E^g

E1g±=λt+k′.  Από αυτήν έπεται  

E^g
E1g � 	R′′
$E'�, ή y = -α + 

$�
�^W,-4�.� , µε k = 

E1g�
E^g� . Τότε lim�→+ ��	� = α = £�

'    

 

32. Ανάπτυξη κυττάρου 

Θρεπτικά συστατικά µέσω των επιφανειακών τοιχωµάτων των κυττάρων, 

προκαλούν την εξέλιξή τους. Είναι λογικό να υποθέσουµε ότι στα πρώτα στάδια της 

εξέλιξης αυτής ενός κυττάρου, ο ρυθµός µεταβολής του βάρους του Β=β(t) είναι 

ανάλογος προς το εµβαδόν της επιφάνειας του. Αν ο όγκος του κυττάρου είναι 

ανάλογος του κύβου µίας γραµµικής του διαστάσεις L και η επιφάνεια του ανάλογη 

του τετραγώνου της L, να βρεθεί το βάρος του, αν το σχήµα και η πυκνότητα του 

κυττάρου παραµένουν σταθερά. Πότε το βάρος διπλασιάζεται, αν β(0)=1; 

Το βάρος Β = ε�V, όπου ε το σταθερό ειδικό βάρος του κυττάρου και V o 

όγκος του, για τον οποίο θα έχουµε V = λL3, ενώ για την επιφάνεια του S θα έχουµε S 

= µL2. Τότε Β=ελL3 και άρα L=(ελ)-1/3 Β1/3. Επειδή 
�v
��= kS=kµL2 = kµ��"���/¡­�/¡�-2 
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= α­$/¡. Η Β = β(t) ικανοποιεί τη ∆.Ε. 
�v
��  = α­$/¡, που είναι χωριζοµένων 

µεταβλητών 
�v

�4/A	 = αdt. 

Επειδή ­$/¡dB = 3d­�/¡, έχουµε ` ­$/¡dB = 3 ` d­�/¡ = 3­�/¡ =αt + c. Άρα Β = 

β(t) = 
���^��A

$¢  και επειδή το βάρος β(0) = 1 = 
�A
$¢ => c=3. ∆ηλαδή β(t) = 

���^��A
$¢  . Για 

β(t)=2, έχουµε 2�27 = ��	 + 3�¡, ή ακόµη 3√2A
 = αt +3 , ή ακόµη 3(√2A

 – 1) =αt. Άρα  

t = 
¡� √$A 	–	��

�   

 

33. Φαρµακοκινητική ΙΙ 

Σε διάφορες περιπτώσεις στη φαρµακοκινητική, καταλήγουµε στη ∆.Ε. της 

µορφής 
�����
��  = λ 

����
�^���� , λ>0 και Μ σταθερές (Μ η σταθερά Michaelis–Menten). (Σε 

ίδιας µορφής ∆.Ε. καταλήγουµε και στη γενετική). Να βρεθεί  η y= x(t). 

Η ∆.Ε. 
�g
�� � −�	 g

�^g	είναι χωρισµένων µεταβλητών 
��^g���

g  =–λdt. Αυτή 

γράφεται ακόµη Mln|h| + h � �	 +  , ή y = k
1³~.�
¹ , που είναι µία πεπλεγµένη 

συνάρτηση όπως λέµε στη µαθηµατική ορολογία. 

 

34. Αντιστροφή θερµοκρασίας 

Η θερµοκρασία θ του ατµοσφαιρικού αέρα είναι συνάρτηση του ύψους x από 

την επιφάνεια της θάλασσας, δηλαδή είναι θ = Τ(x). Κάτω από οµαλές συνθήκες η 

θ=Τ(x) είναι φθίνουσα συνάρτηση, δηλαδή 
�����
��  < 0. Πολλές φορές παρατηρείται 

αντιστροφή θερµοκρασίας π.χ. το χειµώνα, στα βουνά πάνω από την οµίχλη και λόγω 

ηλιοφάνειας η θερµοκρασία του αέρα ανεβαίνει πάνω από το µηδέν, ενώ χαµηλά η 

θερµοκρασία παραµένει κάτω από το µηδέν. Το φαινόµενο αυτό µπορεί να 

περιγραφεί σε µία περιοχή της ∆. Ε.  
�����
�� � º��� και 

�b���
��  = –αΤ(x)–βυ(x), µε α,β > 

0. Αν α=34 και βρεθεί η Τ(x), όταν Τ(0)=1 και   Τ΄(0)=0. Παραγωγίζοντας την πρώτη 

∆.Ε. έχουµε  
�4����
��4  = 

�b���
��  , όποτε η δεύτερη δίνει 

�4����
��4  = –34Τ(x)–6 

�����
��  , ή  

�4����
��4 +6 

�����
�� +34Τ(x)=0, η οποία είναι γραµµική 2ης 

τάξης του οµογενείς µε σταθερούς συντελεστές: Έχουµε λ2+6λ+34=0=> λ1=–3+5i, λ2 

=–3– 5i. Άρα, η γενική λύση είναι Τ(x)=c1e
-3xσυν5x+c2e

-3xηµ5x. Επειδή Τ(0)=1 

προκύπτει ότι c1=1. 

Παραγωγίζοντας Τ΄(x)=(5c2 –3c1)e
-3xσυν5x + (–5c1–3c2)e

-3xηµ5x. Και αφού Τ΄(0)=0 

=>5c2–3c1=0, οπότε c2= 
¡
i δηλαδή: T(x) = e-3x(συν5x + 

¡
i ηµ5x) . 

 

Η θερµοκρασία 

παρουσιάζει ταλάντωση. 

Aν Β=0, η ταλάντωση 

είναι αρµονική.  

Αν η δεύτερη 

∆.Ε. είναι της µορφής �b���
��  = αΤ(x)–βυ(x)+γ, 

µε α=25 και β=0, τότε παίρνουµε τη ∆.Ε. Τ΄΄(x)+25T(x)=γ, µε γενική λύση της 

αντίστοιχης οµογενούς Ciσυν5x + c2ηµ5x (αφού λ2+25=0) και µερική λύση την 
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k1(x)
i»� + k2(x) 
i»� ,όπου : k’1(x) = 
l
�6» 
1i»� και k’2(x) = 

1l
�6» 
i»�. Τότε k2(x)= 

l
i6 


i»� . Άρα η γενική λύση της είναι 

Τ(x) = c1συν5x + c2ηµ5x + 
l
$i , µε c2 = 0 και c2 = 1 - 

l
$i. 

 

35. Ανάπτυξη παρασίτων 

Σε δύο εστίες στο ανθρώπινο σώµα υπάρχουν δύο πληθυσµοί x1(t), x2(t) του 

ιδίου παρασιτικό οργανισµού, µε µέσο ρυθµό µεταβολής α1 και α2, αντίστοιχα. Να 

βρεθεί και να λυθεί η ∆.Ε. την οποία επαληθεύει ο πληθυσµός του παρασιτικού 

οργανισµού αυτού. Να γίνει η επαλήθευση. 

Έστω x(t) =x1(t)+x2(t) ο ολικός πληθυσµός του παρασιτικού οργανισµού. Είναι τότε 

x′ (t) =x′1(t) + x′2(t) (1),   

x′ ′ (t) =x′′1(t) + x′′2(t)  (2)  

Επίσης 
��¼���
��  

�
�¼��� = αi , I = 1,2, ή x′I (t) = αi xi (t)    (3).  

Από τις (3) => xi(t) = 
�¼���
�¼  , i=1,2, οπότε x(t) =x1(t) + x2(t)= 

�Y����
��  + 

�Y4���
�4  , ή  α1α2x(t) 

= α2x′1(t) + α1x′2(t). Προσθέτοντας και τα δύο µέλη της τελευταίας το Ψ. Έχουµε 

α1x′1(t) + α2x′2(t) + α1α2x(t) = (α1+α2)(x′1(t) + x′2(t)) και λόγω της (1):  α1x′1(t) + 

α2x′2(t) + α1α2x(t) = (α1+α2)x't (4).  

Η (3) µε παραγώγιση δίνει  x′′1(t) + α1x′1(t), x′′2(t) = α2x′2(t) και προσθέτοντας 

κατά µέλη τις δύο αυτές, έχουµε ότι x′′1(t) + x′′2(t) = α1x′1(t) + α2x′2(t) = x′′(t) λόγω 

της (2) 

Η (4) γίνεται  x′′(t) - (α1+α2) x′(t) + α1+α2 x(t) = 0, (5) που είναι γραµµική 

οµογενής ∆.Ε. 2ης τάξης µε σταθερούς συντελεστές.  

Έχουµε  λ2 -(α1+α2) λ+ α1α2 = 0 και άρα λi = αi  είναι οι ρίζες του τριωνύµου 

αυτού. Άρα το γενικό ολοκλήρωµα της (5) είναι:    x(t) = c1
���
 + c2
�4�

 .  (6).  

Στην (6) καταλήγουµε και αν ολοκληρώσουµε καθεµία από τις (3) και 

προσθέσουµε τις λύσεις τους ` ��¼���
�¼��� � �»	` �	 =>lnxi(t)=ait+ki , ή xi(t)= ci
���

, i = 

1,2. ∆ηλαδή x(t)=x1(t)+x2(t)=c1
���
+ c2
�4�

.  Έτσι, το σύστηµα των γραµµικών ∆.Ε. 

(3) (που µπορούν να λυθούν και χωριστά η καθεµία) ανάγεται στη ∆.Ε. (5). 


