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Πρόλογος 

Ο Γάλλος συγγραφέας Alphonse Allais (1854–1905) έλεγε, µε µία ορισµένη 

αίσθηση του χιούµορ «Το άπειρο είναι µακρύ, ειδικότερα προς το τέλος», κάτι που 

σηµαίνει πως στην οπτική µας για το άπειρο υπάρχει µία κάποια εγγύτητα. Με άλλα 

λόγια, µπορούµε να το δούµε µόνο από «εδώ», από το σηµείο όπου βρισκόµαστε, 

εµείς, όντα περιορισµένα, µε την πεπερασµένη µας ιδιότητα. Όταν κοιτάζουµε 

µακριά, αρχίζουµε να χανόµαστε µέσα σε φιλοσοφικές θεωρήσεις, σε ασυναρτησίες, 

σε εικασίες που µας οδηγούν τελικά, στη καλύτερη των περιπτώσεων, στο να 

υιοθετήσουµε µια πνευµατική θέση, δηλαδή µια απλή στάση απέναντι στο ζήτηµα 

αυτό. ∆εν προξενεί εποµένως εντύπωση το γεγονός πως το άπειρο ήταν, είναι και θα 

είναι ένα θέµα φιλοσοφικού, θρησκευτικού και επιστηµονικού στοχασµού, τριών 

τοµέων της ανθρώπινης σκέψης που δεν υπήρξαν πάντα σαφώς καθορισµένοι. 

Για πολλούς, το πρώτο πράγµα που δηµιουργεί η ιδέα του άπειρου είναι ένα 

αίσθηµα ιλίγγου, µία αίσθηση πως βρισκόµαστε απέναντι από κάτι που, ό,τι και να 

κάνουµε, τελικά θα µας ξεφύγει. Και αυτό είναι αλήθεια. Ίσως αυτό είναι το 

µεγαλύτερο ενδιαφέρον του, ως πηγή δηµιουργίας, αόριστη φυσικά. Η ιστορία του 

απείρου στα µαθηµατικά είναι τόσο ενδιαφέρουσα και πλούσια ώστε να µιλάµε για τα 

«µαθηµατικά του απείρου», που σηµαίνει µια έννοια τόσο ασαφής µπόρεσε να 

αναδειχθεί σε µαθηµατικό αντικείµενο, όπως οι αριθµοί και τα γεωµετρικά σχήµατα. 

Ένα µαθηµατικό αντικείµενο είναι ουσιαστικά ένα αντικείµενο σαφώς 

ορισµένο. Ο µαθηµατικός µπορεί να παροµοιαστεί µε ένα κυνηγό: εξερευνεί άγνωστα 

εδάφη, παραφυλάει, παρατηρεί τη λεία, περιµένει, την τοποθετεί ακριβώς µέσα στο 

στόχαστρο, και µετά πυροβολεί. Αυτή είναι η ιστορία του άπειρου στα µαθηµατικά.  

Χρειάστηκαν περισσότερα από 3.000 χρόνια για να νικηθεί αυτή η λεία. 

Έκανε το δρόµο της ανάµεσα σε δόγµατα και παράδοξα, περιπλανώµενη στους τοµείς 

της ελληνικής φιλοσοφίας, των θρησκευτικών υποθέσεων και ανάµεσα στα πιο 

σκοτεινά µυστικά των σεχτών µύησης. Βρέθηκε επίσης ανάµεσα στα αντικείµενα της 

γεωµετρίας και στο λαβύρινθο των αριθµών, χώρους που ταιριάζουν περισσότερο στο 

κυνήγι. Μπορούµε να ακολουθήσουµε τα ίχνη του απείρου µέσα στο πνεύµα των 

µεγαλύτερων στοχαστών όλων των πολιτισµών, είτε αυτοί ήταν φιλόσοφοι, θεολόγοι, 

φυσικοί ή µαθηµατικοί, στην καρδιά µιας περιπέτειας γεµάτης κινδύνους.  

Ορισµένοι πλήρωσαν την περιπέτεια αυτή µε την τρέλα, άλλοι έπαιξαν 

κυριολεκτικά τη ζωή τους και κατέληξαν να καταδικαστούν από φανατικές σέχτες ή 

ρίχτηκαν στη πυρά από αδιάλλακτες θρησκείες. Και όλα αυτά για κάτι που τελικά, 

είναι µία απλή ιδέα. Ξέρουµε, όµως, πως µια ιδέα µπορεί να επηρεάσει αποφασιστικά 

τον τρόπο αντίληψης του µέλλοντος µας, πέρα από την ίδια την ύπαρξη µας, και 

συνεπώς να ταράξει τα θεµέλια πάνω στα οποία στηρίζονται οι πεποιθήσεις όλων των 

πολιτισµών. Σε κάθε περίπτωση, είναι ένα θέµα που επηρεάζει κατά κάποιο τρόπο 

την οπτική µας για τον κόσµο και ενδιαφέρει εποµένως όχι µόνο τους µαθηµατικούς 

αλλά και τους φιλοσόφους. Αυτές οι δυο οπτικές πρέπει να έρθουν σε διάλογο µεταξύ 

του γιατί, όπως είπε κάποτε ο Γάλλος µαθηµατικός Jean–Charles de Borda (1733–

1799) «Χωρίς τα µαθηµατικά δεν φτάνοµε στο βάθος της φιλοσοφίας. Και χωρίς αυτά 

τα δύο, δε φτάνουµε σε κανένα βάθος.»   

  

1. Τι είναι το άπειρο; 

Το άπειρο είναι µια έννοια εγγενής της ανθρώπινης σκέψης. Πολύ πιθανό να 

γεννιόµαστε µε µια ασαφή νοητική αντίληψη του απείρου που γρήγορα συνδέουµε µε 

το αντίθετο της, τη σαφή αντίληψη του πεπερασµένου της ίδιας µας της φύσης. Στη 

φιλοσοφία ή στη θεολογία, ο στοχασµός πάνω στο άπειρο µπορεί να είναι 
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συγκυριακός, στα µαθηµατικά όµως, η εξερεύνηση του απείρου ήταν και παραµένει 

µια αναγκαιότητα.  

 

1.1 Το άπειρο στην καθηµερινότητα 

Γνωρίζετε ίσως το ανέκδοτο µε τον καθηγητή των µαθηµατικών που εξήγησε 

για πρώτη φορά το άπειρο µέσα στην τάξη. Πήρε ένα κουτί κιµωλίες και άρχισε να 

σχεδιάζει µια γραµµή στον πίνακα. Όταν έφτασε στην άκρη του, συνέχισε τη γραµµή 

στον τοίχο, µετά στο πάτωµα και έτσι, χωρίς να σταµατήσει, βγήκε από την αίθουσα 

και χάθηκε στο βάθος του διαδρόµου χωρίς να αφήσει ποτέ την κιµωλία του. 

Έκπληκτοι οι µαθητές περίµεναν να συµβεί κάτι. Ο καθηγητής είχε εξαφανιστεί. 

Ένας φύλακας ήταν ο τελευταίος που τον είδε να κατεβαίνει το δρόµο αφήνοντας 

πίσω του µια γραµµή λευκής κιµωλίας στους τοίχους των σπιτιών. Τρεις µέρες 

πέρασαν και η διεύθυνση του κολλεγίου αποφάσισε να τον αντικαταστήσει.  

Μετά από µερικού µήνες, ο καθηγητής εµφανίστηκε ξαφνικά την ώρα του 

µαθήµατος των µαθηµατικών. Είχε ένα σακίδιο στην πλάτη, µακριά γενειάδα και 

φυσικά, ένα µικρό κοµµάτι κιµωλίας στο χέρι. Μπήκε στην αίθουσα µε µεγάλες 

δρασκελιές διαγράφοντας µια γραµµή στο πάτωµα, µετά στον τοίχο, ώσπου έφτασε 

και στο πίνακα και τότε σταµάτησε. Εµφανώς καταβεβληµένος, απευθύνθηκε στους 

µαθητές του λέγοντας «Ορίστε µια απίστευτα µακριά γραµµή, αλλά αυτό δεν είναι 

τίποτα µπροστά στο άπειρο». 

Αγνοούµε τι αποφάσισε η διεύθυνση για τον καθηγητή ή αν τον έστειλαν 

απευθείας στο άσυλο. Αγνοούµε επίσης εάν οι µαθητές του κατάλαβαν καθαρά το 

είναι το άπειρο. Αυτό για το οποίο θα µπορούσαν όµως να είναι βέβαιοι , είναι πως το 

άπειρο εµπεριέχει κάτι εξαιρετικό, για να µην πούµε τραυµατικό. Υπάρχουν πολλές 

ιστορίες, όλες µοναδικές, που επιχειρούν να µας κάνουν να συλλάβουµε τι είναι το 

άπειρο. Στο θρησκευτικό τοµέα, συνήθως γίνεται αναφορά στο χρονικό άπειρο, που 

αποκαλείται κοινός αιωνιότητα, όταν µιλάµε για αιώνιες τιµωρίες. Το καθαρτήριο 

µπορεί να έχει µεγάλη διάρκεια, αλλά δε µπορούσε να είναι αιώνιο. Η κόλαση, 

αντιθέτως, διαρκούσε άπειρο χρόνο. Για να δοθεί µία ιδέα για το τι σήµαινε αυτό, 

γινόταν υπαινιγµός σε τιτάνιες εργασίες, για παράδειγµα στη συλλογή των κόκκων 

άµµου µιας τεράστιας παραλίας, συλλέγοντας ένα κόκκο κάθε εκατό αιώνες.  

Ένα από τα πιο περίεργα σενάρια για την απεικόνιση αυτού που θα µπορούσε 

να είναι η αιωνιότητα, είναι το εξής: ας φανταστούµε πως η Γη είναι µια συµπαγής 

σφαίρα από χάλυβα και πως µία φορά κάθε δέκα εκατοµµύρια χρόνια, ένα περιστέρι 

χαϊδεύει απαλά την επιφάνειά της. Όταν η σφαίρα θα έχει µετατραπεί σε ένα 

µικροσκοπικό σηµείο από τη φθορά, θα έχει περάσει η αιωνιότητα, ή για την 

ακρίβεια µια αιωνιότητα. Αυτά τα παραδείγµατα δίνονταν στα παιδία για να 

αποκτήσουν µια ιδέα, δυστυχώς πάντα απειλητική, για το τεράστιο µέγεθος του 

απείρου. Το πρώτο µου «όραµα» για το άπειρο χρονολογείται από την παιδική µου 

ηλικία, όταν βρέθηκα για πρώτη φορά ανάµεσα στους δύο παράλληλους καθρέφτες 

ενός ασανσέρ. «Τι είναι αυτό;», ρώτησα. Ο πατέρας µου µε πήρε από το χέρι και µου 

απάντησε απλά «Είναι το άπειρο». Από τη µέρα εκείνη, το άπειρο είναι για µένα ένα 

τοπίο, τροµακτικό ή συναρπαστικό ανάλογα µε την οπτική γωνία, όπου είναι 

καλύτερα να περιπλανάται κανείς δίνοντας το χέρι σε κάποιον άλλο.  

Για όλους εµάς, το άπειρο πρέπει να βρίσκεται κάπου εκεί πέρα, σε ένα µέρος 

εντελώς µη προσπελάσιµο, που στην καλύτερη περίπτωση δηµιουργεί ένα ορισµένο 

δέος και που στη χειρότερη, µπορεί να προξενήσει έναν κοσµικό τρόµο. Από την 

άλλη όµως πλευρά, η εναλλακτική του απείρου δεν είναι και πολύ ενθαρρυντική. Αν 

το σύµπαν είναι πεπερασµένο, τι υπάρχει µετά τα όρια του; Απάντηση: το Τίποτα. Με 

Τ κεφαλαίο. Αυτή είναι µία έννοια ακόµα λιγότερο από αυτήν του απείρου.  
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Πίνακας του Gustave Doré που αναπαριστά την Κόλαση, το 1ο µέρος της Θείας Κωµωδίας 

του Dante Alighieri. Η κόλαση αντιπροσωπεύει την αιώνια οδύνη, την τιµωρία χωρίς τέλος. 

 

1.2 Ο ορισµός ενός λεξικού 

Μέχρι ενός σηµείου, θα µπορούσαµε να θεωρήσουµε πως ο όρος «άπειρο» 

είναι µια λέξη λόγια, αφού περιέχει φιλοσοφικές έννοιες µεγάλου εύρους. Ωστόσο, 

την χρησιµοποιούµε συχνά στην καθοµιλουµένη γλώσσα και αναφερόµαστε σε αυτήν 

αµέτρητες φορές «ο άπειρος χώρος», «άπειρες φορές», «άπειρος χρόνος», «άπειρη 

υποµονή», είναι όλες εκφράσεις που χρησιµοποιούµε µε µεγάλη ευκολία. 

Καταλαβαίνουµε όλοι τι θέλουν να πουν, όσο δε σκαλίζουµε πολύ τη σηµασία τους.  

Εάν όµως θέλουµε να το κάνουµε, δεν θα αργούσαµε να αντιληφθούµε πως η 

ικανότητα στοχασµού µας σχετικά µε την έννοια του απείρου αποδυναµώνεται πολύ 

γρήγορα και αρχίζουµε να χρησιµοποιούµε «στερεότυπα» που στην πραγµατικότητα 

δεν εξηγούν πολλά, αλλά µάλλον τίποτα απολύτως. Η έννοια αυτή είναι αναπόφευκτα 

φιλοσοφικής φύσης: στοχάζοµαι πάνω στο άπειρο σηµαίνει φιλοσοφώ, όµως θα 

πρέπει να έχει κανείς κάποια προδιάθεση για να το κάνει και κυρίως, να βρει ένα 

οποιοδήποτε σηµείο εκκίνησης. Σε αυτήν την περίπτωση, το πιο απλό πράγµα που 

µπορεί να κάνει κανείς είναι να συµβουλευτεί τα λεξικά. Εκεί θα βρει διαφορετικούς 

ορισµούς του όρου (αρχ. Άπειρον).  

1. Επίθετο. Αυτό που δεν έχει και δε µπορεί να έχει τέλος ή όριο.  

2. Επίθετο. Πολύ µεγάλο σε αριθµό ή διαστάσεις, που µοιάζει να µην τελειώνει 

ποτέ.  

3.  Ουσιαστικό ουδέτερο. Τόπος αόριστος, µακρινός και ακαθόριστος. Πχ. Ο 

δρόµος χανόταν στο άπειρο.  

4. Ουσιαστικό ουδέτερο. Μέγιστη ρύθµιση της εστίασης ενός φακού 

φωτογραφικής µηχανής σε αυτό που βρίσκεται σε µεγάλη απόσταση.  

5. Ουσιαστικό ουδέτερο. Μαθ. Τιµή ανώτερη από ό,τι είναι ποσοτικοποιήσιµο.  

6. Ουσιαστικό ουδέτερο. Μαθηµατικό σύµβολο (∞) που ορίζει την τιµή αυτή.  

Ας αναλύσουµε αυτές τις έννοιες χωρίς να αµφισβητήσουµε τη γλωσσολογική 

τους ερµηνεία, προσεγγίζοντας όµως όσο το δυνατό περισσότερο τη µαθηµατική τους 

σηµασία. Ο 1ος ορισµός  αναφέρεται σε κάτι που δε µπορεί να έχει τέλος ή όριο. Θα 

κάνουµε στο σηµείο αυτό ορισµένες παρατηρήσεις. Κατ’ αρχάς, ο ορισµός δεν 

επιβεβαιώνει απλά πως το άπειρο δεν έχει όριο, αλλά και πως δεν µπορεί να έχει και 

αυτή είναι µία πολύ λεπτή διαφορά. Αν πούµε πως το άπειρο δεν έχει τέλος, 

δηλώνουµε δυο πράγµατα εµµέσως, πως το άπειρο υπάρχει και σαφώς πως δεν έχει 
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τέλος. ∆εύτερον, όταν λέµε πως δεν µπορεί να έχει τέλος, παραδεχόµαστε πως στην 

περίπτωση που υπήρχε, δεν θα µπορούσε να τελειώνει. Αυτή η διαφορά µοιάζει 

τραβηγµένη από τα µαλλιά, περικλείει όµως πράγµατι τις έννοιες του δυνάµει και του 

ενεργεία απείρου.  

Ο 2ος και ο 3ος  ορισµός αναφέρονται σε αντιλήψεις ή αισθήσεις.  

Ο 4ος  αναφέρεται σε ένα τεχνικό ζήτηµα γεωµετρικής τάξης που 

αντιπροσωπεύει ένα ξεχωριστό γεγονός στην ιστορία των µαθηµατικών, όταν το 

άπειρο ερµηνευόταν ως ένα σηµείο που συναντιούνται παράλληλες ευθείες.  

Ο 6ος  αφορά το σύµβολο που χρησιµοποιούµε για το άπειρο και για το οποίο 

θα µιλήσοµε αργότερα.  

Ο 5ος, «Τιµή ανώτερη από ότι είναι ποσοτικοποιήσιµο», είναι αυτός που 

πλησιάζει περισσότερο στην έννοια του απείρου στα µαθηµατικά. Αυτές οι 

θεµελιώδεις έννοιες παραµένουν συνδεδεµένες µε την ιδέα µιας ατέλειωτης αύξησης, 

τόσο στο χώρο όσο και στο χρόνο, το αντικείµενο όµως στο οποίο εφαρµόζεται η 

ιδέα αυτή είναι υπερβολικά σαφές. Ο όρος χρησιµοποιείται συχνότερα ως επίθετο 

παρά ως ουσιαστικό. Όταν λέµε «αιώνια αγάπη», αναφερόµαστε στη χρονική πτυχή 

της έννοιας του απείρου και αυτό σηµαίνει ακραία πίστη. Όταν λέµε όµως πως το 

σύµπαν είναι άπειρο, µιλάµε για «χωρική απεραντοσύνη». Αυτό παραµένει κάτι 

αδιευκρίνιστο και µας φέρνει στο νου τη παρατήρηση ενός νυχτερινού ουρανού µια 

νύχτα χωρίς φεγγάρι, µε εκατοµµύρια αστέρια σε ένα φόντο φαινοµενικά σκοτεινό 

στο οποίο αποδίδουµε αυτήν την ανησυχητική διάσταση του απείρου.  

Αν θέλουµε να προσεγγίσουµε το θέµα του απείρου, θα πρέπει να βρούµε ένα 

αντικείµενο όσο το δυνατό πιο συγκεκριµένο, ακόµα και αν αυτό φαντάζει παράδοξο 

δεδοµένου του βαθµού αφαίρεσης που φαίνεται να έχουν τα µαθηµατικά. Το 

καλύτερο σηµείο εκκίνησης είναι η σειρά των φυσικών ακέραιων. Πράγµατι δεν 

υπάρχει τίποτα πιο φυσικό από έναν ακέραιο και σε κάθε εξελιγµένο πολιτισµό, όλος 

ο κόσµος κατανοεί σε τι αναφερόµαστε όταν µιλάµε για τη σειρά 1,2,3 … των 

ακέραιων φυσικών αριθµών. Πότε τελειώνει αυτή η σειρά; Η άµεση απάντηση είναι: 

ποτέ. Και γιατί δεν τελειώνει ποτέ; Επειδή µπορούµε πάντα να της προσθέτουµε έναν 

αριθµό. Είναι µια ορθή απάντηση, στο βαθµό που συνιστά έναν αρκετά ακριβή 

ορισµό του όρου «άπειρο», όπως θα δούµε στη συνέχεια. Σε κάθε περίπτωση, η 

απάντηση «ποτέ» εµπεριέχει εµµέσως µία χρονική πτυχή, επιπλέον της αριθµητικής.  

Αυτό ισοδυναµεί µε το να πούµε πως µπορούµε «πάντα» να προσθέτουµε 

αριθµούς. Ας το κάνουµε χρονοµετρώντας και θα πρέπει τότε να παραδεχτούµε πως 

όχι µόνο η αριθµητική σειρά είναι άπειρη, αλλά το ίδιο συµβαίνει και µε το χρόνο. 

Αυτή η σύγχυση συχνά αποδείχτηκε σοβαρό µειονέκτηµα κατά την αντιµετώπιση του 

ζητήµατος του απείρου. 

 

1.3 Το σύµβολο του απείρου  

Στην κάρτα ταρό του Μάγου, αυτός φέρει πάνω από το κεφάλι του το 

σύµβολο του απείρου.  Το φωτοστέφανο, το στεφάνι που αιωρείται πάνω από το 

κεφάλι των αγίων, αντιπροσωπεύει την αιωνιότητα. Στα λατινικά, η λέξη caelum 

σηµαίνει τόσο «ουρανός» όσο και «κύκλος» και ως καµπύλη χωρίς τέλος είναι ένα 

δρόµος που µπορεί κανείς να διασχίσει άπειρες φορές και που εποµένως µπορεί να 

αντιπροσωπεύει την αιωνιότητα. Οµοίως, σε ορισµένα µη θρησκευτικά πλαίσια, το 

σύµβολο του απείρου χρησιµοποιήθηκε ως σύµβολο της αγιότητας, στη θέση του 

κύκλου. Στις περισσότερες εκδόσεις ταρό, το σύµβολο του απείρου εµφανίζεται στην 

1η  κάρτα, πάνω από το κεφάλι του Μάγου. Αυτό το σύµβολο, που πολλοί 

περιγράφουν σαν ένα «πλάγιο οκτώ», είναι στην πραγµατικότητα η καµπύλη που 

ονοµάζεται «ληµνίσκος του  Bernoulli» και εισήχθηκε από τον Βρετανό µαθηµατικό 
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John Wallis (1616–1703). Μία άλλη εκδοχή λέει πως προέρχεται από το γράµµα Μ, 

σύµβολο του αριθµού χίλια, πρόχειρα γραµµένο και που ο Wallis, που ήταν 

φιλόλογος, υιοθέτησε για να συµβολίσει έναν πολύ µεγάλο αριθµό.    

 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 
 

1.4 Πολύ µεγάλο και πολύ µικρό 

Ας κάνουµε ένα µικρό οπτικό πείραµα. Ας υποθέσουµε πως διαθέτουµε µία 

µπάλα που έχει την εξής ιδιότητα: κάθε φορά που αναπηδά στο έδαφος, ανεβαίνει 

καθ’ ύψος ίσο µε το µισό του ύψους από το οποίο την αφήσαµε να πέσει. Για 

παράδειγµα, αν την αφήσουµε να πέσει από 2 m ύψος, θα αναπηδήσει 1 m, µετά 50 

cm, και ούτω καθ’ εξής. Ας θέσουµε τώρα το εξής πρόβληµα: ας αφήσουµε τη µπάλα 

να πέσει από ύψος 10 m. Όταν πάψει να αναπηδά, ποια θα είµαι η απόσταση που θα 

έχει διανύσει; ∆εν µπορούµε να πούµε πως αυτή η διατύπωση δεν είναι πραγµατική.  

Γνωρίζουµε σαφώς πως η µπάλα θα σταµατήσει τελικά να αναπηδά, πως δε 

µπορεί να το κάνει για πάντα, ωστόσο, µπορούµε να πούµε πως η απόσταση που θα 

έχει διανύσει είναι άπειρη, αφού µπορούµε να διαιρούµε επ’ άπειρο το ύψος δια δύο, 

λαµβάνοντας κάθε φορά ένα µικρότερο ύψος, όσο µικρό µπορούµε να φανταστούµε.  

Αυτό είναι ένα τυπικό παράδοξο, που συνδέεται µε το άπειρο και στο οποίο 

θα εµβαθύνοµε αναλυτικότερα στη συνέχεια, το οποίο µας εισάγει σε ένα νέο τοµέα, 

αυτόν του απείρως µικρού. 

 
Μία µπάλα σταµατά να αναπηδά κάποια δεδοµένη 

στιγµή ή οι αναπηδήσεις της είναι, επ’ άπειρον, όλο και πιο 

µικρές και αδιόρατες; 

 

 

 

 

Η ιδέα της απεραντοσύνης εποµένως δεν είναι η µόνη που µπορούµε να 

συνδέσοµε µε το άπειρο, υπάρχει και το απείρως µικρό. Ας πάρουµε ένα τµήµα 

ευθείας και ας το διαιρέσουµε δια δυο, στη συνέχεια ας διαιρέσουµε ξανά το ένα από 

τα δύο µέρη δια δύο, και ούτω καθ’ εξής, χωρίς να σταµατήσουµε. Μπορούµε 

τουλάχιστον θεωρητικά, να το διαιρέσουµε επ’ άπειρο λαµβάνοντας κάθε φορά 

µικρότερα τµήµατα. Η διαδικασία αυτή έχει τέλος; Όχι. Όπως για τη σειρά των 

φυσικών αριθµών, στην οποία µπορούµε πάντα να προσθέτουµε έναν αριθµό, στο 

παράδειγµα αυτό, µπορούµε πάντα να διαιρούµε το νέο τµήµα για δύο. Έτσι, το 

άπειρο παραπέµπει τόσο σε αυτό που είναι µεγάλο, όσο και σε αυτό που είναι πολύ 

µικρό. Αποκαλούµε αντίστοιχα τις δύο αυτές ενέργειες «άπειρη έκταση» και 

«διεργασία άπειρης διαιρετότητας».  



 

9 

 

1.5 Άπειρον 

Βρίσκουµε τις πρώτες αναφορές σε υποθέσεις ή στοχασµούς πάνω στο θέµα 

του απείρου, στον ελληνικό πολιτισµό, όπως κάθε φορά που αναζητούµε πρωτότυπα 

φιλοσοφικά θεµέλια.  Είναι ευρέως γνωστό πως µια από τις πολλές ποιότητες των 

Ελλήνων φιλοσόφων είναι το γεγονός πως δηµιούργησαν τη φιλοσοφική γλώσσα.  

Κατασκεύαζαν µια συγκεκριµένη λέξη για να αναπαραστήσουν µια ιδέα, 

καταρτίζοντας έτσι αυτό που µπορούµε να αποκαλέσουµε µία φιλοσοφική ορολογία 

µε ακρίβεια που µπορεί να συγκριθεί µε την επιστηµονική ορολογία, που είναι σε 

τελική ανάλυση η κληρονόµος της πρώτης. Σε αυτή τη συγκεκριµένη περίπτωση, η 

λέξη κλειδί ήταν το «άπειρον», όρος που προέρχεται από τα πέρατα, δηλαδή «το όριο 

κάποιου πράγµατος». Έτσι ότι δεν έχει πέρατα είναι άπειρο, χωρίς όριο.  

Στην ελληνική φιλοσοφία, η έκφραση «χωρίς όριο» λαµβάνει ιδιαίτερη 

σηµασία που δεν παραπέµπει τόσο στην ιδέα της άπειρης έκτασης όπως την 

αντιλαµβανόµαστε µε τη σηµερινή γλώσσα, αλλά περισσότερο σε αυτήν της 

προέλευσης όλων όσων υπάρχουν. Η υποκείµενη ιδέα είναι πως κάθε πράγµα υπάρχει 

σε συνάρτηση µε τα όρια του. Όταν σκεφτόµαστε ένα οποιοδήποτε αντικείµενο, ένα 

τραπέζι για παράδειγµα, αυτό που παρατηρούµε πρώτα, ακόµα και πριν τη 

λειτουργικότητά του, είναι τα όρια που το ορίζουν και το διαχωρίζουν από το 

υπόλοιπο περιβάλλον. Αυτή η ιδέα ισχύει τόσο για τα άψυχα, όσο και τα έµβια όντα. 

Ένα ζωντανό κύτταρο υπάρχει µέσω της µεµβράνης που του επιβάλλει όρια µε το 

περιβάλλον του. Εφόσον έτσι έχουν τα πράγµατα, µπορούµε να πούµε πως όλα όσα 

είναι, υπάρχουν στο εσωτερικό των ορίων τους και χάρη σε αυτά.  

Ως εκ τούτου, το άπειρο µπορεί να ταυτιστεί µε ένα αόριστο µάγµα µέσα στο 

οποίο γεννήθηκε ό,τι υπάρχει χάρη στην εµφάνιση συγκεκριµένων ορίων στο ίδιο το 

εσωτερικό του µάγµατος αυτού. Συνεπώς, ο λόγος ύπαρξης του απείρου έγκειται 

περισσότερο στο αόριστο παρά στο απεριόριστο. ∆εν προκαλεί κατάπληξη το 

γεγονός πως, κατ’ επέκταση και επιπλέον της δύναµης δηµιουργίας της απλής 

ύπαρξης των πραγµάτων, αποδίδεται στο άπειρο και η δύναµη του καθορισµού των 

λειτουργιών και των ιδιοτήτων των δηµιουργηµένων πραγµάτων.  

Εξ’ ου και η ιδέα της σύνδεσης του απείρου και εποµένως της ιδέας του χωρίς 

τέλος, µε εκείνη του Θεού µέσα στις διάφορες θρησκευτικές αντιλήψεις. Εξ’ ου και 

ένα ορισµένο διφορούµενο ή αντιφατικό αίσθηµα σχετικά µε τον όρο αυτό. Το 

άπειρον, ως προέλευση των όλων, συνδέεται µε το αρχικό χάος και εποµένως µε το 

κακό, µε κάτι αθέλητο, αφού δεν είναι µέρος της ύπαρξης µας. Εξ’ ου και το 

διφορούµενο του χωρίς τέλος που µπορεί να συνδεθεί τόσο µε την απρόσιτη θεότητα 

όσο και µε τις ανοργάνωτες και χαοτικές  δυνάµεις του κακού µε την πιο καθαρή 

σηµασία του όρου. Αυτή η αρνητική πτυχή του απείρου διαιωνίζεται σε όλη τη 

διάρκεια της ιστορίας του πολιτισµού µας και ο J.L.Borges µιλά γι’ αυτήν «ως µια 

έννοια που διαφθείρει και τρελαίνει τους άλλους». Συνεχίζει «∆ε µιλώ για το κακό του 

οποίου η σαφώς οριοθετηµένη επιρροή είναι η ηθική, µιλώ για το άπειρο».  

Μία άλλη σηµασία του όρου άπειρον, πιο κοντά σε αυτό που εµείς 

κατανοούµε, είναι αυτή που µας παραπέµπει σε έναν ευκλείδειο χώρο, υπό την έννοια 

ενός γεωµετρικού χώρου χωρίς όριο. Έτσι, ακολουθώντας τη σκέψη του Πλάτωνα, ο 

Αριστοτέλης δεν πιστεύει σε ένα χώρο χωρίς όριο. Σύµφωνα µε το συλλογισµό του, 

ένας χώρος είναι ένας τόπος που µπορεί να καταλαµβάνεται από ένα σώµα, 

ανεξάρτητα από το γεγονός πως τη συγκεκριµένη στιγµή, καταλαµβάνεται ή όχι από 

ένα σώµα. Ένας χώρος χωρίς όριο θα µπορούσε να καταλαµβάνεται από ένα σώµα 

χωρίς όριο, κάτι που είναι αδύνατο. Αυτό το σχήµα εξανάγκαζε τη σύλληψη της 

κίνησης των πλανητών και των άστρων ως κίνηση απολύτως κυκλική, αφού 

επρόκειτο για συνεχής κινήσεις που, αν ήταν ευθύγραµµες , θα χρειάζονταν ένα χώρο 
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χωρίς όριο για να υλοποιηθούν. Ο Κοπέρνικος, ακόµα και ο Kepler, κληρονόµησαν 

αυτή τη κοσµική διαµόρφωση και συµµερίστηκαν αυτή την οπτική για το χώρο και το 

άπειρο. Για την ελεατική σχολή στην οποία ανήκαν ο Παρµενίδης (530 π.Χ.–460 

π.Χ.) και ο Ζήνωνας (490 π.Χ.–430  π.Χ.), η πραγµατικότητα, το σύµπαν, δεν 

µπορούσε να έχει προέλευση και εποµένως ούτε αρχή και τέλος. Για το θέµα αυτό, ο 

Παρµενίδης έλεγε «… το Όλον είναι ένα, ακίνητο και χωρίς όριο, αφού το όριό του θα 

ήταν το κενό», κάτι που αποτελεί αδιέξοδο αφού συνεπάγεται την απαλλαγή από το 

τρόµο του απείρου για να βρεθούµε σε αυτόν του κενού. Υπάρχει µία σειρά εννοιών 

που δεν κατανοούµε αλλά ωστόσο βρίσκονται εκεί. ∆εν υπάρχει µεγάλη διαφορά 

ανάµεσα στον τρόµο του κενού και στο φόβο του απείρου. Στην πραγµατικότητα, τα 

δύο αντισταθµίζονται ακόµα και εάν το άπειρο συνήθως υπερισχύει επειδή, κατά 

κάποιο τρόπο, µας είναι πιο προσιτό. 

 
Στην αριστοτελική φιλοσοφία, ο άπειρος χώρος δεν έχει 

περιεχόµενο. Σύµφωνα µε τον Έλληνα φιλόσοφο, ο 

άπειρος χώρος µπορεί να καταλαµβάνεται αποκλειστικά 

από ένα άπειρο σώµα, κάτι που δεν υπάρχει. Μαρµάρινη 

προτοµή, ρωµαϊκό αντίγραφο της ελληνικής µπρούτζινης 

προτοµής του Λυσίππου, το 330 π.Χ. 

 

 

 

 

Μας είναι αδύνατο να συλλάβουµε το χώρο στον οποίο ζούµε ως 

πεπερασµένο. Όταν επιχειρούµε να τον φανταστούµε έτσι, η πρώτη ερώτηση που µας 

έρχεται στο µυαλό είναι  «Μα τι υπάρχει µετά;». Η απάντηση δεν µπορεί να είναι 

«τίποτα» . Θα πρέπει τουλάχιστον να υπάρχει χώρος, ακόµα κι αν είναι κενός. Είναι 

πολύ απλό. ∆ε γνωρίζουµε το κενό αλλά αντιθέτως, έχουµε την σταθερή παρουσία 

πραγµάτων που αποτελούν το άπειρο, ακόµα κι αν αυτό το άπειρο είναι φανταστικό.  

Αυτό συµβαίνει επειδή το άπειρο δεν είναι µόνο µια ιδέα ή µια έννοια. Το 

γεγονός πως υπάρχει πάντα, σε όλους τους πολιτισµούς, µε όλα τα ερωτήµατα που 

θέτει, υποδεικνύει χωρίς την παραµικρή αµφιβολία πως είναι δικό µας, είτε µας 

αρέσει είτε όχι, όπως και η ζωή, ο θάνατος, ακόµα και ο χρόνος.  

 

1.6 ∆υνάµει άπειρο και ενεργεία άπειρο 

Ας υιοθετήσουµε πως σχεδιάζουµε µε την κιµωλία στο έδαφος µία γραµµή, 

ούτως ώστε κάνοντας ένα βήµα µπροστά, να βρισκόµασταν στην άλλη πλευρά της. 

Είναι µια ενέργεια που µπορούµε «δυνάµει» να κάνουµε. Όταν την κάνουµε και 

βρισκόµαστε από την άλλη πλευρά της γραµµής, «έχουµε πραγµατοποιήσει» τη 

δυνατότητα αυτή, τη µετατρέψαµε σε ενέργεια. Υπάρχει µία καθαρή διαφορά 

ανάµεσα σε αυτό που είναι δυνάµει υλοποιήσιµο και στην υλοποιηµένη ενέργεια. Θα 

µπορούσε όµως να συµβεί, για παράδειγµα, τη στιγµή που ξεκινάµε την ενέργεια 

αυτή, να αισθανθούµε µια ξαφνική ζαλάδα που θα µας εµποδίσει να την 

υλοποιήσουµε.  Είπαµε πως η σειρά των φυσικών ακέραιων 1,2,3,4…..είναι άπειρη.  

Αυτό είναι κάτι που κάνεις δεν αµφισβητεί στην αρχή, αφού από κάθε αριθµό 

n µπορούµε πάντα να σχηµατίσουµε τον επόµενο αριθµό n+1, ανεξάρτητα από το 

µέγεθος του αριθµού n. Είναι όµως άλλο να έχουµε τη δυνατότητα να το κάνουµε και 

άλλο να το κάνουµε. Υπάρχει εδώ µια µικρή διαφορά. Η δυνατότητα να το κάνουµε 

το «δυνάµει άπειρο». Το να το έχουµε ορίσει το «ενεργεία άπειρο». Θα ήταν ίσως 

προτιµότερο να χρησιµοποιήσουµε τις εκφράσεις «θεωρητικό άπειρο» για το 

«δυνάµει άπειρο» και «πραγµατικό άπειρο» για το «ενεργεία άπειρο», µολονότι και 



 

11 

 

αυτές είναι διφορούµενες. Ξέρουµε καλά πως κανείς δε µπορεί να κατασκευάσει τη 

σειρά όλων των αριθµών. Αληθεύει επίσης πως κανείς δεν είδε ποτέ δυο παράλληλες 

ευθείες εφόσον είναι άπειρες και στην καλύτερη περίπτωση µπορούµε να δούµε µόνο 

τµήµατά τους. Αυτό σηµαίνει πως δεν υπάρχουν παράλληλες ευθείες; Υπάρχουν στο 

µέτρο όπου υπάρχουν οι ευθείες, όµως µία άπειρη ευθεία υπάρχει πραγµατικά;  

Ο ίδιος ο Ευκλείδης, στα περίφηµα «Στοιχεία» του ασχολούταν µε το ζήτηµα 

µε µεγάλη σύνεση. Όταν µιλούσε για ευθείες, έλεγε «τµήµατα των οποίων το µήκος 

µπορεί να είναι όσο µεγάλο θέλουµε», παραπέµποντας σαφώς στο δυνάµει άπειρο. Η 

σηµασία των όρων «χρονικό άπειρο» ή «ενεργεία άπειρο» δεν είναι ένα απλό ζήτηµα 

επιλογής, γούστου ή συµπάθειας, αλλά πρόκειται για µία φιλοσοφική θέση που δεν 

έχει τίποτα κοινότοπο. Πρέπει σαφώς να λάβουµε υπόψη πως το δυνάµει άπειρο ήταν 

το µοναδικό άπειρο που ήταν αποδεκτό στα µαθηµατικά και στις επιστήµες εν γένει 

µέχρι το τέλος του 19ου αιώνα. Ο Αριστοτέλης απαγόρευε ρητά την υιοθέτηση του 

ενεργεία απείρου από τη σχολή του «είναι αδύνατο να υπάρχει το άπειρο ως ον εν 

ενεργεία, ούτε ως ουσία, ούτε ως αρχή», έγραφε, προσθέτοντας «είναι σαφές πως η 

απόλυτη άρνηση του απείρου είναι µία υπόθεση µε αδύνατες συνέπειες», εποµένως, το 

άπειρο «υπάρχει δυνάµει […] µέσω πρόσθεσης ή διαίρεσης». 

Η αριστοτελική διευθέτηση του απείρου δεν επιτρέπει εποµένως να 

θεωρήσουµε ένα τµήµα ως ένα σύνολο ευθυγραµµισµένων σηµείων, επιτρέπει όµως 

να διαιρέσουµε το τµήµα αυτό δια δύο, όσες φορές θέλουµε. Το παρακάτω 

ερωτηµατολόγιο πάνω στην ιδέα του απείρου προτάθηκε σε ένα άτοµο µέσης 

εκπαίδευσης, χωρίς φιλοσοφική  ή µαθηµατική εξειδίκευση. Οι απαντήσεις του ήταν 

γρήγορες, χωρίς βαθύτερο στοχασµό, αυθόρµητες και υπαγορευµένες από την «κοινή 

λογική» που υποθετικά αντικατοπτρίζει το πολιτισµικό µας περιβάλλον. 

Ε: Τι είναι το άπειρο; 

Απ: Κάτι που δε σταµατάει ποτέ. 

Ε: Τι σηµαίνει αυτό; 

Απ: Ότι µπορούµε να µετράµε και να µην σταµατάµε ποτέ. 

Ε: Γιατί να µην σταµατήσουµε ποτέ;  

Απ: Γιατί δεν υπάρχει τελικός αριθµός. 

Ε: Πως το γνωρίζετε; 

Απ: ∆εν έχω δοκιµάσει ποτέ. Έτσι νοµίζω. 

Ε: Εποµένως είναι µία πεποίθηση. 

Απ: Όχι ακριβώς. Ξέρω πως όσο µεγάλος κι αν είναι ένας αριθµός, θα µπορώ πάντα να 

του προσθέτω έναν άλλο αριθµό. 

Ε: ∆ε συµφωνώ. Ακόµα κι αν αφοσιωθείτε σε αυτό το έργο, η ζωή σας είναι 

περιορισµένη και εποµένως  δε θα µπορείτε να προσθέτετε «πάντα» αριθµούς. 

Απ: Τι σηµασία έχει; Θα µπορούσαν να αφοσιωθούν σε αυτό γενιές επί γενεών. 

Ε: Μα η ζωή επάνω στη Γη είναι επίσης περιορισµένη. Εκ των πραγµάτων, το ηλιακό 

σύστηµα έχει ηµεροµηνία λήξης. 

Απ: ∆εν πειράζει. Είναι περιττό να το κάνει κάποιος αυτό, αρκεί που γνωρίζουµε πως 

µπορεί να γίνει. Ακόµα και αν στη Γη υπήρχαν µόνο δελφίνια, θα µπορούσε να γίνει. Το 

ότι κάποιος δε µπορεί να κάνει κάτι δε σηµαίνει πως δε µπορεί αυτό να υπάρχει. 

 Ε: Αυτό ισοδυναµεί µε την παραδοχή πως το άπειρο είναι κάτι που υπάρχει 

ανεξάρτητα από εµάς. 

Απ: Ακριβώς. 

Οι απαντήσεις αυτές αποκαλύπτουν την καρδιά της διαµάχης ανάµεσα στο 

ενεργεία άπειρο και στο δυνάµει άπειρο. Το άτοµο που ερωτήθηκε, υιοθέτησε τελικά 

σαφώς την αριστοτελική άποψη. 
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1.7 Το άπειρο και οι πατέρες της εκκλησίας  

Κατά το Μεσαίωνα, η διαµάχη σχετικά µε το ενεργεία άπειρο δε µπορούσε να 

λάβει µαθηµατικές αποχρώσεις, αφού αποτελούσε αποκλειστική ιδιότητα του Θεού, 

και εποµένως δε µπορούσε να συζητηθεί στο πλαίσιο των θεολογικών φόρα. Όπως 

έλεγε ο άγιος Αυγουστίνος «Μόνο ο Θεός και οι σκέψεις του είναι άπειρα».  

Προξενεί ωστόσο εντύπωση το γεγονός πως οι πατέρες οι Εκκλησίας 

αρνήθηκαν στο Θεό τη  δυνατότητα να δηµιουργήσει το ενεργεία άπειρο. Στην 

Summa Theologiae, ο άγιος Θωµάς ο Ακινάτης παραδέχεται πως µολονότι ο Θεός 

είναι παντοδύναµος και απεριόριστος, δε µπορεί να δηµιουργήσει απεριόριστα 

πράγµατα. Συµπέρασµα που δε µπορεί να αιτιολογηθεί εντός του θρησκευτικού 

πλαισίου όπου το τοποθετεί ο άγιος Θωµάς, παρά µόνο αν παραδεχτούµε πως το 

ενεργεία άπειρο είναι όµοιο µε το απόλυτο κακό. 

 

1.8 Οι φλόγες του απείρου 

Το 1600, ο Giordano Bruno (1548–1600) διέπραξε ένα «αµάρτηµα σκέψης» 

όταν φαντάστηκε πως ζούµε µέσα σε ένα άπειρο διάστηµα που κατοικείται από 

άπειρους κόσµος. Στη συνέχεια έκανε το λάθος να µιλήσει για αυτό δηµόσια, γεγονός 

που τον οδήγησε στην πυρά. Προηγουµένως, παρέµεινε φυλακισµένος για 7 χρόνια, 

στη διάρκεια των οποίων υπέστη κάθε είδους προσβολές και βασανιστήρια, γεγονός 

που αποδεικνύει δύο πράγµατα, από τη µία πλευρά, την απόλυτη σιγουριά του 

Giordano  για την ιδέα του περί απείρου και την πίστη του στην ελευθερία σκέψης 

και από την άλλη πλευρά τον κίνδυνο που σήµαινε η αντίθεση στο πολιτισµικό 

περιβάλλον σε κάποιες ιστορικές περιόδους. Το θλιβερό παράδοξο της περίπτωσης 

αυτής είναι πως σήµερα, η επιστηµονική κοινότητα κατέληξε να συµφωνεί στο 

γεγονός πως το Σύµπαν µέσα στο οποίο ζούµε θα µπορούσε να είναι πεπερασµένο.  

Συµπέρασµα, µία ιδέα δεν είναι τίποτα περισσότερο από µία ιδέα και 

µπορούµε να διακινδυνεύουµε το κύρος µας για αυτήν, όχι όµως και τη ζωή µας. ∆εν 

αξίζει τον κόπο. 

 

1.9 Το άπειρο στην εκπαίδευση 

Το δυνάµει άπειρο, αποτελεί µέρος των νοητικών µας οικοδοµηµάτων από τα 

πρώτα ήδη χρόνια της σχολικής µας εκπαίδευσης. Συνδέεται κυρίως µε την ιδέα της 

καταµέτρησης αντικειµένων και εποµένως, µε τη σειρά των φυσικών ακεραίων, ή 

ακόµα µε τις κυκλικές διεργασίες που συνδέονται µε την πάροδο του χρόνου, η νύχτα 

διαδέχεται την ηµέρα, η ηµέρα τη νύχτα και ούτω καθ’ εξής. Είναι εν γένει µία 

νοητική αναπαράσταση που δεν εξελίσσεται και η οποία, εφόσον έρχεται σε 

σύγκρουση µε το ένστικτο, το κάνει χωρίς να προκαλεί σηµαντικές πνευµατικές 

κρίσεις. Το δυνάµει άπειρο, παραµένει επίσης περίπου σταθερό στις νοητικές µας 

αναπαραστάσεις αφού δεν απαιτούµε πολλά από αυτό. 

Τα πράγµατα είναι διαφορετικά µε το ενεργεία άπειρο. Εισέρχεται πάντα στο 

προσκήνιο στα µαθηµατικά απροειδοποίητα και χωρίς επαρκή προετοιµασία, κάτι 

που µας αναστατώνει βαθιά και µας βυθίζει συχνά σε συγκρούσεις που δύσκολα 

µπορούµε να υπερβούµε. Πότε λοιπόν εµφανίζεται σε όλο το εύρος του; Όταν αρχίζει 

το µάθηµα του λογισµού. Έχουν γίνει και εξακολουθούν να γίνονται µελέτες για την 

αναγνώριση και την αξιολόγηση αυτών των κριτικών στοιχείων στη διδασκαλία των 

µαθηµατικών και ειδικότερα αυτών των µαθηµάτων λογισµού. Όταν µιλάµε για 

λογισµό σε αυτό το πλαίσιο, δεν πρόκειται για τον αριθµητικό λογισµό, ή της 

αριθµητικής κυριολεκτικά, αλλά για τον απειροστικό λογισµό, έναν τοµέα που 

ξεκινάµε να µελετάµε µόλις σε ηλικία περίπου δεκαεπτά ετών, στο τέλος της 

δευτεροβάθµιας εκπαίδευσης και στη συνέχεια κατά τη διάρκεια 3 ή 4 επιπλέον ετών 
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σπουδών που οδηγούν σε επαγγέλµατα τεχνικά ή επιστηµονικά. Η εισαγωγή της 

θεωρίας των συνόλων στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση, που λανθασµένα αποκαλείται 

«µοντέρνα µαθηµατικά», θεωρήθηκε από πολλούς εκπαιδευτικούς ως πλήρης 

αποτυχία. Αυτό οφείλεται ίσως στο γεγονός πως η θεωρία αυτή ήταν ενδιαφέρουσα 

για τη θεµελίωση του θεωρητικού σώµατος των µαθηµατικών, έχοντας όµως 

ελάχιστη χρησιµότητα στον τοµέα της εφαρµογής της.  

Το αποτέλεσµα ήταν πως στα περισσότερα σχολεία, οι καθηγητές 

περιορίστηκαν στη διδασκαλία πολύ θεµελιωδών εννοιών, όπως το ανήκει σε ένα 

σύνολο ή η έγκλειστη µεταξύ συνόλων, εννοιών πολύ ενστικτωδών που δεν 

απαιτούσαν παρά µόνο τη µαθηµατική γλώσσα του ίδιου τους του συµβολισµού.  

Αποφεύχθηκε όµως ένα ενδιαφέρον µέρος, αυτό που παρέπεµπε στην έννοια 

του πληθάριθµου, δηλαδή του αριθµού των στοιχείων που περιέχει ένα σύνολο και 

ειδικότερα στην περίπτωση που αυτή  εφαρµόζεται σε άπειρα σύνολα.  

Μέσα στο πλαίσιο αυτό, µιλάµε πάντα για ενεργεία άπειρο και σε αυτό το 

σηµείο ο µαθητής εισέρχεται σε σύγκρουση µε ό,τι θεωρεί «κοινή λογική», αφού 

καλείται να αποδεχτεί την ύπαρξη συνόλων όπου τα µέρη τους, δηλαδή υποσύνολά 

τους, ισούνται µε το όλο – ενώ ο ίδιος ο Ευκλείδης ανέλαβε να κάνει στα «Στοιχεία» 

τη σαφή διατύπωση πως «το όλον είναι πιο µεγάλο από το µέρος», όπως φαίνεται να 

λέει η λογική– ή ακόµα πως ένα οριοθετηµένο σύνολο µπορεί να είναι άπειρο, ενώ 

σύµφωνα µε τα όσα κατανοούµε, το άπειρο δεν έχει όριο. Η στοιχειώδης λογική, ή 

αυτό που αποκαλούµε «ένστικτο», µπορεί να οδηγήσει σε σφάλµα όταν πρόκειται για 

το ενεργεία άπειρο. Εν όψει ορισµένων εννοιών, συγχέουµε συνήθως την κατανόηση 

µε την πεποίθηση. Το πρόβληµα που αντιµετωπίζουν οι φοιτητές των µαθηµατικών 

έναντι του ενεργεία απείρου είναι παρόµοιο µε εκείνο που αντιµετωπίζουν οι 

φοιτητές φυσικής έναντι της κβαντικής µηχανικής. Ένα τυπικό παράδειγµα της 

κβαντικής µηχανικής είναι το εξής. Ας φανταστούµε ένα κουτί µε µία µπίλια και δύο 

τρύπες. Εάν κουνήσουµε το κουτί τυχαία, µπορούµε να ελπίζουµε πως η µπίλια θα 

πέσει από µία από τις δύο τρύπες. Με ορισµένες κινήσεις, θα µπορούσαµε µάλιστα να 

πιστέψουµε πως είµαστε σε θέση να υπολογίσουµε την πιθανότητα να πέσει σε µία 

από τις τρύπες. Αυτό που είναι δύσκολο να δεχτούµε, είναι να πέσει η µπίλια 

ταυτόχρονα και από τις δύο τρύπες. 

Στην κβαντική φυσική, αυτή η πιθανότητα υπάρχει και έρχεται σε σφοδρή 

σύγκρουση µε το ένστικτό µας. ∆εν είναι ένα πρόβληµα κατανόησης καθαυτού του 

φαινοµένου, αφού όλοι ξέρουν τι σηµαίνει «να πέσει ταυτόχρονα και από τις δύο 

τρύπες». Μπροστά σε µία τέτοια πιθανότητα, θα ήταν πιο σωστό να πούµε «δεν το 

πιστεύω» παρά «δεν το κατανοώ». Κάτι παρόµοιο συµβαίνει και µε το ενεργεία 

άπειρο. Όταν λέµε πως ένα µικροσκοπικό τµήµα µιας ευθείας περιέχει άπειρα σηµεία, 

ξέροµε τι λέµε. Το αν το πιστεύουµε όµως, είναι άλλο. 

 

1.10 Παγιδεύοντας το χρόνο 

Λέγεται πως η µεγαλύτερη διαφορά ανάµεσα στην επιστήµη και στην 

τεχνολογία είναι πως η 1η  αλλάζει τον τρόπο µε τον οποίο βλέπουµε τον κόσµο, και 

η 2η τον τρόπο ζωής µας. Στο πλαίσιο αυτό, µπορούµε να πούµε πως το µηχανικό 

ρολόι υπήρξε µία από τις πιο επαναστατικές εφευρέσεις στην ιστορία της 

ανθρωπότητας και µεταξύ αυτών που άλλαξαν περισσότερο την καθηµερινή ζωή.  

Χάρη σε µία διάταξη στην οποία τα µαθηµατικά παίζουν καθοριστικό ρόλο, ο 

χρόνος έπαψε να θεωρείται συνεχής διαδικασία και µεταµορφώθηκε σε µία 

«διακριτή» σειρά διαστηµάτων. Τα πρώτα µηχανικά ρολόγια έκαναν την εµφάνισή 

τους τον 14ο αιώνα (στην Κίνα, χρονολογούνται από τον 10ο αιώνα). Σήµερα, ο 

µηχανισµός τους θα µας φαινόταν υποτυπώδης. Η κινητήρια δύναµη δηµιουργούταν 
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από ένα βάρος που κατέβαινε µε τη βαρύτητα και κρεµόταν στο άκρο ενός κορδονιού 

τυλιγµένου γύρω από έναν κύλινδρο, ούτως ώστε όταν το κορδόνι ξετυλίγεται, το 

βάρος να περιστρέφει τον κύλινδρο που µε τη σειρά του κινεί το µηχανισµό του 

ρολογιού. Το καντράν και οι δείκτες δεν υπήρχαν ακόµα και οι ώρες 

σηµατοδοτούνταν από ήχους καµπάνας.  

Φυσικά µιλάµε για µεγάλα ρολόγια που εξυπηρετούσαν µία συγκεκριµένη 

κοινότητα. Σε ορισµένες γλώσσες, η λέξη «ρολόι» κατάγεται από τη λέξη καµπάνα 

(clock στα αγγλικά για παράδειγµα). Οι καµπάνες ενεργοποιούνταν χειροκίνητα από 

κάποιον που επιτηρούσε το ρολόι. Εννοείται πως η ακρίβεια των ρολογιών αυτών 

απείχε πολύ από την τελειότητα, όχι µόνο εξαιτίας της ατέλειας του µηχανισµού, 

αλλά και εξ αιτίας ενός στοιχειώδους φυσικού προβλήµατος. Το βάρος που 

ενεργοποιούσε το µηχανισµό δεν κατέβαινε µε σταθερή ταχύτητα, αφού η ταχύτητα 

του βάρους υπό τη βαρύτητα αύξανε κατά την κάθοδό του. Μία µεγαλοφυής 

µηχανική εφεύρεση, αποκαλούµενη διαφυγή, επέλυσε το πρόβληµα αυτό σε µεγάλο 

βαθµό. Επρόκειτο για ένα µηχανισµό που αποτελούταν από έναν οδοντωτό τροχό, µία 

άγκυρα και ένα εκκρεµές. Η άγκυρα µπλόκαρε τον τροχό διαφυγής µε το ένα άκρο 

της. Όταν ταλαντωνόταν, τον απελευθέρωνε για να τον µπλοκάρει στη συνέχεια µε το 

άλλο άκρο. Η ταλάντωση της άγκυρας επιτυγχανόταν µε ένα εκκρεµές. Έτσι 

προέκυψε το «τικ–τακ» που έκτοτε διέπει την καθηµερινότητα των περισσότερων 

ανθρώπων. Αν επιθυµούσαµε τα ρολόγια αυτά να δίνουν ένα ρυθµό του χρόνου, και 

µάλιστα ανεξάρτητα από αυτόν, θα έπρεπε να λύσουµε ένα ακόµα σοβαρό πρόβληµα. 

Το πρόβληµα αυτό προέκυπτε από το γεγονός πως οι πρώτες ώρες ήταν πιο µεγάλες 

από τις τελευταίες, δηλαδή πως το ρολόι προχωρούσε καθώς το κορδόνι ξετυλιγόταν.  

Αυτό οφειλόταν στην κυκλική τροχιά που ακολουθούσε το εκκρεµές. 

Μπορούµε εύκολα να κατανοήσουµε το φαινόµενο αυτό παρατηρώντας την κίνηση 

αιώρησης µίας µπίλιας που αφήνεται στο εσωτερικό ενός ηµισφαιρίου, όπως 

µπορούµε να κάνουµε µε ένα στρογγυλό µπολ για παράδειγµα. Η µπίλια θα διαγράφει 

όλο και πιο σύντοµες τροχιές και τελικά θα ακινητοποιηθεί, κάτι που ισοδυναµεί µε 

τη διαπίστωση πως φτάσαµε στο τέλος του κορδονιού του ρολογιού. Είναι προφανές 

πως καθώς το ύψος είναι µεγαλύτερο, θα χρειαστεί περισσότερο χρόνο για να φτάσει 

στο κέντρο απ’ ό,τι όταν είναι πιο κοντά, αφού η απόσταση που πρέπει να διανύσει 

στη δεύτερη περίπτωση είναι µικρότερη. Αυτός είναι ο λόγος για τον οποίο προχωρά 

το ρολόι. Το ερώτηµα ήταν το εξής: υπάρχει µία καµπύλη για την οποία αυτό δε 

συµβαίνει, δηλαδή µία καµπύλη της οποίας η κλίση και η απόσταση ως τη βάση είναι 

τέτοιες ώστε η ταχύτητα πτώσης και η διανυθείσα απόσταση να αντισταθµίζονται; 

Θα έπρεπε να είναι µία καµπύλη για την οποία ο χρόνος που χρειάζεται η 

µπίλια για να φτάσει στη βάση είναι η ίδια, ανεξάρτητα από το ύψος από το οποίο την 

αφήνουµε να πέσει. 

 
Αυτή η µηχανική διάταξη 

που ονοµάζεται τροχός διαφυγής, 

βελτίωσε τη µέτρηση του χρόνου. Ο 

σφόνδυλος παράγει µία κίνηση 

ταλάντωσης που µετατοπίζει την 

άγκυρα από τις δύο πλευρές. Με κάθε 
ταλάντωση η άγκυρα αφήνει τον 

τροχό να προχωρήσει κατά ένα δόντι, 

ρυθµίζοντας έτσι την κίνηση του 

µηχανικού συνόλου του ρολογιού.  
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Αυτή η καµπύλη, πριν καν ανακαλυφθεί, έλαβε το όνοµα της ταυτόχρονης 

καµπύλης, δηλαδή της καµπύλης «ίσου χρόνου». Το 1673, ο Christiaan Huygens 

απέδειξε πως η κυκλοειδής παρουσίαζε τις ιδιότητες µιας ταυτόχρονης καµπύλης. Η 

κυκλοειδής ορίζεται ως η τροχιά που διαγράφεται από ένα σηµείο που βρίσκεται 

στην περιφέρεια ενός κύκλου, όταν ο κύκλος στρέφεται χωρίς να ολισθαίνει πάνω σε 

µία ευθεία. 

 
Το σχήµα πώς ενώ στρέφεται ένας κύκλος περιγράφει µία καµπύλη που ονοµάζεται κυκλοειδής 

 

Ο Huygens είχε την ιδέα πως αν το εκκρεµές διέγραφε µία κυκλοειδή, το ύψος 

από το οποίο ξεκινούσε σε κάθε ταλάντωση είχε ελάχιστη σηµασία, αφού ο χρόνος 

που θα χρειαζόταν για να φτάσει στο πιο χαµηλό µέρος θα ήταν ο ίδιος, όπως στην 

περίπτωση της µπίλιας µέσα στο µπολ. Πώς θα µπορούσε όµως η καµπύλη που 

διαγράφει ένα εκκρεµές να είναι ένα τόξο κυκλοειδούς; Την απάντηση δίνει µία από 

τις πιο συναρπαστικές ιδιότητες της κυκλοειδούς «Η ενειλιγµένη µιας κυκλοειδούς 

είναι επίσης µία κυκλοειδής». Η έννοια της ενειλιγµένης είναι αρκετά πολύπλοκη για 

να την αναπτύξουµε εδώ, µπορούµε όµως να δούµε τη γεωµετρική µετάφραση αυτού 

του αποτελέσµατος. Ας φανταστούµε πως διαιρούµε µία κυκλοειδή στα δύο και πως 

ενώνουµε τα δύο µισά σε ένα σηµείο Α, όπως στο επόµενο σχήµα. 

 

 
Κατασκευή µιας ενειλιγµένης από µία κυκλοειδή 

 

 Αν πάρουµε µία κλωστή σταθερού µήκους, δεµένη στο Α και την τεντώσουµε 

ούτως ώστε να βρίσκεται πάντα σε έναν από τους κλάδους της κυκλοειδούς, το άκρο 

της κλωστής αυτής περιγράφει µία καµπύλη που είναι επίσης κυκλοειδής. Ο Huygens 

είχε βρει τον τρόπο να κατασκευάσει ένα αυτορρυθµιζόµενο εκκρεµές 

αντιστρέφοντας απλά το προηγούµενο σχήµα, προκειµένου η κίνηση του εκκρεµούς 

να βρίσκεται πάντα στους δύο κλάδους της κυκλοειδούς.  Μολονότι ο χρόνος δεν 

είναι φυσικό µέγεθος όπως η µάζα ή η θερµοκρασία, είναι ωστόσο µετρήσιµος και 

βάσει της εφεύρεσης του Huygens, µπορούµε να πούµε πως µπορεί να 

αντιµετωπιστεί, εφόσον χρειάζεται, ως διακριτό µέγεθος. Η καθηµερινότητά µας 

εξακολουθεί να διέπετε από το «τικ–τακ», µία διακριτή µέτρηση του χρόνου.  

Στον επιστηµονικό τοµέα, αντιθέτως, το διάστηµα µεταξύ του «τικ» και του 

«τακ» µειώθηκε σταδιακά µε εντυπωσιακό τρόπο.  Είναι απείρως πιο µικρό από ένα 
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δευτερόλεπτο, όπως θα λέγαµε κοινώς. Τα σύγχρονα ατοµικά ρολόγια δείχνουν 

κύκλους για τους οποίους ένα δευτερόλεπτο διαιρείται σε 9.192.631.770 µέρη.  
 

1.11 Ο «Ψαµµίτης» του Αρχιµήδη 

 Η ορολογία των «εκατοµµυρίων (million)», που µας επιτρέπει να 

ποσοτικοποιούµε µεγάλους αριθµούς, εισήχθηκε από το Γάλλο µαθηµατικό Nicolas 

Chuquet (περίπου 1445–1488), το 1484, µε το επίθεµα «–illion», M= 106. Κατά την 

ονοµατολογία αυτήν, το M1 είναι ένα εκατοµµύριο (m–illion), το M2= 

δισεκατοµµύριο (bi–llion), το M3=τρισεκατοµµύριο (tri–llion), κ.ο.κ.  

 Τα αρχαία συστήµατα αρίθµησης δυσκολεύοντα γενικά να αντιµετωπίσουν 

τους πολύ µεγάλους αριθµούς. Στην αρχαία Ελλάδα, τα συστήµατα αρίθµησης 

έφταναν µέχρι τα 100 εκατοµµύρια. Ο Αρχιµήδης είναι συγγραφέας ενός διάσηµου 

έργου αριθµητικής, γνωστό ως «Ψαµµίτης», στο οποίο επιχειρεί να µετρήσει, 

θεωρητικά, τον αριθµό των κόκκων άµµου στη Γη. Στην πραγµατικότητα, ήθελε να 

αποδείξει πως υπήρχε µία µέθοδος αρίθµησης που επέτρεπε να µετρηθούν σύνολα 

αντικειµένων τα οποία µολονότι έµοιαζαν άπειρα σε αριθµό, εντούτοις δεν ήταν.  

 Ο Αρχιµήδης κατάρτισε ένα σύστηµα που συνίστατο σε τρεις περιόδους, στη 

βάση των διαδοχικών δυνάµεων των µυριάδων (Ω), µέτρησης που ισοδυναµούσε σε 

10.000 µονάδες. Ο µεγαλύτερος αριθµός που έλαβε µε το σύστηµα αυτό ήταν το 

108·10^16, µέγεθος  ήδη αξιοσέβαστο. Αυτό που κανείς δε µπόρεσε να εξηγήσει, είναι ο 

λόγος για τον οποίον σταµάτησε εκεί, ενώ τίποτα δεν τον εµπόδιζε να συνεχίσει. 

 

1.12 Ένα παράξενο παιχνίδι 

Ας φανταστούµε πως αντιστρέφουµε µία κυκλοειδή, πως την τοποθετούµε 

στη συνέχεια σε ένα τραπέζι και πως την κάνουµε µετά να γυρίσει. Θα λάβουµε µία 

επιφάνεια της οποίας η γεννήτρια είναι η ίδια η κυκλοειδής. Είναι σα να ζητούσαµε 

από έναν κεραµοποιό να µας φτιάξει ένα βάζο έτσι ώστε η καµπύλη που το ορίζει να 

είναι µια κυκλοειδής. Ένα τέτοιο αντικείµενο κατασκευάστηκε από πλαστικό τη 

δεκαετία του 1960 και πουλήθηκε στα καταστήµατα µικροαντικειµένων των ΗΠΑ. 

Τι περίεργο είχε αυτό το αντικείµενο; Αν αφήναµε µία µπίλια να κυλίσει στο 

εσωτερικό του, χρειαζόταν πάντα τον ίδιο χρόνο για να φτάσει στον πάτο, 

ανεξάρτητα από το ύψος από το οποίο την αφήναµε να πέσει. Είναι πραγµατικά 

παράξενο να βλέπει κανείς δύο µπίλιες να φτάνουν µαζί στον πάτο του δοχείου, ενώ 

έχει τοποθετήσει τη µία στο επάνω χείλος και την άλλη στη µέση του απέναντι 

τοιχώµατος. 

 

1.13 Τα παράδοξα του Ζήνωνα 

 Το διακριτό αποτελείται από στοιχεία, από µονάδες, τι συµβαίνει όµως µε το 

συνεχές; Μοιάζει λογικό να σκεφτούµε πως το συνεχές δε µπορεί να παρουσιάζει 

αυτή τη δοµή αφού οι µονάδες είναι διαχωρίσιµες και µεταξύ δύο διαδοχικών 

µονάδων δεν υπάρχει τίποτα, διότι διαφορετικά, θα µπορούσαµε να διαιρέσουµε ξανά 

αυτό το διάστηµα σε µονάδες. Αν σκεφτούµε θα δούµε πως η έννοια του απείρως 

µικρού οδηγεί απευθείας στην έννοια της συνέχειας. Ο στοχασµός για το ζήτηµα της 

φύσης του συνεχούς, απασχόλησε µία µεγάλη µερίδα των Ελλήνων φιλοσόφων από 

το ξεκίνηµα της φιλοσοφίας. Ένας από τους σηµαντικότερους εκπροσώπους της ήταν 

ο Ζήνωνας, ο οποίος, µέσω των παραδόξων του, ανέδειξε την ευθραυστότητα κάθε 

θεωρίας που στηριζόταν στο απείρως µεγάλο ή στο απείρως µικρό.  

Σε ένα µεγάλο µέρος τους, οι διατυπώσεις του Ζήνωνα σκοπό είχαν να 

επικυρώσουν τις θεωρίες του Παρµενίδη, του οποίου ήταν µαθητής και ο οποίος 

δήλωνε πως ό,τι υπήρχε αποτελούσε ένα όλο, µια αδιαίρετη ενότητα, τόσο χωρικά 
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όσο και χρονικά. Ο Ζήνωνας ήθελε επίσης να αντιπαλέψει τους Πυθαγόρειους που 

υποστήριζαν από την πλευρά τους τη «συνεχή ροή» ως µηχανισµό γέννησης των 

πάντων. Η αδυναµία διαίρεσης του χρόνου είχε ως συνέπεια την άρνηση της κίνησης, 

που θεωρούταν ως µία διαδοχή τόπων που καταλαµβάνονται από ένα αντικείµενο στη 

διάρκεια µιας χρονικής διαδοχής. Η ιδέα του Ζήνωνα ήταν να δείξει πως, 

παραδεχόµενοι υποθέσεις αντίθετες από αυτές του Παρµενίδη, καταλήγαµε σε 

αντιφάσεις, σε ανοησίες µη αποδεκτές από τη λογική. Για το σκοπό αυτό, 

χρησιµοποίησε µία λογική µέθοδο της οποίας µπορούµε να πούµε σαφώς πως υπήρξε 

ο πρόδροµος, αν όχι ο δηµιουργός, την εις άτοπον απαγωγή για τη δηµιουργία 

παραδόξων.  Αυτή η µέθοδος συνίσταται ουσιαστικά στη θεώρηση πως µία 

υπόθεση είναι πραγµατική και από αυτή, να προβούµε σε µία σειρά λογικών 

συµπερασµάτων που τελικά οδηγούν σε ένα έκδηλα λανθασµένο αποτέλεσµα, απ’ 

όπου συµπεραίνουµε πως η υπόθεση ήταν εξίσου εσφαλµένη. Με λογικούς όρους, το 

σχήµα στηρίζεται στο: 

V⇒V 

F⇒F 

F⇒V 

όπου V=ΣΩΣΤΟ, F=ΛΑΘΟΣ και ⇒ ένα σηµείο που σηµαίνει «συνεπάγεται». Για 

παράδειγµα, V⇒ V σηµαίνει πως  ένα σωστό συνεπάγεται ένα άλλο σωστό. Αυτό 

σηµαίνει πως κάτι σωστό δε µπορεί σε καµία περίπτωση να συνεπάγεται κάτι 

λανθασµένο και εφόσον αυτό ισχύει, αυτό σηµαίνει πως το σηµείο εκκίνησης δεν 

ήταν σωστό.  Είναι η βάση του µηχανισµού της εις άτοπον απαγωγής, δηλαδή ενός 

συλλογισµού του οποίου στόχος είναι να αποδείξει πως µία δήλωση είναι 

λανθασµένη. Πάνω σε αυτό το λογικό σχήµα στηρίχτηκαν τα παράδοξα. 

 Οι Πυθαγόρειοι είχαν ένα µαθηµατικό και γεωµετρικό όραµα της 

πραγµατικότητας που σχηµατίζεται από σηµεία, τα σηµεία γεννούσαν ευθείες, οι 

ευθείες επιφάνειες, και οι επιφάνειες τρισδιάστατα σώµατα. Ο Ζήνωνας αντιτάχθηκε 

στην αντίληψη αυτή υποστηρίζοντας πως αν τα σηµεία δεν είχαν µέγεθος, δε θα 

µπορούσαν να είναι µετρήσιµα και εποµένως, ό,τι κατασκευαζόταν βάσει σηµείων δε 

θα µπορούσε να έχει µέγεθος και εποµένως να υπάρχει. Επιπλέον, ό,τι αποτελούταν 

από σηµεία θα µπορούσε να διαιρεθεί άπειρες φορές, γεγονός που οδηγούσε σε 

πολλές παράλογες καταστάσεις. Τα παράδοξα έχουν µία άψογη λογική 

αρχιτεκτονική. Έχουν αποτελέσει πηγή στοχασµού µέχρι σήµερα και έχουν πολλές 

πιθανές ερµηνείες. Αποτελούν θεµελιώδη βάση για την κατανόηση του απείρου σε 

όλες τις διαστάσεις του. Λέγεται πως ο Ζήνωνας, πρότεινε περισσότερα από 40 

παράδοξα και από όσα µας έγιναν γνωστά, τα πιο διαδεδοµένα είναι τα εξής 4: η 

διχοτόµηση, ο Αχιλλέας και η χελώνα, το ιπτάµενο βέλος και το στάδιο.  

 

1.13.1 Η παράδοξη σκέψη 

Το παράδοξο είναι µία µορφή συλλογισµού που έρχεται σε αντίθεση µε την 

τρέχουσα αντίληψη. Συλλογιζόµαστε ξεκινώντας από µία αρχή µε σκοπό να 

φτάσουµε σε αντιφατικά συµπεράσµατα και να αµφισβητήσουµε την αρχή πάνω στην 

οποία στηρίζονται. Για την ακρίβεια, τα λογικά παράδοξα, των οποίων πρωτοπόρος 

υπήρξε η ελεατική σχολή, αναπτύσσουν λογικές προτάσεις βάσει άλλων που µπορεί 

να είναι σωστές ή λανθασµένες. Ένα από τα πιο δηµοφιλή παράδοξα της 

Αρχαιότητας ονοµάζεται «παράδοξο του ψεύτη». Προτάθηκε από τον Επιµενίδη της 

Κρήτης και διατυπώνεται ως εξής «Όλοι οι Κρητικοί είναι ψεύτες». Ο Επιµενίδης δε 

µπορεί να λέει αλήθεια αφού είναι Κρητικός, αλλά δε µπορεί να λέει και ψέµατα 

επειδή λέει κάτι που είναι αλήθεια, εξ ου και η αντίφαση. 

 



 

18 

 

1.13.2 Η διχοτόµηση 

Το παράδοξο αυτό επιτίθεται ευθέως στην έννοια της κίνησης και αποδεικνύει 

πως είναι αδύνατη, παίρνοντας ένα κινούµενο αντικείµενο που πρέπει να µετακινηθεί 

ανάµεσα σε δύο σηµεία Α, Β, αυτό θα πρέπει να διανύσει το µισό της απόστασης που 

χωρίζει τα δύο σηµεία Α, Β, στη συνέχεια το µισό της απόστασης που αποµένει και 

ούτω καθ’ εξής. ∆εδοµένων των άπειρων αποστάσεων που πρέπει να διανύσει, δε 

µπορεί να το πετύχει µέσα σε πεπερασµένο χρονικό διάστηµα. Εποµένως η κίνηση 

είναι αδύνατη. 

 

1.13.3 Ο Αχιλλέας και η χελώνα 

Ο Αχιλλέας ο «φτεροπόδαρος», θεωρείται ο ταχύτερος άνθρωπος και 

εποµένως το αντίθετο της χελώνας στον τοµέα της ταχύτητας. Αυτό το παράδοξο 

προτείνει έναν αγώνα δρόµου µεταξύ των δύο. Αν οι δύο αντίπαλοι φύγουν µαζί 

µόλις δοθεί η εκκίνηση, είναι προφανές πως ο Αχιλλέας θα κερδίσει, κανείς δεν το 

αµφισβητεί. Το κόλπο είναι στην πραγµατικότητα, να δοθεί ένα πλεονέκτηµα, έστω 

και µικρό, στη χελώνα. Ο Αχιλλέας θα πρέπει πρώτα να φτάσει στο σηµείο απ’ όπου 

ξεκίνησε η χελώνα. Τη στιγµή που ο Αχιλλέας θα φτάσει, η χελώνα που δε σταµατά 

στο µεταξύ, θα έχει προχωρήσει περισσότερο, χωρίς να έχει σηµασία πόσο.  

Εποµένως ο Αχιλλέας θα πρέπει να διανύσει επιπλέον την απόσταση που τον 

χωρίζει από αυτό το σηµείο. Όταν όµως θα φτάσει, η χελώνα θα έχει προχωρήσει και 

πάλι και ο Αχιλλέας δε θα τη φτάσει. Αφού αυτή η διαδικασία µπορεί να 

επαναληφθεί ad infinitum, ο Αχιλλέας δε θα φτάσει ποτέ τη χελώνα. Μολονότι αυτά 

τα δύο παράδοξα είναι όµοια ή έστω παρόµοια, υπάρχει µία λεπτή διαφορά µεταξύ 

των δύο, στο 1ο είναι ο χώρος που διαιρείται σε ίσα τµήµατα και στο 2ο, ο χώρος 

διαιρείται σε φθίνοντα τµήµατα, ανάλογα προς τις ταχύτητες των δύο δροµέων. 

 

1.13.4 Το ιπτάµενο βέλος 

Είναι το πιο συγκεχυµένο παράδοξο εκ των τεσσάρων. Οι ιστορικοί 

διατείνονται πως το κείµενο είχε καταστραφεί και ανασυντάχτηκε. Σύµφωνα µε αυτό, 

όταν ρίχνουµε ένα βέλος στο χώρο, έχουµε την εντύπωση πως αποµακρύνεται, αλλά 

στην πραγµατικότητα δεν κινείται, αφού το βέλος πρέπει να καταλαµβάνει χώρο ίσο 

µε αυτό, όπως κάθε αντικείµενο και για αυτό, πρέπει να είναι στάσιµο. Αν ο χρόνος 

αποτελείται από αδιαίρετες στιγµές, τότε το βέλος δε µπορεί να καταλαµβάνει 

ταυτόχρονα δύο ή περισσότερους τόπους. 

Όπως τα δύο προηγούµενα παράδοξα παρέπεµπαν στην αδυναµία διαίρεσης 

του χώρου επ’ άπειρον, έτσι και αυτό αναφέρεται στην αδιαιρετότητα του χρόνου και 

πιο συγκεκριµένα, στην ύπαρξη της λεγόµενης «στιγµής», δηλαδή µίας στιγµής που 

δεν έχει διάρκεια αφού είναι αδιαίρετη. Έτσι, δεν υπάρχει εποµένως κίνηση. Αυτή η 

ορισµένη στιγµή ξεκινά από την ίδια νοητική δοµή µε το σηµείο της γεωµετρίας. 

 

1.13.5 Το στάδιο 

Ας υποθέσουµε πως ο χρόνος είναι ένα διακριτό µέγεθος που µπορούµε να 

συλλάβουµε όσο µικρό θέλουµε και του οποίου η θεµελιώδης µονάδα είναι τ. Αυτό 

σηµαίνει πω δεν υπάρχει καµία µονάδα χρόνου µικρότερη από το τ, που συνεπώς 

είναι αδιαίρετο. Μπορούµε να φανταστούµε ένα ρολόι για το οποίο κάθε «τικ» ή 

«τακ» αντιστοιχεί σε µία από αυτές τις αδιαίρετες µονάδες. Ας θεωρήσουµε τώρα 

τέσσερα ίσα σώµατα Α1, Α2, Α3 και Α4, που παραµένουν ακίνητα (αρχικά, το 

παράδοξο αναφερόταν σε µία σειρά τεσσάρων στρατιωτών) 

 Α1 Α2 Α3 Α4 
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Και άλλα τέσσερα σώµατα Β1, Β2, Β3 και Β4, ακριβώς ίσα µε τα προηγούµενα, τα 

οποία µετακινούνται προς τα δεξιά  

Α1 Α2 Α3 Α4 

 

---------->             

 

µε τρόπο όµως ώστε ανά πάσα στιγµή, το ένα από τα σώµατα Β να προσπερνάει το 

ένα από τα σώµατα Α 

 

«τικ»                                                                        «τακ» 

 

 

 

                                                                                                                                                  

------------------->                                             --------------->                 

 

         Ας θεωρήσουµε τώρα µία τρίτη σειρά σωµάτων C1, C2, C3,  C4 επίσης όµοια µε 

τα προηγούµενα, τα οποία όµως µετακινούνται προς τα αριστερά ούτως ώστε, ανά 

πάσα στιγµή, ένα από τα σώµατα C να προσπερνάει ένα από τα σώµατα Α: 

 

 

 

   <----------- - 

 

Το παράδοξο εµφανίζεται όταν θεωρούµε ταυτόχρονα τις δύο κινήσεις, αυτή των 

σωµάτων Β και αυτή των σωµάτων C. Εάν ξεκινήσουµε από την εξής σχετική θέση: 

 

 

 

 

 

 

κατά το επόµενο χρονικό διάστηµα (ένα «τικ» του ρολογιού), τα σώµατα βρίσκονται 

ξανά σε αυτή τη θέση: 

 

 

 

 

 

 

 Αυτό υποθέτει πως το C1 θα έχει προσπεράσει δύο σώµατα Β, συνεπώς, 

µπορούµε να διαιρέσουµε το χρόνο δια δύο, κάτι που έρχεται σε αντίθεση µε την 

υπόθεση πως ο χρόνος είναι αδιαίρετος. Αυτό είναι το πιο αµφιλεγόµενο από τα 

παράδοξα που παρουσιάζουµε εδώ. Ο Αριστοτέλης του άσκησε σκληρή κριτική 

λέγοντας πως ο Ζήνωνας έπαιρνε τον ίδιο τύπο αναφοράς για σώµατα σε ανάπαυση 

και για σώµατα σε κίνηση. Αν η ταχύτητα ενός σώµατος σε κίνηση είναι σταθερή, δε 

µπορούµε να θεωρήσουµε πως η ταχύτητα µε την οποία περνά ένα σώµα σε κίνηση 

είναι ίδια µε αυτή του σώµατος σε ανάπαυση. Αυτό το παράδοξο θεωρείται επίσης 

ασταθές στο βαθµό όπου η κριτική που άσκησε ο Αριστοτέλης είναι κοινότοπη και 

Β1 Β2 Β3 Β4 

Α1 Α2 Α3 Α4 Α1 Α2 Α3 Α4 

Β1 Β2 Β3 Β4 Β1 Β2 Β3 Β4 

Α1 Α2 Α3 Α4 

C1 C2 C3 C4 

Α1 Α2 Α3 Α4 

Β1 Β2 Β3 Β4 

C1 C2 C3 C4 

Α1 Α2 Α3 Α4 

Β1 Β2 Β3 Β4 

C1 C2 C3 C4 
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όπου δυσκολευόµαστε να πιστέψοµε πως ο Ζήνωνας δεν είχε λάβει υπόψη την 

παράµετρο αυτή. Άλλες ερµηνείες σηµειώνουν πως το παράδοξο µπορεί να 

επικεντρωθεί περισσότερο στο γεγονός πως η κίνηση και ο χρόνος µπορούν να 

διαιρεθούν άπειρες φορές, όπως και στα προηγούµενα παράδοξα. Έτσι, για να µπορεί 

ένα σώµα να προσπεράσει ένα άλλο σώµα σε κίνηση, θα πρέπει πρώτα να 

προσπεράσει το µισό αυτού που βρίσκεται σε ανάπαυση και ούτω καθ’ εξής. Σε κάθε 

περίπτωση, ο Ζήνωνας φαίνεται πως θέλει και εδώ να αµφισβητήσει την πυθαγόρεια 

σχολή µε µία αντίφαση στο ζήτηµα της αδιαιρετότητας των γεωµετρικών στοιχείων.  

Αντιθέτως, η κριτική του Αριστοτέλη για το 1ο  παράδοξο, θέτει τα θεµέλια 

µίας έννοιας που θα αποδειχτεί θεµελιώδης στην ιστορία του απείρου. Πολλοί 

συγγραφείς θεωρούν πως πρόκειται για µία από τις µεγαλύτερες εισφορές που έγιναν 

ποτέ για το ζήτηµα αυτό. Κατ’ αρχάς, αναφέρει πως η λέξη «άπειρο» έχει δύο 

ορισµούς: την άπειρη εκτασιµότητα και την άπειρη διαιρετότητα και σε αυτό το 

παράδοξο, οι δύο έννοιες συγχέονται. Πράγµατι, αν εφαρµοστούν στο χρόνο και στο 

χώρο, σηµαίνουν πως ένας οριοθετηµένος χώρος, ακόµα και αν είναι επ’ άπειρον 

διαιρετός, µπορεί να διανυθεί µέσα σε πεπερασµένο χρόνο. Στη συνέχεια, κάνει την 

εξής διάκριση, µέσα στο συνεχή χώρο στον οποίο κινείται το αντικείµενο, υπάρχουν 

άπειρα µισά, δυνάµει όµως µόνον και όχι ενεργεία. Εδώ έγκειται η σηµασία της 

εισφοράς του Αριστοτέλη.  

Από το σηµείο αυτό, όταν µιλάµε για το άπειρο, υπάρχουν δύο ορισµοί πολύ 

διαφορετικοί και ως ένα βαθµό ασύµβατοι: πρόκειται για το δυνάµει και για το 

ενεργεία άπειρο που αναφέραµε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Πολύ συχνά 

αποφασίζοµε τι είναι αλήθεια βάσει της κοινής λογικής. Είτε είναι κοινή είτε όχι, 

βασίζεται σε αυτό που αποκαλούµε λογική, η οποία θα µπορούσε να οριστεί µε όρους 

σύγχρονης τεχνολογίας, ως κάποιες διατάξεις που µας επιτρέπουν να αντιληφθούµε 

και να επεξεργαστούµε νοητικά την πραγµατικότητα που µας περιβάλλει. Κάτι είναι 

λογικό στο βαθµό που η αντίληψή µας, µας υποδεικνύει πως αυτό παράγεται. Αφού 

ορίσαµε αυτούς τους κανόνες, µπορούµε να καταλάβοµε πώς να λύσοµε προβλήµατα 

αυτού του τύπου. Ας δούµε για παράδειγµα πώς µπορούµε να σχεδιάσουµε µία 

κάθετη σε ένα τµήµα, περνώντας από τη µέση της. Ας ονοµάσοµε Α, Β τα άκρα της.  

Σχεδιάζοµε αρχικά έναν κύκλο µε κέντρο Α και ακτίνα ΑΒ. Σχεδιάζοµε στη 

συνέχεια έναν άλλο κύκλο ίδιας ακτίνας αλλά κέντρου Β. Η ευθεία που ενώνει τα 

σηµεία τοµής των δύο κύκλων είναι η ζητούµενη κάθετη.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Προτού συνεχίσοµε υπενθυµίζοµε πως είναι περιττό να αναζητάµε να 

τετραγωνίσουµε τον κύκλο µε έναν κανόνα και ένα διαβήτη, το 1882, ο µαθηµατικός 

Ferdinand von Lindemann (1852–1939) απέδειξε πως το π ήταν ένας υπερβατικός 

αριθµός και πως ως εκ τούτου, ο τετραγωνισµός του κύκλου ήταν ένα πρόβληµα 

χωρίς λύση. Αυτό που αντιθέτως αποδεικνύεται είναι πως είναι δυνατό να 

κατασκευάσουµε κάθε κανονικό πολύγωνο του οποίου το εµβαδό ισούται µε ένα 

δεδοµένο τετράγωνο. Μολονότι αποδεικνύεται θεωρητικά, η υλοποίηση του 

τετραγωνισµού ενός κανονικού πολυγώνου δεν είναι πάντα εύκολη υπόθεση.  
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Βάσει αυτού του αποτελέσµατος, ο Αντιφών ο Αθηναίος (περ. 480 π.Χ.– 411 

π.Χ.) ανακάλυψε ένα σύστηµα για τον τετραγωνισµό του κύκλου, του οποίου η 

λογική δύσκολα αντικρούεται. Η ιδέα του είναι η εξής: ξεκινάµε από το γεγονός πως 

µπορούµε να κατασκευάσουµε ένα τετράγωνο του οποίου το εµβαδόν ισούται µε 

αυτό µιας σειράς κανονικών πολυγώνων που θα κατασκευάσουµε στη συνέχεια. 

Μέσα σε ένα δεδοµένο κύκλο, εγγράφοµε ένα εξάγωνο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γνωρίζουµε ήδη πως µπορούµε να κάνουµε τον τετραγωνισµό του εξάγωνου, 

δηλαδή να κατασκευάσουµε µε ένα χάρακα και ένα διαβήτη ένα τετράγωνο που θα 

έχει το ίδιο εµβαδό µε το εξάγωνο. Η διαδικασία τώρα έγκειται στο να αυξήσουµε 

σταδιακά τον αριθµό των πλευρών του εγγεγραµµένου πολυγώνου µέσα στον κύκλο, 

γνωρίζοντας πως µπορούµε να βρούµε τον τετραγωνισµό καθενός από αυτά.  

Η διαφορά ανάµεσα στο εµβαδόν ενός από τα εγγεγραµµένα πολύγωνα και 

στο εµβαδόν του κύκλου γίνεται όλο και πιο µικρή. Πράγµατι, µπορεί να είναι τόσο 

µικρή όσο επιθυµούµε. Ας πάρουµε για παράδειγµα ένα πολύγωνο πολλών τετράκις 

εκατοµµυρίων πλευρών. Κάθε µία από τις πλευρές αυτές θα είναι πραγµατικά 

κολληµένη στην περιφέρεια, στο βαθµό που θα είναι δύσκολο να διαχωρίσοµε το 

τµήµα της ευθείας από την καµπύλη. Ο Αντιφών θεωρούσε πως θα µπορούσαµε έτσι 

να πετύχουµε τον τετραγωνισµό του κύκλου.  

 

1.13.6 Ζήνων, µία ξεχασµένη ιδιοφυία  

Ο Ζήνωνας ο Ελεάτης (περ. 490 π.Χ.–περ 425 π.Χ.) ήταν Έλληνας φιλόσοφος 

της ελεατικής σχολής που ιδρύθηκε από τον Παρµενίδη. Η κύρια πηγή του 

συλλογισµού του Ζήνωνα µας έγινε γνωστή µέσω του Παρµενίδη, ενός από τους 

πλατωνικούς διαλόγους. Η φιλοσοφία του µπορεί να συνοψιστεί στον µονισµό που µε 

λίγα λόγια υποστηρίζει πως όλα είναι ένα και πως η αλλαγή δεν υπάρχει. Ο Ζήνωνας 

δεν έλαβε την αναγνώριση που πολλοί φιλόσοφοι υποστηρίζουν πως άξιζε σε πολλές 

περιπτώσεις. Ο Bertrand Russell τον αποκατέστησε εν µέρει δηλώνοντας  

«Σε αυτόν τον παράξενο κόσµο, δεν υπάρχει τίποτα πιο παράξενο από την 

µεταθανάτιο φήµη. Ένα από τα µεγαλύτερα θύµατα ενός σφάλµατος κρίσης από την 

αιωνιότητα είναι ο Ζήνωνας ο Ελεάτης. Ενώ είχε διατυπώσει τέσσερα παράδοξα, όλα 

απίστευτα λεπτά και βαθιά, οι φιλόσοφοι που τον διαδέχτηκαν δήλωναν µε απαξίωση 

πως δεν ήταν τίποτα περισσότερο από έναν ιδιοφυή ταχυδακτυλουργό και πως τα 

παράδοξά του ήταν απλοί σοφισµοί. Αφού αµφισβητήθηκαν ακατάπαυστα για δύο 
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χιλιάδες χρόνια, οι σοφισµοί αυτοί αποκαταστάθηκαν και αναδείχθηκαν σε θεµέλιο της 

µαθηµατικής αναγέννησης…». (Οι αρχές των µαθηµατικών Ι, 1903). 

 

Όσο παράδοξη και αν είναι η πτήση του βέλους, η αισθητήρια αντίληψή µας, 

µας υποδεικνύει σαφώς πως το βέλος αποµακρύνεται. Ο Ζήνωνας φυσικά το 

συνειδητοποιούσε, γνώριζε όµως επίσης πως οι αισθήσεις ορισµένες φορές µπορούν 

να προδίδουν τη λογική και πρότεινε τον εξής συλλογισµό: µε τον ίδιο τρόπο που ένα 

πράγµα έχει ή όχι διάσταση, ένα αντικείµενο παράγει ή όχι έναν ήχο. Ένα καλάθι 

γεµάτο κόκκους κεχριού παράγει έναν ήχο όταν το αναποδογυρίζοµε σε µία 

επιφάνεια. Ο Ζήνωνας αναρωτήθηκε λοιπόν αν ένας κόκκος κεχριού παράγει 

οποιονδήποτε ήχο. Αν ναι, το επόµενο ερώτηµα είναι αν το µισό ενός κόκκου κεχριού 

παράγει επίσης έναν ήχο. Όπως µπορούµε να φανταστούµε, αυτή η διαδικασία 

διαδοχικών διαιρέσεων του κόκκου θα οδηγήσει στο να καταστεί ο ήχος µη 

αντιληπτός. Ξεκινώντας από αυτό το σηµείο, µπορούµε να δηλώσουµε πως ένα 

άθροισµα µηδενικών στοιχείων θα είναι πάντα µηδενικό, δηλαδή πως αν ενώσουµε 

πολλά πράγµατα που δεν παράγουν κανέναν ήχο, το αποτέλεσµα επίσης δε θα 

παράγει ήχο. Σκοπός του Ζήνωνα είναι να αποδείξει πως δε µπορούµε να 

βασιζόµαστε στις αισθήσεις όταν εξελισσόµαστε µέσα σε ένα ορισµένο πλαίσιο 

συλλογισµού. Πρόκειται για ένα φιλοσοφικό ρεύµα στο οποίο οι αισθήσεις δίνουν τη 

θέση τους στο ένστικτο, ειδικότερα στα µαθηµατικά,  το ίδιο το ένστικτο µπορεί να 

αποδειχτεί απατηλό και δε θα µπορούµε να βασιστούµε σε αυτό αν θέλουµε να 

εξερευνήσουµε τα σενάρια όπου το άπειρο είναι πραγµατικότητα, ένα αντικείµενο 

δηλαδή που θα µπορούµε να χειριστούµε µε την ίδια άνεση σα να επρόκειτο για ένα 

φυσικό ακέραιο. 

Ο συλλογισµός του Ζήνωνα είναι πως η µονάδα δε µπορεί να αποτελείται από 

άπειρα µέρη παρά µόνο αν κάθε ένα από τα µέρη αυτά έχει µέγεθος, γιατί 

διαφορετικά, θα µπορούσε να διαιρεθεί και θα έπαυε εποµένως να αποτελεί 

θεµελιώδη µονάδα. Στις περιπτώσεις όµως που περιγράφοµε, το αντικείµενο που 

σχηµατίζουν οι ενότητες δε θα είχε επίσης µέγεθος, αφού το άθροισµα πραγµάτων 

χωρίς µέγεθος δε µπορεί φυσικά να έχει µέγεθος το ίδιο.  

Γι’ αυτό οι Έλληνες χρησιµοποίησαν τη λέξη άπειρον αντί για «ατελείωτο». 

Άπειρο σε µέγεθος σηµαίνει πως δεν έχει συγκεκριµένο όριο, έννοια περισσότερο 

συµβατή µε την ιδέα πως ένα αντικείµενο είναι ατελείωτο επειδή µπορεί να γίνει όσο 

µεγάλο θέλοµε. ∆εν είναι τόσο η ιδέα, για παράδειγµα στην αριθµητική σειρά, πως οι 

αριθµοί δε σταµατούν ποτέ, αλλά περισσότερο πως σε έναν οποιονδήποτε δεδοµένο 

αριθµό µπορούµε πάντα να προσθέσοµε έναν άλλο. Κάτι παρόµοιο συµβαίνει µε το 

απείρως µικρό µε την έννοια πως µπορεί να είναι τόσο µικρό όσο θέλοµε. Αυτή η 

έννοια θα καταστεί ένας αυστηρός ορισµός µέσω της ανάλυσης που υπέστη κατά τη 

διάρκεια του 19ου αιώνα. 

 

1.14 Ο τετραγωνισµός του κύκλου 

Οι κατασκευές µε κανόνα και διαβήτη θεωρούνται γενικώς τα γεωµετρικά 

προβλήµατα της αρχαιότητας, καθώς αποτέλεσαν αντικείµενο µιας πολύ αναλυτικής 

έρευνας από την πλευρά των Ελλήνων. Τα προβλήµατα που τέθηκαν είναι ποικίλα. 

Κυµαίνονται έτσι από το πιο απλό ως το πιο σύνθετο, ακόµα και το αδύνατο. Ένα 

από τα διασηµότερα είναι ο τετραγωνισµός του κύκλου, η τριχοτόµηση της γωνίας 

και ο διπλασιασµός του κύβου. Το πρώτο είναι το πιο γνωστό όλων, σε σηµείο που 

λέγεται για κάτι που είναι ιδιαίτερα δύσκολο «Είναι πιο δύσκολο κι από τον 

τετραγωνισµό του κύκλου». Όταν µιλάµε για κατασκευή µε κανόνα και διαβήτη, 

αναφερόµαστε σε συγκεκριµένες πολύ σαφείς συµβάσεις, άλλως τα προβλήµατα που 
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θα θέτονταν θα ήταν ιδιαιτέρως κοινότοπα. Το να βρούµε το µεσαίο σηµείο ενός 

τµήµατος µε έναν κανόνα µε διαβάθµιση χιλιοστών θα ήταν για παράδειγµα µία 

απάτη, αφού δε θα χρειαζόµασταν καν τον διαβήτη. Το πρώτο βήµα εποµένως είναι 

να εξηγήσουµε τι εννοούµε όταν λέµε «κανόνας». Ο κανόνας είναι ένα ιδανικό 

αντικείµενο που διαθέτει ένα εντελώς ευθύ τµήµα που επιτρέπει να χαράζοµε ευθείες, 

χωρίς ωστόσο να διαθέτει κανένα σηµάδι που θα επέτρεπε να µετράµε αποστάσεις. 

 Ο «διαβήτης» είναι ένας φυσιολογικός κοινός διαβήτης, κινητός υπό την 

έννοια πως µπορεί να ανοίγει υπό οποιαδήποτε γωνία και να κλείνει. Φυσικά, δε 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη δηµιουργία σηµαδιών που θα µπορούσαν στη 

συνέχεια να χρησιµοποιηθούν ως αποστάσεις, διαφορετικά θα ήταν το ίδιο πράγµα µε 

το να διαθέτουµε έναν κανόνα µε διαβάθµιση χιλιοστών. 

 

1.14.1 Ο διαβήτης του Mascheroni  

Οι κατασκευές µε κανόνα και διαβήτη είχαν πάντα µια ιδιαίτερη θέση στα 

µαθηµατικά ψυχαγωγίας. Μία από τις πιο εντυπωσιακές εκδόσεις µε το θέµα αυτό 

είναι αυτή του William Leybourn, ενός χωροµέτρη που το 1694 δηµοσίευσε ένα έργο 

µε τίτλο Pleasure with Profit (κυριολεκτικά Ευχαρίστηση µε Κέρδος) στο οποίο 

παρουσίαζε κάθε είδους µαθηµατικά παιχνίδια µε «κανόνα και πιρούνι». Τα πιρούνια 

της εποχής είχαν σχήµα διχάλας και µπορούσαν να χρησιµεύσουν ως σταθεροί 

διαβήτες. Η επανάσταση όµως στην ιστορία των κατασκευών µε κανόνα και διαβήτη 

έγινε το 1794, όταν ο Ιταλός γεωµέτρης Lorenzo Mascheroni απέδειξε στο έργο του 

µε τίτλο Γεωµετρία του διαβήτη πως όλες οι κατασκευές µπορούσαν να γίνουν µόνο 

µε ένα διαβήτη (κινητό φυσικά). Αφού είναι αδύνατο να σχεδιάσουµε µία ευθεία µε 

ένα διαβήτη, συµφωνούµε, στην περίπτωση αυτή, πως δύο σηµεία που ορίζονται από 

την τοµή δύο τόξων, ορίζουν µία ευθεία. 

 

2. Συναντήσεις στο άπειρο 

Οι πρώτοι που µας έκαναν να «δούµε» το άπειρο σε αναπαράσταση µέσα στο 

χώρο δεν ήταν οι φιλόσοφοι ή οι γεωµέτρες, αλλά οι καλλιτέχνες της Αναγέννησης. 

Απελευθερωµένοι από τους ισχυρούς περιορισµούς που είχε επιβάλει η Εκκλησία στα 

καλλιτεχνικά έργα και αναβιώνοντας τις µαθηµατικές γνώσεις των Ελλήνων, άνοιξαν 

ένα νέο δρόµο στα µαθηµατικά, όπου το άπειρο δεν ήταν πια στιγµατισµένο ως 

αντιπρόσωπος του απόλυτου κακού. 

 

2.1 Η τρισδιάστατη ζωγραφική 

Όταν µιλάµε για Αναγέννηση, µας έρχονται στο νου διάφορα έργα τέχνης 

στον τοµέα της γλυπτικής, της ζωγραφικής, της αρχιτεκτονικής, ακόµα και στον 

τοµέα διαφόρων τεχνολογικών προόδων, τίποτα ή ελάχιστα όµως σε σχέση µε τα 

µαθηµατικά. Κύριο έργο της περιόδου αυτής ήταν η ανάκτηση αυτών που ήδη είχαν 

ανακαλυφθεί ή συζητηθεί στην αρχαιότητα.  Ο Μεσαίωνας, είχε αφήσει στη λήθη ή 

στα ράφια των βιβλιοθηκών κάποιων µοναστηριών τα ελληνικά ή αραβικά έργα που 

αποτελούν τους πραγµατικούς πυλώνες θεµελίωσης της γεωµετρίας ή της άλγεβρας.  

Στο επίπεδο της γεωµετρίας, συγκεκριµένα, οι καλλιτέχνες της Αναγέννησης 

επιτέλεσαν τεράστιο έργο και ειδικότερα οι ζωγράφοι και στο πλαίσιο αυτό η 

γεωµετρική έννοια του απείρου βρήκε τη θέση της. Γενικά, οι καλλιτέχνες της 

Αναγέννησης υποχρεώθηκαν να αναπτύξουν διάφορους τύπους γνώσεων και 

δεξιοτήτων, όχι µόνο στον τοµέα της τέχνης, αλλά και στον τοµέα των επιστηµών.  

Συχνά, τα έργα τους χρηµατοδοτήθηκαν από µαικήνες ή πρίγκιπες που τους 

ζητούσαν γλυπτά ή πίνακες ζωγραφικής, µουσικά έργα, κτίρια ή οχυρά για την 

προστασία των ιδιοκτησιών τους, ή ακόµα και αναλυτικές µελέτες για την τροχιά των 
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βληµάτων. Στη χαραυγή της Αναγέννησης, οι καλλιτέχνες είχαν κληρονοµήσει µία 

ζωγραφική κυρίως θρησκευτική, σηµατοδοτηµένη από πολύ συγκεκριµένους κανόνες 

σχετικά µε τα χρώµατα και τις µορφές. Τα πρόσωπα που αποκτούσαν ένα χαρακτήρα 

αγιοσύνης, στην πλειονότητά τους, έπρεπε να εµφανίζονται σε χρυσά φόντα, που 

αντιπροσώπευαν τον ουράνιο τοµέα, ενώ τα υπόλοιπα χρώµατα παρέπεµπαν στην 

πλειονότητά τους στην υπάρχουσα ιεραρχία µεταξύ των προσώπων.  

Η διάταξη και το ύψος τους ακολουθούσαν επίσης το σκεπτικό αυτό. Το 

σηµαντικότερο όµως στοιχείο είναι πως όλες αυτές οι αναπαραστάσεις λάµβαναν 

χώρα σε έναν αλάνθαστα δισδιάστατο χώρο: ήταν αναπαραστάσεις επίπεδες, στο πιο 

καθαρό ύψος της ζωγραφικής της Αρχαίας Αιγύπτου. Αυτό ήταν αναµφίβολα 

σκόπιµο και υποταγµένο στον ισχύοντα συµβολισµό: οι άγιες µορφές δε µπορούσαν 

να αναπαρασταθούν µε ρεαλιστικό τρόπο, υπό την έννοια της απόκτησης σαφώς 

γήινων χαρακτηριστικών. 

Ο καλλιτέχνης της Αναγέννησης, καθώς έπαψε να υπόκειται στους 

περιορισµούς που επέβαλαν οι θρησκευτικοί θεσµοί, ήταν πια ελεύθερος και η πρώτη 

χρήση αυτής της ελευθερίας ήταν η απόπειρα αναπαράστασης της πραγµατικότητας 

µε τον, όσο γίνεται, πιστότερο τρόπο. Με άλλους όρους, τοποθετήθηκε µέσα σε ένα 

τρισδιάστατο πλαίσιο. Για να το πετύχει αυτό, άρχισε να αναπτύσσει νέες τεχνικές 

σχεδίου και ζωγραφικής που θα επέτρεπαν στον παρατηρητή να αποκτήσει µία 

αίσθηση χωρικού βάθους µέσα από τη χρήση των σκιών και των χρωµάτων. Οι σκιές,  

για παράδειγµα, υποδείκνυαν τη θέση των αντικειµένων, ενώ η ένταση των 

χρωµάτων µειωνόταν καθώς αποµακρυνόταν από τα πρώτα πλάνα. Όλες αυτές οι 

τεχνικές επέτρεπαν τη δηµιουργία µιας αίσθησης χώρου, το κυριότερο όµως και το 

απαράβατο, ήταν πως το αρχικό σχέδιο, το σκίτσο, έπρεπε να ακολουθεί ακριβείς 

γεωµετρικούς κανόνες. ∆εν προξενεί εποµένως εντύπωση το γεγονός πως οι 

µαθηµατικές πρόοδοι ήταν περισσότερο εµφανείς στη ζωγραφική.  

Το σηµαντικότερο είναι πως οι καλλιτέχνες τοποθέτησαν το άπειρο στο πλάνο 

των αναπαραστάσεών τους, µετατρέποντας σε «ενεργεία» αυτό που µέχρι τότε, στη 

γεωµετρία, ήταν απλά «δυνάµει». Για τον Αριστοτέλη, µία ευθεία ήταν µόνο δυνάµει 

προσπελάσιµη. Ο Ευκλείδης, είχε καλύψει τα νώτα του ορίζοντας µία ευθεία ως ένα 

τµήµα που µπορεί να επεκταθεί όσο το επιθυµούµε για να κάνουµε οποιαδήποτε 

γεωµετρική κατασκευή ή απόδειξη. Αυτό έκαναν οι γεωµέτρες µέχρι τον 17ο αιώνα. 

 Ωστόσο, στους πίνακες και στα σχέδια των αρχιτεκτόνων του 15ου αιώνα, 

εµφανίστηκε ένα σηµείο που ονοµάστηκε κεντρικό σηµείο φυγής που οδήγησε τελικά 

σε αυτό που αποκαλούµε κεντρική προοπτική ή προβολή. Αυτό το σηµείο, όπου 

συγκλίνουν οι παράλληλες ευθείες, µπορεί να χαρακτηριστεί ως σηµείο του ενεργεία 

απείρου. Χάρη σε αυτό το είδος προοπτικής, καλλιτέχνες όπως οι Leon Battista 

Alberti (1404–1472), Filippo Brunelleschi (1377–1446) και Piero della Francesca 

(1416–1492) επανοικειοποιήθηκαν τα έργα Ελλήνων γεωµετρών και πέτυχαν ο 

παρατηρητής να αποκτήσει σαφώς την εντύπωση πως µία τρισδιάστατη σκηνή 

αναπαριστούνταν σε ένα επίπεδο.   

 

2.1.1 Το πνεύµα της Αναγέννησης  

Ο Λεονάρδος Ντα Βίντσι (1452–1519), σύµβολο της µεγαλοφυΐας της 

Αναγέννησης, έγραφε στο έργο του Πραγµατεία ζωγραφικής, ένα συλλογισµό για την 

έννοια της συνέχειας, µε µεγάλο φιλοσοφικό εύρος, όχι µόνο λόγω της ιδέας που 

εξέφραζε αλλά και λόγω του αριθµού των γνωστικών κλάδων που συµµετείχαν σε 

αυτήν: «Εάν εσύ, ο µουσικός, µου πεις πως µόνο οι επιστήµες του πνεύµατος δεν 

είναι µηχανικές, θα σου απαντήσω πως η ζωγραφική προέρχεται από το πνεύµα και 

πως όπως η γεωµετρία και η µουσική θεωρούν τις αναλογίες των συνεχών 
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διαστάσεων και η αριθµητική, αυτές των ασυνεχών, η ζωγραφική θεωρεί όλες τις 

συνεχείς διαστάσεις και τα χαρακτηριστικά των αναλογιών, τις σκιές, το φως και τις 

αποστάσεις, ανάλογα µε την προοπτική». 

 

2.1.2 Από την προοπτική στην προβολική γεωµετρία 

 «Έχει δει ποτέ κανείς δύο παράλληλες ευθείες;». Αυτή είναι µία ερώτηση 

στην οποία µπορούµε να απαντήσουµε αρνητικά µε κάθε βεβαιότητα. Ουσιαστικά, 

είναι εύκολο να απαντήσουµε επειδή υπάρχει µία άλλη ερώτηση που προηγείται και 

της οποίας η απάντηση είναι επίσης αρνητική: «Έχει δει ποτέ κανείς µία ευθεία;».  

Κανείς δε µπορεί να έχει δει, αφού µία ευθεία είναι άπειρη. Μπορούµε στην 

καλύτερη περίπτωση να ελπίζουµε να δούµε τµήµατα ευθειών, πολύ µακριά, όσο 

µακριά θέλουµε, όχι όµως άπειρα. Όσον αφορά στις παράλληλες ευθείες, ό,τι τις 

προσεγγίζει περισσότερο είναι η προοπτική που έχουµε όταν κοιτάζουµε ένα πολύ 

µακρύ κοµµάτι σιδηροδροµικής γραµµής. Βλέπουµε τότε, ή µάλλον νοµίζουµε πως 

βλέπουµε, δύο ευθείες που συγκλίνουν σε ένα µακρινό σηµείο του ορίζοντα.  

Το γεγονός πως βλέπουµε αυτό το σηµείο σύγκλισης µπορεί να θεωρηθεί ως 

µία οπτική ψευδαίσθηση αφού όσο µακριά κι αν φτάσουµε σε αυτή τη σιδηροδροµική 

γραµµή, δε θα το συναντήσουµε ποτέ. Αυτή είναι η καθηµερινή εµπειρία ενός οδηγού 

τρένου ταχείας κυκλοφορίας όταν κατευθύνεται προς το άπειρο µε ταχύτητα 300 

km/h. Το να κυνηγάµε αυτό το σηµείο στο άπειρο έχει νόηµα όσο και το να κυνηγάµε 

τη σκιά µας. Τι θα συνέβαινε αν αντί για δύο παράλληλες ευθείες είχαµε 3, 13 ή 23;  

Θα είχαµε τότε αυτό που αποκαλούµε στη γεωµετρία µία δέσµη ευθειών και 

ίσως, ακόµα σηµαντικότερο, θα είχαµε µία κατεύθυνση. Ας θεωρήσουµε τώρα ένα 

σηµείο που βρίσκεται στο άπειρο, ένα από τα σηµεία εκείνα όπου συγκλίνουν δύο 

παράλληλες ευθείες. Θα µπορούσαµε να συνδέσουµε σε καθένα από αυτά τα σηµεία 

µία κατεύθυνση του επιπέδου. Στην περίπτωση αυτή, όλα τα σηµεία στο άπειρο θα 

αντιπροσώπευαν διαφορετικές κατευθύνσεις του επιπέδου. Αφού τα σηµεία αυτά 

είναι τόσο µακριά, θα µπορούσαµε να ονοµάσουµε αυτή την ευθεία ως την ευθεία 

του απείρου. Θα ήταν ένας λίγο πλάγιος τρόπος για να εισέλθουµε σε έναν από τους 

πιο ενδιαφέροντες και όµορφους τοµείς των µαθηµατικών, αυτόν της προβολικής 

γεωµετρίας. 

Η βασική ιδέα είναι πως δύο παράλληλες ευθείες ή δύο παράλληλα επίπεδα, 

που φέρουν το γενικό όνοµα των ποικιλιών στη µη µετρική γεωµετρία, δεν έχουν 

κανένα κοινό σηµείο αλλά έχουν µία κοινή κατεύθυνση. Αυτό συνειδητοποίησαν οι 

γεωµέτρες της Αναγέννησης, αφού είχαν ήδη αρχίσει να δουλεύουν καιρό µε 

αναπαραστάσεις στον τρισδιάστατο χώρο. Ο Johannes Kepler (1571–1630) ήταν ο 1ος  

που είχε την ιδέα του σηµείου στο άπειρο, αναζητώντας µια ενοποιηµένη θεωρία των 

κωνικών τοµών (τοποθέτησε τη 2η  εστία της παραβολής στο άπειρο), όµως ο Gerard 

Desargues (1591–1661), ο οποίος θεωρείται πατέρας της προβολικής γεωµετρίας, το 

ανέπτυξε µε πιο συστηµατικό τρόπο. Χρειάστηκε να περιµένοµε µέχρι τον 19ο αιώνα 

για την πλήρη ανάπτυξη αυτού του γεωµετρικού κλάδου από τον Γάλλο µαθηµατικό 

Gaspard Monge (1746–1818).  

 

2.2 Συνεχείς µετασχηµατισµοί 

 Το απείρως διαιρετό είναι µία έννοια που δε µπορεί να διαχωριστεί από αυτή 

της συνέχειας. Πρόκειται για ένα σύνθετο και σχετικά σηµαντικό ζήτηµα. Εδώ, 

προχωράµε µέσα στο συνεχές µε συνεχή τρόπο, κυριολεκτικά. Ο πιο ενστικτώδης 

τρόπος για τον ορισµό της συνέχειας είναι ο εξής: µία γραµµή είναι συνεχής αν 

µπορούµε να την σχεδιάσουµε χωρίς να σηκώσουµε το µολύβι. Γενικότερα, ο όρος 
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αυτός εφαρµόζεται στην έννοια του µετασχηµατισµού. Έστω, για παράδειγµα, ένα 

παραλληλόγραµµο όπως αυτό της εικόνας: 

    

 

 

 

 

Θέλουµε να το µεταµορφώσουµε σε τετράγωνο µέσω συνεχούς µετασχηµατισµού 

        

 

 

 

 

 

Πρέπει να φανταστούµε πως οι πλευρές έχουν φτιαχτεί από ύλη που µπορεί να 

παραµορφωθεί, σαν να ήταν από καουτσούκ, ώστε να περνάµε από το ένα σχήµα στο 

άλλο χωρίς άλµα ή ρήξη, δηλαδή µε τρόπο συνεχή. Το 1604, ο Kepler δηµοσίευσε 

ένα µικρό φυλλάδιο µε τίτλο Astronomiæ pars óptica (µετ. Το οπτικό µέρος της 

αστρονοµίας), ως συµπλήρωµα σε µία πραγµατεία αστρονοµίας αφιερωµένη στην 

απαραίτητη θεωρητική ανάπτυξη για την κατασκευή οπτικών οργάνων. Ο Kepler 

µελετούσε τις κωνικές τοµές και τους πιθανούς συνεχείς µετασχηµατισµούς µιας 

κωνικής τοµής σε µία άλλη. Θα υπενθυµίσουµε πως οι κωνικές τοµές είναι επίπεδα 

γεωµετρικά σχήµατα που λαµβάνονται ως τοµές ενός κώνου, όπως φαίνεται στην 

επόµενη εικόνα. 

 

 

 Ο Απολλώνιος, στο έργο του µε τίτλο Οι κωνικές τοµές, τις ορίζει ως 

γεωµετρικούς τόπους ενός επιπέδου. Αυτή η µέθοδος είναι ακριβής, προϋποθέτει 

όµως ορισµένους γεωµετρικούς λεπτούς χειρισµούς. Η µέθοδος του Kepler, 

αντιθέτως, είναι πιο ενστικτώδης και καθιστά δυνατή µία πιο σαφή γεωµετρική 

αναπαράσταση. Ο ορισµός παρουσιάζεται ως εξής: αν κόψουµε έναν κώνο σε δύο 

στρώµατα (δύο απείρως µακριούς κώνους σε αντίθετη φορά µε ίδιο άξονα και 

κορυφές που συµπίπτουν) µε ένα επίπεδο κάθετο στον άξονα, παίρνουµε µία 

περιφέρεια. Αν δώσουµε µία ελαφριά κλίση στο επίπεδο, η περιφέρεια θα 

µετασχηµατιστεί σε έλλειψη, η οποία θα µεγαλώνει καθώς θα αυξάνει η κλίση του 

επιπέδου. Συνεχίζοντας να δίνουµε κλίση στο επίπεδο, θα επέλθει µία στιγµή όπου θα 

γίνει παράλληλο στη γεννήτρια του κώνου και η τοµή των δύο θα είναι µία 

παραβολή. Όταν τέλος, το επίπεδο γίνει παράλληλο στον άξονα του κώνου, η τοµή θα 

δώσει τους δύο κλάδους µιας υπερβολής. Είναι το σύνολο αυτών των καµπυλών, των 

ελλείψεων, των παραβολών και των υπερβολών που ονοµάζουµε κωνικές τοµές, όπου 

ο κύκλος θεωρείται συνήθως µία ιδιαίτερη περίπτωση έλλειψης. Μπορούµε επίσης να 

κόψουµε τον κώνο µε διαφορετικό τρόπο και τότε λαµβάνουµε τις κωνικές τοµές που 
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ονοµάζονται εκφυλισµένες (δύο ευθείες). Μπορούµε να φανταστούµε πως η κίνηση 

αυτού του επιπέδου που τέµνει τον κώνο γίνεται µε τρόπο συνεχή, χωρίς να υπάρχει 

άλµα. Αν µπορούσαµε να οπτικοποιήσουµε το µετασχηµατισµό της επίπεδης τοµής, 

θα βλέπαµε πώς µία έλλειψη µετασχηµατίζεται σε κύκλο για παράδειγµα, ή σε µία 

υπερβολή. Ο Kepler παρουσιάζει αυτούς τους µετασχηµατισµούς στο επίπεδο, 

ξεκινώντας από µία έλλειψη. Ας υπενθυµίσουµε πως µία έλλειψη είναι µία κωνική 

τοµή που µπορεί να οριστεί ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου του 

οποίου το άθροισµα των αποστάσεων από δύο σταθερά σηµεία που ονοµάζονται 

εστίες είναι σταθερό. Ας υποθέσουµε πως οι εστίες της έλλειψης που θέλουµε να 

µετασχηµατίσουµε είναι οι F και F΄, δύο σηµεία που βρίσκονται στο µεγάλο άξονα 

της έλλειψης. Αν κυλίσουµε µε συνεχή τρόπο το σηµείο F προς το σηµείο F΄ πάνω 

στο µεγάλο άξονα, η εκκεντρότητα της έλλειψης θα µειωθεί ώσπου να 

µετασχηµατιστεί σε κύκλο τη στιγµή όπου τα F και F΄ θα συµπίπτουν. 

Αν τώρα αποµακρύνουµε την εστία F από την εστία F΄, η εκκεντρότητα της 

έλλειψης θα αυξηθεί, δηλαδή το σχήµα θα διαπλατυνθεί (η εκκεντρότητα e είναι µία 

παράµετρος που κυµαίνεται µεταξύ 0 και 1, η οποία εκφράζει ακριβώς το κατά πόσο 

η έλλειψη αποµακρύνεται από τον κύκλο). Έρχεται µία στιγµή όπου το σχήµα δεν 

είναι πια έλλειψη αλλά παραβολή, µία κωνική τοµή σε µία µόνο εστία, την οποία ο 

Απολλώνιος ορίζει ως το γεωµετρικό τόπο των σηµείων του επιπέδου που απέχουν 

ίση απόσταση από ένα σταθερό σηµείο που ονοµάζεται εστία και από µία σταθερή 

ευθεία που ονοµάζεται διευθετούσα.  Αν το σηµείο F στην τροχιά του δε σταµατήσει 

στο άπειρο και συνεχίσει, θα εµφανιστεί στα αριστερά του F΄ και θα έχουµε µία 

υπερβολή. Πιο οπτικά, για να περάσουµε από µία έλλειψη σε µία υπερβολή, πρέπει 

να πάρουµε την έλλειψη από τα άκρα της, σαν να ήταν δύο λαβές, και να τα 

διπλώσουµε προς τα πίσω, όπως στην παρακάτω εικόνα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μπορούµε να λάβουµε µια υπερβολή ξεκινώντας από µία έλλειψη. Για το 

σκοπό αυτό, ας φανταστούµε πως την πιάνουµε από τα σηµεία Α, Β µε τα δύο χέρια, 

σα να ήταν το τιµόνι ενός αυτοκινήτου και πως στη συνέχεια τη διπλώνουµε για να τη 

φέρουµε στο κέντρο. Έτσι, το σηµείο Α θα γίνει Α΄ και το Β, Β΄. Ένα άτοµο που 

στέκεται απέναντί µας θα δει τα δύο µας χέρια να κρατάνε τους δύο κλάδους της 

υπερβολής. Το µόνο πρόβληµα είναι πως για να γίνει αυτό, θα πρέπει να φύγουµε στο 

χώρο, να περάσουµε από το άπειρο για να επιστρέψουµε εκεί που βρισκόµασταν και 

να κοιτάξουµε την έλλειψη, απαθείς, σα να µη συνέβαινε τίποτα.  

Πώς είναι δυνατόν ο Kepler, ένθερµος υποστηρικτής ενός πεπερασµένου 

σύµπαντος και αντίθετος προς κάθε φιλοσοφικό ή µαθηµατικό ρεύµα, να υποστήριζε 

το ενεργεία άπειρο, να µπόρεσε να παρουσιάσει ατάραχος έναν τέτοιο 

µετασχηµατισµό; Θα λέγαµε κοινώς πως ο Kepler «έκανε τα στραβά µάτια» σε 

κάποιες θεωρίες του απείρου που ίσχυαν τότε, για να αποκοµίσει ένα ορισµένο 

πρακτικό όφελος. Φυσικά δε µιλάµε για κοσµικό όφελος, αλλά µιλάµε για όφελος 
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στο πλαίσιο των εφαρµοσµένων µαθηµατικών. Αυτή η έννοια της συνεχούς 

εφαρµογής που συνοψίσαµε έµελε να αποτελέσει τον ακρογωνιαίο λίθο της 

προβολικής γεωµετρίας. Η ιδέα είναι η εξής: υποθέτουµε πως βρίσκουµε µία 

γεωµετρική ιδιότητα της έλλειψης. Εάν µετακινήσουµε µία από τις εστίες της όπως 

εξηγήσαµε προηγουµένως, αυτή η ιδιότητα θα πρέπει να διατηρηθεί.   

 

 

 

 

 

 

 

Τι σηµαίνει πως η έλλειψη είναι πιο πεπλατυσµένη ή πιο επιµήκης; Αν ο  

µετασχηµατισµός είναι συνεχής, θα έλθει µία στιγµή όπου η ιδιότητα αυτή θα µπορεί 

να εφαρµοστεί στον κύκλο, στην παραβολή ή στην υπερβολή. Η τεχνική του 

συνεχούς µετασχηµατισµού χρησιµοποιήθηκε στη συνέχεια από τον Blaise Pascal 

(1623–1662), την εφάρµοσε όµως σε κανονικά πολύγωνα, µετασχηµατίζοντας για 

παράδειγµα ένα εξάγωνο σε πεντάγωνο, µετατοπίζοντας δύο προσκείµενες πλευρές 

ούτως ώστε να τις κάνει να συµπέσουν. Πώς επέλυσε ο Kepler το πρόβληµα του 

περάσµατος από το άπειρο που έθετε η µέθοδος αυτή;  

Ο συλλογισµός του ήταν απλά ο εξής, µία ευθεία επεκτείνεται αόριστα από τα 

δύο άκρα της µέχρι να συναντήσει ένα κοινό σηµείο. Είναι που για τον Kepler, το 

σύµπαν ήταν πεπερασµένο µεν πολύ µεγάλο δε. Αρκετά µεγάλο ώστε να έχουν νόηµα 

όσα έπρεπε να έχουν νόηµα, σίγουρα όµως πεπερασµένο. Σε κάθε περίπτωση, το 

σηµαντικό είναι όχι µόνο πως το σύµπαν ήταν αρκετά µεγάλο ώστε να µπορεί να 

θεωρεί πως µία καµπύλη που συναντά τον εαυτό της αφού κάνει τον γύρο όλων όσων 

υπάρχουν (ιδέα παρόµοια µε αυτήν του Albert Einstein στη θεωρία του χωροχρόνου 

του), αλλά ακόµα περισσότερο, το γεγονός πως ο Kepler χειριζόταν µε σύνεση αυτή 

την έννοια του συνεχούς µετασχηµατισµού. 

 

2.3 Τετραγωνισµοί 

 Ο τετραγωνισµός ενός σχήµατος σηµαίνει το µετασχηµατισµό του σε ένα 

τετράγωνο ίδιου εµβαδού. Ένας από τους κυριότερους στόχους των εφαρµοσµένων 

µαθηµατικών υπήρξε πάντα ο υπολογισµός εµβαδών, ο υπολογισµός όµως του 

εµβαδού ενός τετραγώνου ήταν πάντα εξαιρετικά εύκολος. Ξέραµε να υπολογίζουµε 

σχετικά εύκολα τα εµβαδά των επιπέδων σχηµάτων που ορίζονταν από ευθύγραµµα 

τµήµατα. Το πυθαγόρειο θεώρηµα και η ευκλείδεια γεωµετρία, επέτρεψαν τον 

υπολογισµό του εµβαδού των τριγώνων και όλων των ορθογωνίων. Τα πιο σύνθετα 

σχήµατα µπορούσαν να αποδοµηθούν σε τρίγωνα και ορθογώνια. Ήταν µερικές 

φορές ζήτηµα δεξιότητας ή εφευρετικότητας, η λύση όµως βρισκόταν σχεδόν πάντα. 

Το πρόβληµα γινόταν πολύ σοβαρό όταν ορισµένες πλευρές του εν λόγω σχήµατος 

ήταν καµπύλες, επειδή δεν υπήρχαν οι κατάλληλες τεχνικές.  

Οι Έλληνες, είχαν αποδείξει τη δεινότητά τους σε τέτοιους υπολογισµούς, 

έπεφταν όµως διαρκώς πάνω σε έναν απρόσµενο και ενοχλητικό επισκέπτη, το 

ενεργεία άπειρο. Γιατί όταν τα πράγµατα παύουν να είναι ευθείες, µπορούµε να 

είµαστε βέβαιοι πως το άπειρο είναι παρόν, µε όλα τα συµπαροµαρτούντα του; 

Επειδή προσπαθώντας να λύσουµε το πρόβληµα, αποκαλύπτεται πως µία ευθεία είναι 

το αποτέλεσµα µίας προσέγγισής της από άπειρα ευθύγραµµα τµήµατα ή, κάτι που 

ισοδυναµεί µε αυτό, µία ευθεία προκύπτει από µία διαδικασία προσέγγισης από 

καµπύλες όλο και πιο ανοιχτές, όπως δείχνει το επόµενο σχήµα: 
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Όσο οι καµπύλες ανοίγουν, η απόσταση µεταξύ αυτών και της ευθείας γίνεται 

όλο και πιο µικρή, ειδικότερα στο σηµείο Ρ. Στο άπειρο, ευθεία και καµπύλη είναι 

ένα και το αυτό. Έστω µια ευθεία, ένα οποιοδήποτε σηµείο Ρ αυτής της ευθείας και 

µία σειρά καµπυλών εφαπτόµενων στο Ρ, όλο και πιο ανοιχτές, δηλαδή 

καµπυλότητας όλο και µικρότερης, όσο πλησιάζουν την ευθεία. Όσες πολλές και αν 

είναι οι εφαπτόµενες καµπύλες στην ευθεία στο σηµείο Ρ, είναι σαφές πως καµία από 

αυτές δε θα είναι ίδια µε την αρχική ευθεία. Μπορούµε να φανταστούµε πως κάτι 

παρόµοιο µπορεί να συµβεί και οι άπειρες ευθείες καταλήγουν να γίνουν η ευθεία.  

Είναι δυνάµει δυνατό, στην πραγµατικότητα όµως, υπό την έννοια του 

ενεργεία απείρου, δε διαθέτουµε κανέναν ακριβή µηχανισµό που να µας το εγγυάται. 

Εδώ κάνει ξανά την εµφάνισή του το πέρασµα στο άπειρο, που υλοποιείται σε µία 

συγκεκριµένη οντότητα, µε την αλλαγή φύσης που αυτό προϋποθέτει. 

 Το σύνολο των καµπυλών που προσεγγίζουν όλο και περισσότερο την ευθεία 

παρουσιάζει ένα χαρακτηριστικό: για κάθε µία από αυτές, µπορούµε να µιλάµε για 

ένα µέγεθος που είναι µεγαλύτερο ή µικρότερο αναφορικά µε την καµπυλότητά του. 

Στο πέρασµα στο όριο, όταν µετασχηµατίζονται σε ευθείες, αυτό το χαρακτηριστικό 

χάνεται (θα µπορούσαµε να µιλάµε για µηδενική καµπυλότητα) και σε αυτό ακριβώς 

το σηµείο παρεµβαίνει η αλλαγή ποιότητας. Είναι ένας από τους λόγους για τους 

οποίους το άπειρο συνδέεται µε το µυστήριο της δηµιουργίας. Ο µετασχηµατισµός, 

κατά τον οποίο µία από τις καµπύλες µετασχηµατίζεται σε ευθεία, παράγεται σε έναν 

τόπο του χώρου και του χρόνου στον οποίο δεν έχοµε πρόσβαση. Έχουµε συνείδηση 

του γεγονότος πως αυτή η έκφραση που αναφέρεται σε µία από τις καµπύλες είναι 

ασυναφής και ανυπόστατη, δεν υπάρχει τελευταία καµπύλη, διαφορετικά η έννοια 

του απείρως µικρού θα χανόταν και θα είχαµε ένα διακριτό άλµα ανάµεσα στην 

τελευταία καµπύλη και στην ευθεία, αντί µιας συνεχούς διεργασίας.  

Αυτή η δηµιουργική ενέργεια άσκησε µεγάλη επιρροή στην επιστηµονική 

σκέψη λόγω των φιλοσοφικών και θρησκευτικών της αποχρώσεων και λόγω της 

απαγορευµένης ζώνης που δηµιουργεί στους δύο τοµείς. Θα ήταν ίσως πιο εύλογο να 

µιλάµε για «µετάλλαξη» και όχι για δηµιουργία. Αυτό θα µας έφερνε πιο κοντά στην 

ανατολική φιλοσοφία, για την οποία η θρησκευτική σκέψη ενσωµατώνεται 

περισσότερο στη φιλοσοφική σκέψη. Για αυτό θα ήταν πιο ορθό ή πιο κοµψό, 

τουλάχιστον από πνευµατική πλευρά, να λέµε πως η καµπύλη υφίσταται µία 

«µετάλλαξη» που τη µετασχηµατίζει σε ευθεία. 

 

2.4 Εύδοξος 

 Με τον Αρχιµήδη (περ. 287 π.Χ.– περ. 212 π.Χ.), τον Πυθαγόρα (570 π.Χ.– 

500 π.Χ.) και τον Ευκλείδη (περ. 325 π.Χ.– 265 π.Χ.), ο Εύδοξος (περ. 408 π.Χ.– 

περ. 355 π.Χ.) ανήκει στις πιο σηµαντικές µορφές των Ελλήνων µαθηµατικών. Από 

εννοιολογικής πλευράς, υπήρξε αναµφίβολα ο πιο οξυδερκής. Την εποχή εκείνη, οι 

Έλληνες µαθηµατικοί βρίσκονταν ακόµα υπό το σοκ της ανακάλυψης των αµέτρητων 

µεγεθών, µε την εµφάνιση των άρρητων αριθµών. ∆εν υπήρχε αυστηρά ορισµένο 
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κριτήριο για τη σύγκριση µεγεθών διαφορετικής φύσης. Ο Εύδοξος είναι αυτός που 

έδωσε έναν σαφή ορισµό (ορισµός 5 του βιβλίου V των «Στοιχείων» του Ευκλείδη) 

«Λέµε πως τα µεγέθη έχουν τον ίδιο λόγο, το πρώτο µε το δεύτερο και το τρίτο µε το 

τέταρτο, όταν, θεωρώντας οποιαδήποτε ισοπολλαπλάσια του πρώτου και του τρίτου και 

οποιαδήποτε ισοπολλαπλάσια του δεύτερου και του τέταρτου, τα πρώτα είναι 

µεγαλύτερα, ίσα ή µικρότερα από τα δεύτερα, στην αντίστοιχη σειρά». Αυτό µπορεί να 

διατυπωθεί στη σηµερινή γλώσσα ως εξής: δύο λόγοι a/b και c/d είναι ίσοι όταν, 

δεδοµένων δύο οποιωνδήποτε ακέραιων αριθµών k και k’, επαληθεύεται πως: 

Αν ka < k’b, τότε kc < k’d 

αν ka = k’b, τότε kc = k’d 

 αν ka > k’b, τότε kc > k’d. 

Αυτό ίσως φαίνεται κοινότοπο, αλλά δεν είναι καθόλου. Πρέπει να λάβουµε 

υπόψη µας πως, όπως διατυπώθηκε από τον Εύδοξο, ο ορισµός αυτός µπορεί να 

εφαρµοστεί σε λόγους που περιέχουν ρίζες αριθµών και σε γεωµετρικά σχήµατα. Για 

παράδειγµα, οι πρώτοι λόγοι µπορούν να παραπέµπουν σε σφαίρες και οι δεύτεροι σε 

κύβους που κατασκευάζονται πάνω στις διαµέτρους αυτών. Επιπλέον, µέσα στους 

κανόνες αυτούς βρίσκεται ο σπόρος αυτού που θα γίνει ορισµός του άρρητου 

αριθµού, ορισµός που δόθηκε από τον Richard Dedekind τον 19ο αιώνα σύµφωνα µε 

τη µέθοδο που αποκάλεσε «µέθοδο των τόµων». 

Η άλλη µεγάλη συνεισφορά του Εύδοξου υπήρξε το αξίωµα της συνέχειας, 

γνωστό µε το όνοµα λήµµα του Αρχιµήδη, το οποίο ο ίδιος ο Αρχιµήδης παραδέχτηκε 

πως έµαθε από τον Εύδοξο και το οποίο διατυπώνεται ως εξής: «∆εδοµένων δύο 

µεγεθών µεταξύ των οποίων υπάρχει µία σχέση (λόγος), µπορούµε να βρούµε πως το 

ένα από τα δύο είναι µεγαλύτερο από το άλλο». Η κύρια σηµασία του λήµµατος αυτού 

έγκειται στο γεγονός πως επιτρέπει να αποδειχτεί µέσω της εις άτοπον απαγωγής µία 

πρόταση που θεωρείται από τις σηµαντικότερες της ιστορίας των µαθηµατικών και η 

οποία επέτρεψε στον Εύδοξο και σε πολλούς µαθηµατικούς µετά από αυτόν, να 

υπολογίσει τα εµβαδά και τους όγκους καµπυλόγραµµων σχηµάτων. Η πρόταση του 

Εύδοξου είναι η εξής:   

«Αν αφαιρέσουµε από ένα οποιοδήποτε µέγεθος ένα µέρος µεγαλύτερο ή ίσο µε 

το µισό του και αν αφαιρέσουµε από ότι αποµένει µέρος µεγαλύτερο ή ίσο µε το µισό 

του και αν συνεχίσουµε ως εξής, θα αποµείνει ένα µέγεθος πιο µικρό από κάθε 

δεδοµένο µέγεθος της ίδιας φύσης».  

Αυτή η πρόταση περιλαµβάνει την πεµπτουσία µιας άλλης µεγάλης 

µαθηµατικής εξέλιξης που υλοποιήθηκε κατά τον 19ο αιώνα, όταν ο Karl Weierstrass 

(1815–1897) πρότεινε έναν ακριβή και συνεκτικό ορισµό της έννοιας του ορίου. Η 

µέθοδος του Εύδοξου, που στηρίχτηκε στην πρόταση αυτή, για τον υπολογισµό 

εµβαδών και όγκων, είναι γνωστή µε το όνοµα µέθοδος εξάντλησης. ∆εν προξενεί 

εντύπωση το γεγονός πως πολλοί ιστορικοί θεωρούν την εποχή κατά την οποία ο 

Πλάτωνας ίδρυσε τη σχολή του, ως µία αναγέννηση των ελληνικών µαθηµατικών.  

Πράγµατι, ο Εύδοξος έδωσε τις βάσεις επάνω στις οποίες στηρίχτηκε µια 

µακρά διεργασία λογισµού που θα κατέληγε σε αυτό που αργότερα ονοµάστηκε 

απειροστικός λογισµός. Η µέθοδος της εξάντλησης έδινε ορθές αποδείξεις, µε την 

προϋπόθεση πως τα θεµέλια εκκίνησης ήταν σωστά, κάτι που συνέβαινε συνήθως, 

παρουσίαζε όµως το µειονέκτηµα πως δε συνιστούσε ένα σύστηµα που παρήγαγε νέα 

αποτελέσµατα. Ας υπενθυµίσουµε πως στηριζόταν στην υπόθεση πως ένα 

αποτέλεσµα ήταν σωστό και ανέλυε τον τρόπο µε τον οποίο θα µπορούσαµε να 

καταλήξουµε σε αυτό. Γνωρίζαµε, για παράδειγµα, πως τα αποτελέσµατα που 

σχετίζονταν µε τους όγκους των κώνων και των πυραµίδων στα οποία ο Εύδοξος είχε 
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καταλήξει µε ικανοποιητικό τρόπο, είχαν ανακαλυφθεί από αρχαίους µαθηµατικούς 

όπως ο ∆ηµόκριτος, οι οποίοι είχαν καταλήξει σε αυτά µέσω ενστίκτου ή απόδειξης. 

 Σήµερα, διαθέτουµε µία µέθοδο ολοκλήρωσης που µας επιτρέπει να κάνουµε 

υπολογισµούς χάρη σε πολύ συγκεκριµένους αλγόριθµους. Είναι σα να λέµε πως ο 

λογισµός γίνεται από µία µηχανή και είναι αυτό που συµβαίνει στην πραγµατικότητα. 

Η µέθοδος στηρίζεται σε µία ιδέα που απορρέει σαφώς από το ένστικτο των Ελλήνων 

µαθηµατικών. Μέχρι ενός σηµείου, η µέθοδος της εξάντλησης που χρησιµοποιήθηκε 

τότε αντιστοιχεί σε αυτή που γνωρίζουµε σήµερα µε το όνοµα της προσέγγισης από 

αθροίσµατα του Riemann. Η µέθοδος αυτή συνιστάται στη σχεδίαση µιας σειράς 

ορθογωνίων, των οποίων τα ύψη δεν ξεπερνούν το ύψος της καµπύλης, ή µε άλλα 

λόγια, των οποίων η κάτω βάση βρίσκεται στην ευθεία των τεταγµένων και η άνω 

βάση, κάτω από την καµπύλη: 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

Το άθροισµα των εµβαδών όλων αυτών των ορθογωνίων θα είναι φυσικά 

µικρότερο από το ζητούµενο εµβαδόν. Όσο ο αριθµός των ορθογωνίων αυξάνει, το 

συνολικό τους εµβαδό θα προσεγγίζει όλο και περισσότερο την επιφάνεια που ορίζει 

η καµπύλη. Μπορούµε να κάνουµε το ίδιο πράγµα, αυτή τη φορά όµως µε την άνω 

βάση πάνω από την καµπύλη: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Έτσι, είµαστε σίγουροι πως το άθροισµα των εµβαδών των ορθογωνίων θα 

είναι µεγαλύτερο από το εµβαδόν που ψάχνουµε. Μπορούµε τώρα να αυξήσουµε τον 

αριθµό των ορθογωνίων και το εµβαδόν θα προσεγγίσει το εµβαδόν που ψάχνουµε, 

αυτή τη φορά όµως καθ’ υπέρβαση. Έτσι, έχουµε δύο σειρές, µία που προσεγγίζει την 

καµπύλη από κάτω και µία που την προσεγγίζει από πάνω. Αυτό είναι, πολύ 

σχηµατικά, το µοντέλο που χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό των εµβαδών.  

Μπορούµε να εφαρµόσουµε ένα παρόµοιο µοντέλο για τον υπολογισµό 

όγκων. Τα αποτελέσµατα συγκρίνονται µε την τιµή που θα έπρεπε να έχει το εν λόγω 

µέγεθος προσεγγίζοντάς το από πάνω και από κάτω, επιβεβαιώνοντας πως αν οι τιµές 

ξεπερνιούνταν, το αποτέλεσµα θα ήταν αντιφατικό. Είναι αυτό που τον 17ο αιώνα 

ονοµάστηκε µέθοδος απαγωγής. Σε όλες τις δυνατές περιπτώσεις, η µέθοδος µας 

οδηγεί αλάνθαστα στο να θεωρήσουµε το ενεργεία άπειρο, που στη µοντέρνα 

ανάλυση θα ονοµαστεί πέρασµα στο όριο, ένα πέρασµα που θα έφερνε θεαµατικά 
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αποτελέσµατα σε αυτό το πρόβληµα ή σε άλλα προβλήµατα της ίδιας φύσης αν το 

είχαν εφαρµόσει. 

 

2.4.1 Ολοκλήρωση µε το «χέρι» 

Υπάρχει µία µηχανική διάταξη, ένας «ολοκληρωτής», που επιτρέπει τον 

αυτόµατο υπολογισµό µιας επίπεδης επιφάνειας που ορίζεται από µία συνεχή 

καµπύλη. Μοιάζει πολύ µε αυτήν που χρησιµοποιείται για τον υπολογισµό των 

αποστάσεων σε ένα χάρτη που αποτελείται από ένα µικρό τροχίσκο µε ένα ταχύµετρο 

που υποδεικνύει τη διανυθείσα απόσταση κατά µήκος µίας πορείας σε ένα δρόµο. 

Ανάλογο σκεπτικό έχει και ο ολοκληρωτής. Όταν διατρέχουµε το περίγραµµα µιας 

κλειστής επιφάνειας, επιστρέφοντας στο αρχικό σηµείο, µας δίνει την τιµή της 

επιφάνειας που περικλείει αυτό το περίγραµµα. Είναι χρήσιµος για τους σχεδιαστές 

πατρόν, αφού τους δίνει την ποσότητα του απαραίτητου υλικού για την κατασκευή 

του έργου τους. 

 

2.4.2 Ο Εύδοξος και η αστρολογία 

Ο Εύδοξος γεννήθηκε περί τα 408 π.Χ. στην Κνίδο, πόλη της αρχαίας Καρίας, 

στη σηµερινή Τουρκία. ∆εν είναι πολύ γνωστός ως αστρονόµος και γεωγράφος, 

τοµείς στους οποίους έκανε σηµαντικές ανακαλύψεις. Καθόρισε την τροχιά διαφόρων 

άστρων και κατόρθωσε να αποδείξει πως το ηλιακό έτος είχε 6 ώρες περισσότερες 

από τις 365 ηµέρες που του αποδίδονταν ως τότε. Υπήρξε επίσης ο πρώτος που 

διαίρεσε την ουράνια σφαίρα σε βαθµούς µήκους και πλάτους. 

Σχεδίασε ένα χάρτη του ουρανού και έκανε µελέτες για τη δηµιουργία των 

ηµερολογίων, τη µετεωρολογία και τις αλλαγές της εποχής στο δέλτα του Νείλου. Οι 

γνώσεις του στον τοµέα της αστρονοµίας τον έφεραν αντιµέτωπο µε την τάξη των 

ιερέων επειδή εκείνοι χρησιµοποιούσαν την αστρονοµία για τους αστρολογικούς 

υπολογισµούς τους. Ο Εύδοξος, που ήταν σαφώς ένας επιτιµητής της αστρολογίας, δε 

στήριξε τα επιχειρήµατά του σε πεποιθήσεις, που ήταν αµφισβητήσιµες, αλλά σε µία 

µεθοδολογία, υποστηρίζοντας πως:  

«Όταν κάποιος ισχυρίζεται πως µπορεί να κάνει προβλέψεις για τη ζωή ενός 

πολίτη χάρη σε ωροσκόπια που στηρίζονται στην ηµεροµηνία γέννησής του, πρέπει να 

µην τον πιστεύουµε σε καµία περίπτωση, γιατί ο υπολογισµός των επιρροών των 

άστρων είναι τόσο πολύπλοκος που δεν υπάρχει κανένας άνθρωπος επάνω στη Γη που 

να µπορεί να τον εκτελέσει». 
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2.5 Kepler 

Ο Kepler υπήρξε ένας από τους πρώτους µαθηµατικούς της Αναγέννησης που 

ασχολήθηκε µε τον υπολογισµό όγκων. Επιπλέον, ασχολήθηκε µε αυτόν µέσα σε 

κάπως ιδιαίτερες συνθήκες, την ηµέρα του 2ου  γάµου του µε την Susanna Reuttinger.  

Καθώς η γυναίκα του είχε πεθάνει την προηγούµενη χρονιά, ήταν ένας γάµος 

συµφέροντος αφού ο Kepler χρειαζόταν απεγνωσµένα να τον φροντίσει κάποιος και 

να αναλάβει τα παιδιά και τις οικιακές δουλειές. Η Susanna θα πρέπει να είχε 

ενηµερωθεί για τον ιδιαίτερο χαρακτήρα του µελλοντικού συζύγου της, αφού δεν 

έδειξε να εκπλήσσεται από το γεγονός πως αυτός άφησε τη δεξίωση του γάµου για να 

σπεύσει να µελετήσει τι έκανε ο υπεύθυνος του κρασιού µε τα βαρέλια που περιείχαν 

το κρασί για τους συνδαιτυµόνες. Όχι µόνο τα βαρέλια δεν ήταν εντελώς κυλινδρικά, 

αλλά επιπλέον, η µέτρηση γινόταν εισάγοντας λοξά µία ράβδο από το καπάκι.  

Ο υπεύθυνος συµπέραινε την ποσότητα του κρασιού που απέµενε στα βαρέλια 

από το σηµάδι που το κρασί άφηνε στη ράβδο. Από το συλλογισµό αυτόν προέκυψε 

ένα έργο που δηµοσιεύτηκε το 1615 µε τίτλο New stereometry of wine barrels, «Νέα 

µέθοδος µέτρησης βαρελιών κρασιού». Για να λύσει το πρόβληµα, ο Kepler 

βασίστηκε στην τεχνική των αδιαίρετων που είχε αναπτύξει ο Αρχιµήδης. Θα 

µπορούσαµε να πούµε πως κατά τη διάρκεια του γάµου αυτού σπάρθηκαν οι σπόροι 

του απειροστικού λογισµού. Θα πρέπει όµως να σηµειώσουµε πως οι εργασίες του 

Kepler στον τοµέα αυτόν ήταν περισσότερο πρακτικές παρά θεωρητικές, και 

παρέµειναν σε υποτυπώδες στάδιο. Για να υπολογίσει το εµβαδόν ενός κύκλου για 

παράδειγµα, θεωρούσε το άθροισµα των εµβαδών άπειρων τριγώνων που είχαν 

κατασκευαστεί ούτως ώστε η µία κορυφή τους να βρίσκεται στο κέντρο του κύκλου 

και η βάση τους στην περιφέρεια. Για να υπολογίσουµε τον όγκο των σφαιρών, 

προσφεύγουµε οµοίως στο άθροισµα των όγκων των κώνων των οποίων οι κορυφές 

βρίσκονται στο κέντρο της σφαίρας και οι βάσεις στην επιφάνειά της.  

Με αυτή τη µέθοδο ο Kepler κατέληξε στο συµπέρασµα πως ο όγκος µιας 

σφαίρας ισούται µε το ένα τρίτο της ακτίνας επί την επιφάνειά της. Αιτιολογούσε 

όλες αυτές τις πράξεις µε την αρχή της συνέχειας, την οποία έπρεπε να θεωρεί 

δεδοµένη εφόσον ήθελα να συνεχίσει να εφαρµόζει τη µέθοδό του στον υπολογισµό 

όγκων. 

 

2.5.1 Τα βαρέλια του Kepler 

Το πρόβληµα που έθεσε ο Kepler µε τα βαρέλια είναι ένα από τα κλασικά 

προβλήµατα που επιλύονται µε τη βοήθεια του ολοκληρωτικού λογισµού και 

εκφράζεται γενικά µε τον υπολογισµό ενός υγρού που περιλαµβάνεται σε δοχείο 

δεδοµένου γεωµετρικού σχήµατος. Είναι σύνηθες, όταν ένα βυτιοφόρο φτάνει σε ένα 

πρατήριο, να βλέποµε κάποιον να εισάγει µία µεταλλική ράβδο στο ρεζερβουάρ για 

να µετρήσει το ύψος του καυσίµου. Είναι προφανές πως τα σηµάδια επάνω στη 

ράβδο γίνονται «στα µέτρα µας», ανάλογα µε το σχήµα του ρεζερβουάρ.  

Φυσιολογικά, αυτά τα ρεζερβουάρ έχουν κυλινδρικό σχήµα και τα άκρα τους 

κλείνουν µε σφαίρες ή παραβολοειδή εκ περιστροφής. Μπορούµε να δούµε 

δεξαµενές κηροζίνης µε αυτά τα χαρακτηριστικά στα αεροδρόµια. 
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2.6 Γαλιλαίος 

Ο Γαλιλαίος, Galileo Galilei στα ιταλικά, (1564–1642), ήταν ένας 

επιστήµονας επαναστατικός, από πολλές απόψεις. Θα σταθούµε συνοπτικά στις 

περιπέτειές του µε το άπειρο. Κατ’ αρχάς, ο Γαλιλαίος θεωρούσε την κίνηση που 

παράγεται αδιάκοπα, δηλαδή που ήταν συνεχής και όχι διακριτή, γνωρίζοντας 

ταυτόχρονα καλά πως ήταν µία θέση παρακινδυνευµένη αφού κάποια στιγµή θα 

έπρεπε να δεχτεί το άλµα από το δυνάµει στο ενεργεία άπειρο. Για αυτό 

«γεωµετρικοποίησε» τα προβλήµατα που σχετίζονταν µε την κίνηση. Έτσι, θεώρησε 

πως η κίνηση για την οποία η ταχύτητα δεν ήταν σταθερή, µπορούσε να 

αναπαρασταθεί γεωµετρικά ως εξής:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

Πορτραίτο του Γαλιλαίου από τον 

Φλαµανδό ζωγράφο Justus Sustermans 

(1636) και γράφηµα που 

χρησιµοποιήθηκε για να αποδειχτεί η 

κίνηση πτώσης των σωµάτων 

 

  

 

 

Στον οριζόντιο άξονα,  ο Γαλιλαίος µεταφέρει το χρόνο και στον κάθετο τις 

ταχύτητες. Μία µη σταθερή κίνηση είναι για παράδειγµα τύπου v=2t. Αυτό σηµαίνει 

πως η ταχύτητα αυξάνει µε το χρόνο και πως µετά από ένα δευτερόλεπτο ισούται µε 

2, µετά από δύο δευτερόλεπτα ισούται µε 4, κοκ. Έστω ένα τρίγωνο ABC στο οποίο 

το τµήµα AB αναπαριστά τον χρόνο που πέρασε και η πλευρά BC, την ταχύτητα, 

συµπέρανε πως το διάστηµα που διανύθηκε θα ισούται µε το εµβαδόν του τριγώνου 

ABC. Ο Γαλιλαίος επιθυµούσε να εφαρµόσει τη µέθοδο σε πιο σύνθετες κινήσεις, 

όπως στις παραβολικές τροχιές κaι έτσι οδηγήθηκε στις καµπύλες γραµµές και στις 

επιφάνειες που αυτές όριζαν. Για τους υπολογισµούς του χρησιµοποίησε µεθόδους 

παρόµοιες µε αυτές του Kepler. O Cavalieri, ένας από τους µαθητές του, είναι αυτός 

που ανακάλυψε µία λογική µέθοδο για τον υπολογισµό αυτού του τύπου εµβαδών.  

Έτσι, ο Γαλιλαίος ήρθε αναπόφευκτα αντιµέτωπος µε τα παράδοξα του 

απείρου, οπότε στοχάστηκε υποχρεωτικά πάνω στη φύση του. Βρήκε ένα παράδοξο 

που δεν θα µπορούσε να επιλύσει και που, επισήµως, δεν ήταν πραγµατικό παράδοξο, 

αλλά περιλάµβανε έναν πιθανό ορισµό του απείρου, όπως θα δούµε στη συνέχεια. 

Αυτό το πρόβληµα–παράδοξο εµφανίστηκε το 1638 στους διαλόγους του και 

διατυπώθηκε ως εξής: Έστω το σύνολο των φυσικών ακέραιων: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10… 
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 Ας γράψουµε τη σειρά των τέλειων τετραγώνων αυτών των ακέραιων: 

0, 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100… 

 Είναι προφανές πως αυτά τα  σύνολα είναι άπειρα, υπό την έννοια πως 

µπορούµε να συνεχίσουµε να τους εισάγουµε αριθµούς χωρίς να συναντήσουµε όριο. 

Επιπλέον, ο Γαλιλαίος παρατήρησε πως, για κάθε στοιχείο του 1ου  συνόλου, υπήρχε 

ένας αριθµός µέσα στο 2ο σύνολο που ήταν το τετράγωνό του αλλά, από την άλλη 

πλευρά, ήταν προφανές πως υπήρχαν πολλοί περισσότεροι αριθµοί στην 1η σειρά απ’ 

ό,τι στη 2η. Το ερώτηµα που έθεσε τότε ο Γαλιλαίος ήταν αν το 1ο άπειρο είναι 

µεγαλύτερο από το 2ο, γεγονός που τον οδήγησε προφανώς σε ένα παράδοξο. Ο 

Γαλιλαίος έκανε τότε τον εξής συλλογισµό: είτε αυτό που έλεγε δεν ήταν αλήθεια, 

είτε η αριθµητική σύγκρισης µε τις έννοιες ανωτερότητας, ισότητας ή κατωτερότητας 

που είχε αναπτύξει δεν µπορούσε να εφαρµοστεί στον τοµέα του απείρου. Είχε δίκιο 

αφού, 3 αιώνες αργότερα, ο Greg Cantor δήλωνε «Η αριθµητική των απείρων 

διαφέρει από αυτή των πεπερασµένων». 

 

2.7 Bonaventura Cavalieri (1598-1647) 

 Ιησουίτης και καθηγητής µαθηµατικών σε λύκειο της Μπολόνιας, ήταν ένας 

από τους µαθητές του Γαλιλαίου που ενδιαφέρθηκαν περισσότερο για τους 

υπολογισµούς εµβαδών και όγκων. Το 1635, δηµοσίευσε πάνω στο θέµα αυτό ένα 

έργο µε τίτλο «Ανώτερη γεωµετρία» µέσω µίας αρκετά παραγνωρισµένης µεθόδου, 

της µεθόδου των συνεχών αδιαιρέτων. Ο τίτλος τα λέει ουσιαστικά όλα, από τη µία 

πλευρά, δέχεται την αρχή της συνέχειας και από την άλλη, προτίθεται να θεωρήσει 

πως τα συνεχή αντικείµενα µπορούν να διαιρεθούν σε στοιχειώδη µέρη, σε 

«µονάδες», δηλαδή σε δοµικά άτοµα που δε µπορούν να διαιρεθούν σε µικρότερα 

µέρη. ∆ηλώνει εποµένως πως µία ευθεία αποτελείται από επίπεδα, όπως οι σελίδες 

ενός βιβλίου. Εποµένως, οι αδιαίρετοι µίας ευθείας είναι τα σηµεία, οι αδιαίρετοι 

ενός επιπέδου είναι οι ευθείες που απέχουν ίση απόσταση µεταξύ τους και οι 

αδιαίρετοι των στερεών, ένα σύνολο παράλληλων επιπέδων που απέχουν όλα ίση 

απόσταση µεταξύ τους. Η αρχή που σήµερα έχει το όνοµα του Cavalieri διατυπώνεται 

ως εξής, «αν δύο σώµατα έχουν το ίδιο ύψος και αν επιπλέον έχουν επίπεδες τοµές 

ίδιας επιφάνειας στο ίδιο ύψος, τότε έχουν τον ίδιο όγκο».  

Με τη µέθοδο αυτή, ο Cavalieri µπόρεσε να αποδείξει πως ο όγκος ενός 

κώνου ισούται µε το 1/3 του όγκου του οριοθετηµένου κυλίνδρου. Εννοείται πως η 

µέθοδός του δέχτηκε πολλές επικρίσεις από τους επιστήµονες της εποχής, στις οποίες 

δεν µπόρεσε να απαντήσει αφού η µέθοδός του στερούνταν λογικής µαθηµατικής 

αιτιολόγησης. Προς υπεράσπισή του οφείλουµε να πούµε πως δε διατεινόταν 

µαθηµατικοί όπως ο Fermat, ο Pascal και ο Roberval χρησιµοποίησαν τη µέθοδό του 

χωρίς δισταγµούς. Ο Roberval έφτασε σε καλά αποτελέσµατα αφού υπολόγισε έτσι 

την επιφάνεια που οριοθετούνταν από το τόξο µιας κυκλοειδούς. Ο Cavalieri 

συνειδητοποιούσε πως οι αδιαίρετοι πρέπει να ήταν άπειροι στον αριθµό, ανήκε όµως 

σε αυτούς τους µαθηµατικούς που τήρησαν σιγή για το ζήτηµα αυτό. Και όχι µόνο, 

ονόµασε τη µέθοδό του «µέθοδο των απείρων», το έργο του όµως είχε τίτλο 

«Πραγµατεία περί αδιαιρέτων». 

 

2.7.1 Το θεώρηµα του Cavalieri 

Η µέθοδος που χρησιµοποιεί ο Cavalieri για τον υπολογισµό όγκων, µπορεί να 

αναπαρασταθεί οπτικά ως εξής, έστω δύο στήλες από νοµίσµατα ή µάρκες καζίνου 

που περιλαµβάνουν ίσο αριθµό στοιχείων. Ας φτιάξουµε 2 πύργους µε κάθε σύνολο. 

Ας παραµορφώσουµε τον 2ο  πύργο γλιστρώντας τα νοµίσµατα το ένα πάνω στο 

άλλο, έτσι ώστε να µην έχει πια σχήµα κυλίνδρου. Ο υπολογισµός του όγκου του 2ου  
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πύργου θα ήταν δύσκολος αφού δεν έχει πια κανονικό σχήµα. Ωστόσο, το θεώρηµα 

του Cavalieri µας βεβαιώνει πως οι δύο πύργοι έχουν τον ίδιο όγκο. Στο παράδειγµα 

αυτό, κάθε νόµισµα αντιπροσωπεύει ένα «αδιαίρετο». Σύµφωνα µε το θεώρηµα του 

Cavalieri, ο όγκος των δύο στηλών είναι ίδιος ακόµα και αν στη µία περίπτωση η 

στήλη είναι τέλεια και στην άλλη όχι.   
 

 

 

 

 

2.8 Καρτέσιος 

 Ο René Descartes ή Καρτέσιος (1596–1650) είναι ο ιδρυτής του 

ρασιοναλισµού και ο κύριος εκφραστής του. Ο «Λόγος περί της µεθόδου» είναι το 

πιο εµβληµατικό του έργο και η φράση «σκέφτοµαι άρα υπάρχω» η πιο 

αντιπροσωπευτική. Είναι η µοναδική αλήθεια βάσει της οποίας θεωρούσε πως 

µπορούσε να ξεκινήσει την πορεία του στη συστηµατική αµφισβήτηση. Η µέθοδός 

του, όπως υποδεικνύει το όνοµά της, συνιστά ένα σύνολο κανόνων που δίνουν τη 

δυνατότητα ορθού συλλογισµού σε οποιοδήποτε τοµέα της ανθρώπινης σκέψης. ∆εν 

υπάρχει αµφιβολία πως ο Καρτέσιος υπήρξε φιλόσοφος περισσότερο από 

µαθηµατικός και πως τα αποτελέσµατά του στον τοµέα αυτόν µπορούν να θεωρηθούν 

καρπός της µεθόδου του. Το γεγονός πως σήµερα οι επιστήµες διαχωρίζονται από τη 

φιλοσοφία δε σηµαίνει πως η φιλοσοφία δεν ασκεί επιρροή στις επιστήµες, αλλά 

µάλλον πως σήµερα έχουµε λιγότερο συναίσθηση της επιρροής αυτής.   

Εκτός από κάποιες σηµαντικές αναφορές στους τοµείς της ταξινόµησης των 

καµπυλών και της ταυτοποίησης των κωνικών τοµών, οι πιο αξιοσηµείωτες 

ανακαλύψεις του βρίσκονται στο έργο του µε τίτλο «Γεωµετρία». Ο Καρτέσιος 

πίστευε πως η επίλυση γεωµετρικών προβληµάτων απαιτούσε υπερβολικό κόπο από 

µεριάς της φαντασίας για τη νοητική αναπαράσταση των σχηµάτων. Αυτό τον 

οδήγησε στο να δηµιουργήσει ένα σύστηµα σύλληψής τους ως σύνολα σηµείων, σε 

κάθε ένα εκ των οποίων αποδίδονταν αριθµοί. Έτσι, το γεωµετρικό πρόβληµα 

γινόταν πρόβληµα άλγεβρας και αντιστρόφως, πολλά αλγεβρικά ζητήµατα 

µπορούσαν να επιλυθούν µε γεωµετρικές µεθόδους. Θα ήταν υπερβολή να µιλήσουµε 

για γέννηση της αναλυτικής γεωµετρίας από τις εργασίες αυτές, ωστόσο ίδρυσε 

πράγµατι µία «καρτεσιανή γεωµετρία». Ο Καρτέσιος προσέγγισε το πρόβληµα του 

απείρου στις «Αρχές της φιλοσοφίας», όµως σε όλο το έργο δεν το αποκαλούσε έτσι, 

αλλά χρησιµοποιούσε τον όρο «αόριστο». ∆ε δίσταζε να παραδέχεται την ύπαρξη του 

απείρως µεγάλου, εκθέτοντας πως τα άστρα έχουν αόριστο αριθµό, αλλά και του 

απείρως µικρού, όταν έλεγε πως η ύλη είναι αόριστα διαιρετή. Αυτή η αλλαγή του 

όρου δεν είναι τυχαία αλλά σκόπιµη και ο Καρτέσιος την αιτιολογούσε λέγοντας πως 

η λέξη άπειρο έπρεπε να χρησιµοποιείται µόνο όταν παραπέµπει στο Θεό.  

∆εχόταν επίσης για τα αόριστα πράγµατα τη δυνατότητα να έχουν ένα όριο το 

οποίο, ούτως ή άλλως δεν µας ήταν προσπελάσιµο. Έτσι, ο Καρτέσιος είχε 

χαρακτηρίσει αδύνατη την ύπαρξη του ενεργεία απείρου λόγω των περιορισµών του 

ανθρώπινου είδους, κάτι που δεν τον εµπόδιζε να δέχεται την ύπαρξη ενός δυνάµει 

απείρου αφού, σύµφωνα µε το συλλογισµό του, δε θα µπορούσαµε να αναφερόµαστε 

στο πεπερασµένο αν δεν υπήρχε το άπειρο  

«∆εν θα ήταν δυνατό η φύση µου να είναι όπως είναι, πεπερασµένη αλλά 

προικισµένη µε την έννοια του απείρου, εάν το άπειρο δεν υπήρχε. Η ιδέα του Θεού 
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είναι σαν το σηµάδι του τεχνίτη πάνω στο έργο του και δε χρειάζεται καν αυτό το 

σηµάδι να ξεχωρίζει από το έργο», συµπέραινε ο Καρτέσιος. Για τον Καρτέσιο, η ιδέα 

του απείρου ήταν εποµένως εγγενής. 

 

 

 

 

 


