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1. Η ευκλείδεια γεωµετρία 

Στις αρχές της, η γεωµετρία ήταν η επιστήµη της µέτρησης. Οι Έλληνες 

γεωµέτρες, έµαθαν να µετρούν το µήκος µιας γραµµής, ευθείας ή καµπύλης, το 

εµβαδόν που ορίζεται από τις γραµµές και τον όγκο που ορίζεται από τα εµβαδά. 

Γρήγορα όµως, η έκφραση µετρώ απέκτησε µια πιο ευρεία έννοια, αυτήν της 

κατάρτισης σχέσεων ανάµεσα στα γεωµετρικά αντικείµενα. Οι γεωµετρικές 

εκφράσεις, πήραν τότε τη µορφή µε την οποία τις γνωρίζουµε σήµερα, η ευθεία r 

είναι παράλληλη στην ευθεία m, ή το τµήµα AC είναι το τριπλάσιο του τµήµατος 

AB, ή ακόµα, ο αριθµός που συνδέει το µήκος της περιφέρειας µε τη διάµετρό του 

δε µπορεί να οριστεί από κανένα κλάσµα.  

    Για να θεσπίσουν τις σχέσεις αυτές και την ακρίβεια τους, οι γεωµέτρες της 

αρχαιότητας τελειοποίησαν ένα σύστηµα το οποίο έµελλε να αναδειχθεί στην 

κατεξοχήν µαθηµατική µέθοδο, την απόδειξη. Η τέχνη των Ελλήνων γεωµετρών 

συνίστατο στη συγκέντρωση του πιο σηµαντικού συνόλου αποτελεσµάτων 

(θεωρήµατα), τα οποία αντλούσαν από στοιχειώδεις αρχές χρησιµοποιώντας µακριές 

αλυσίδες λόγων, όπως το περιέγραψε ο Καρτέσιος στο «Λόγο περί της µεθόδου».  

Αυτή η σχεδόν καλλιτεχνική ιδιότητα είναι αυτή που χαρακτηρίζει την ευκλείδεια 

γεωµετρία.  

 

2. Ο Ευκλείδης, τα «Στοιχεία» και το 5ο αίτηµα 

    Όπως συµβαίνει και µε άλλους σοφούς της αρχαιότητας, είναι δύσκολο να 

είµαστε βέβαιοι για τα δεδοµένα που αφορούν τον Ευκλείδη. ∆ε γνωρίζουµε µε 

βεβαιότητα ούτε την ηµεροµηνία ούτε τον τόπο γέννησης του. Όλες οι διαθέσιµες 

πληροφορίες προέρχονται από ερµηνείες ερευνητών, βασισµένες στη µελέτη 

εγγράφων της αρχαιότητας που κάνουν αναφορά στον γεωµέτρη. Σε αυτά, 

διαβάζουµε πως έζησε πριν από τον Αρχιµήδη, περίπου την περίοδο 325–265 π. Χ., 

αφού ήταν σύγχρονος του Πτολεµαίου Α’ (367–283 π.Χ.). Από τα χαρακτηριστικά 

της σκέψης του, προκύπτει ενδεχοµένως πως σπούδασε στην Αθήνα µαζί µε τους 

µαθητές του Πλάτωνα. Έζησε στην Αλεξάνδρεια, όπου δίδαξε µαθηµατικά για 

περισσότερα από 20 χρόνια, αφού εκεί ίδρυσε την περίφηµη σχολή όπου η 

πνευµατική του δραστηριότητα υπήρξε πιο εντατική. 

   Γύρω στο 300 π.Χ. έγραψε το κορυφαίο έργο του «Τα Στοιχεία της 

γεωµετρίας», όπου συγκέντρωσε ουσιαστικά ολόκληρη τη µαθηµατική γνώση της 

εποχής. Είναι το πιο διαδεδοµένο έργο µετά τη Βίβλο. Έχει χρησιµοποιηθεί για 

περισσότερα από 2.000 χρόνια ως κείµενο µελέτης και θεωρείτο η αδιαµφισβήτητη 

βάση της καθηµερινής γεωµετρίας, ακόµα και της κοινής λογικής. Η 1η  έντυπη 

έκδοση εµφανίστηκε στη Βενετία το 1482 και ήταν µετάφραση από τα αραβικά και 

τα λατινικά. Το 1505 τυπώθηκε η 1η  έκδοση στα λατινικά σε απευθείας µετάφραση 

από τα ελληνικά. «Τα Στοιχεία γεωµετρίας» ή απλώς «Τα Στοιχεία» περιλαµβάνουν 

13 βιβλία, όπου συγκεντρώνονται συνολικά 465 προτάσεις, 372 θεωρήµατα και 93 

προβλήµατα. Το περιεχόµενο δεν συνιστά ένα σύνολο από υπολογισµούς ρουτίνας 

προοριζόµενους να προσηλυτίσουν τους µαθητές κατά τη διάρκεια της σχολικής 

τους εκπαίδευσης, αλλά µια λογική, δηµιουργική και δοµηµένη παρουσίαση των 

γνώσεων της εποχής, κατά τον πλατωνικό τρόπο. Ακολουθώντας το επιστηµονικό 

του ιδεώδες, ο Πλάτωνας υπεράσπισε τη γεωµετρία ως µια πνευµατική επιστήµη και 

ως ένα καθαυτό σκοπό. Στο βιβλίο Ζ’ της Πολιτείας του, ανακηρύσσει την αντίληψή 

του για την επιστήµη «Σαν να επρόκειτο για οποιαδήποτε πρακτικό σκοπό, οι 
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γεωµέτρες µιλούν πάντα για ακριβείς υπολογισµούς, προεκτάσεις, προσθέσεις, ενώ 

στην πραγµατικότητα η επιστήµη καλλιεργείται µε µοναδικό σκοπό τη γνώση.» 

 

 
Τυπωµένη σελίδα από το 1ο βιβλίο των «Στοιχείων» που άνηκε στους Leonardo de Basilea και  

Guillermmo de Pavia και χρονολογείται από το 1491 

 

Στα «Στοιχεία», όλες οι προτάσεις αποδεικνύονται βήµα βήµα. Τα 4 πρώτα 

βιβλία ονοµάζονται πυθαγόρεια, επειδή περιλαµβάνουν κυρίως όσα µελέτησε ο 

Πυθαγόρας και οι συνεχιστές του. Σε αυτά τα βιβλία βρίσκουµε τη γεωµετρία του 

επιπέδου, τις ιδιότητες τριγώνων και παραλληλογράµµων, το θεώρηµα του 

Πυθαγόρα (Ι.47), τις περιφέρειες και τα πολύγωνα, κλπ.   Τα δύο επόµενα βιβλία 

είναι αφιερωµένα στη µελέτη της αναλογικότητας και της οµοιότητας των 

πολυγώνων, όπου εµφανίζεται για 1η  φορά µια αναφορά στη χρυσή τοµή (ΙΙ.5 

χρυσός αριθµός, αναλογία σε άκρο και µέσο λόγο). Τα βιβλία Ζ’, Η’ και Θ’ δίνουν 

ιδιαίτερη προσοχή στην αριθµητική, αναπτύσσοντας προβλήµατα που συνδέονται µε 

τη θεωρία αριθµών, τη διαιρετότητα, τους πρώτους αριθµούς, τους τέλειους 

αριθµούς, κλπ.. Μέσα σε αυτά τα βιβλία ορίζεται η ευκλείδεια έννοια του αριθµού. 

Ο Ευκλείδης θεωρεί αριθµό αυτό που θεωρούµε σήµερα ένα µετρήσιµο µέγεθος, 

όπως το µήκος ενός τµήµατος. 

    Το βιβλίο Ι ασχολείται µε την ταξινόµηση των άρρητων αριθµών (αυτών 

που δε µπορούµε να εκφράσουµε µε κλάσµατα). Τα τρία τελευταία βιβλία αναλύουν 

τη γεωµετρία στο χώρο (πολύεδρα, σφαίρες). Στο τέλος µελετιούνται αναλυτικά τα 
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πέντε περίφηµα κανονικά πολύεδρα, αυτά των οποίων οι έδρες είναι όµοια κανονικά 

πολύγωνα. Ο Ευκλείδης ξεκίνησε τα «Στοιχεία» παρουσιάζοντας διατυπώσεις απλές 

και σαφείς, που αφοµοιώνονται εύκολα ενστικτωδώς, δηµιουργώντας έτσι µια 

ασφαλή βάση συναίνεσης. Τις ονόµασε ορισµούς, αξιώµατα ή κοινές έννοιες και µε 

αυτά, άρθρωσε τις προτάσεις, µια σειρά ορισµών που αναπτύσσουν µία απόδειξη. Οι 

βάσεις του ευκλείδειου κόσµου βρίσκονται στο βιβλίο Α’ των Στοιχείων, όπου 

παρουσιάζονται 23 αρχικοί ορισµοί, 5 αξιώµατα και 48 προτάσεις (θεωρήµατα). 

 

3. Ευκλείδεια ορολογία 

Πρόταση: διατύπωση αλήθειας αποδεδειγµένης ή που επιχειρούµε να 

αποδείξουµε. 

Θεώρηµα: πρόταση που αποδεικνύεται λογικά βάσει αξιωµάτων ή άλλων 

θεωρηµάτων που έχουν ήδη αποδειχθεί, µέσω αποδεκτών κανόνων συµπεράσµατος. 

Κοινή έννοια: πρόταση τόσο σαφής και προφανής που γίνεται αποδεκτή 

χωρίς απόδειξη. Το προφανές της κοινής έννοιας βρίσκεται σε υψηλότερο επίπεδο 

σε σύγκριση µε ένα αξίωµα. 

Αξίωµα: πρόταση της οποίας η ακρίβεια γίνεται αποδεκτή χωρίς απόδειξη 

και που είναι απαραίτητη ως βάση για µετέπειτα συλλογισµούς, µε άλλα λόγια, 

υπόθεση που τίθεται στην αρχή µιας απόδειξης. Οι αρχικοί ορισµοί του βιβλίου 1 

αφορούν το σηµείο, την ευθεία, την ορθή γωνία, την παραλληλότητα και αποτελούν 

το σηµείο εισόδου τόσο για την ευκλείδεια γεωµετρία όσο και για τα υπόλοιπα. 

Ορισµός 1: Σηµείο είναι αυτό που δεν έχει µέρος. 

Ορισµός 2: Γραµµή είναι µήκος χωρίς πλάτος. 

Ορισµός 4: Ευθεία είναι µία γραµµή που κείται εξίσου στα σηµεία της. 

Ορισµός 10: Όταν ένα ευθύγραµµο τµήµα έχει τοποθετηθεί πάνω σε ένα 

άλλο µε τέτοιο τρόπο ώστε οι εφεξείς γωνίες να είναι ίσες µεταξύ τους, οι δύο αυτές 

γωνίες είναι ίσες και ορθές και το ευθύγραµµο τµήµα που έχει τοποθετηθεί πάνω στο 

άλλο είναι κάθετο ως προς αυτό. 

Ορισµός 23: Παράλληλα είναι τα ευθύγραµµα τµήµατα τα οποία, 

βρισκόµενα στο ίδιο επίπεδο και προεκτεινόµενα απείρως και προς τις δύο 

κατευθύνσεις, δεν τέµνονται ποτέ σε καµία κατεύθυνση. 

Στη συνέχεια βρίσκουµε τις εξής κοινές έννοιες: 

� Αντικείµενα ίσα προς το ίδιο αντικείµενο είναι ίσα. 

� Αν ίσες ποσότητες προστεθούν σε ίσες ποσότητες, προκύπτουν ίσες 

ποσότητες. 

� Αν ίσα αφαιρεθούν από ίσα, τα υπόλοιπα είναι ίσα. 

� Αντικείµενα που συµπίπτουν µεταξύ τους είναι ίσα. 

� Το όλο είναι µεγαλύτερο από το µέρος. 

 Όταν ο Ευκλείδης αναφέρεται σε σχήµατα, χρησιµοποιεί τον όρο ισότητα Γενικώς, 

µε τον όρο ίσα γεωµετρικά στοιχεία θα πρέπει να αντιλαµβανόµαστε στοιχεία που 

µπορούν να τοποθετηθούν το ένα πάνω στο άλλο ώστε να ταυτιστούν. Ο Ευκλείδης 

διατύπωσε επίσης τα πέντε περίφηµα αξιώµατα: 

� Από οποιοδήποτε σηµείο µπορούµε να φέρουµε µια ευθεία γραµµή προς 

οποιοδήποτε άλλο σηµείο. 

� Οποιοδήποτε ευθύγραµµο τµήµα µπορεί να επεκταθεί προς τα δύο του 

άκρα συνεχώς, ώστε να µας δώσει µια ευθεία γραµµή. 

� Είναι δυνατό να χαράξουµε κύκλο, µε οποιοδήποτε κέντρο και ακτίνα. 

� Όλες οι ορθές γωνίες είναι µεταξύ τους ίσες. 
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� Αν µια ευθεία γραµµή η οποία τέµνει δύο άλλες, σχηµατίζει εσωτερικές 

γωνίες µ’ αυτές προς την ίδια πλευρά της, µε άθροισµα λιγότερο από 2 ορθές, τότε 

αν οι 2 ευθείες επεκταθούν επ’ άπειρον τέµνονται προς εκείνη την πλευρά προς την 

οποία το άθροισµα των παραπάνω γωνιών ήταν λιγότερο από 2 ορθές. 

Το 5ο αξίωµα έλκει αµέσως την προσοχή. Η διατύπωση του δεν είναι τόσο 

απλή όσο οι προηγούµενες. Ξεχωρίζει ιδιαιτέρως επειδή δεν είναι σαφές ούτε 

εύληπτο. Με τον τρόπο που έχει γραφτεί, είναι περισσότερο πρόταση παρά 

προφανής διαβεβαίωση. Το ζήτηµα γίνεται ακόµα πιο ιδιαίτερο αν αναλύσουµε το 

βιβλίο στο σύνολό του και ανακαλύψουµε πως ο Ευκλείδης χρησιµοποιεί µε τον 

τρόπο αυτό το 5ο αξίωµα µόνο µετά την παρουσίαση της πρότασης 29. «Το άθροισµα 

των γωνιών ενός τριγώνου ισούται µε δύο ορθές γωνίες (180°).» Καθώς η πρόταση 

29 αποδείχτηκε σε µεταγενέστερα χρόνια από την εποχή του Ευκλείδη, ισοδυναµεί 

µε το 5ο αξίωµα, γεγονός που έρχεται να ενισχύσει την ιδέα πως το αξίωµα αυτό 

είναι µια πρόταση. Επιπλέον, το 5ο  αξίωµα ισοδυναµεί µε το πυθαγόρειο θεώρηµα 

«Στο ορθογώνιο τρίγωνο, το τετράγωνο της υποτείνουσας, ισούται µε το άθροισµα των 

τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών.» Αν συνεχίσουµε να ψάχνουµε, 

ανακαλύπτουµε πως οι ισοδυναµίες του 5ου αξιώµατος πολλαπλασιάζονται σε πολύ 

περισσότερους τόπους απ’ όσους είχε θεωρήσει ο Ευκλείδης.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Τα κανονικά πολύεδρα 

Υπάρχουν µόνο 5 κανονικά κυρτά πολύεδρα. Για αυτό ίσως οι αρχαίοι 

Έλληνες τους απέδιδαν ιδιαίτερη σηµασία, συνδέοντάς τα µε τις 4 καταστάσεις της 

ύλης και το σύνολό τους, το τετράεδρο (φωτιά), ο κύβος (Γη), το οκτάεδρο (αέρας), 

το εικοσάεδρο (νερό) και το δωδεκάεδρο (µοντέλο του σύµπαντος). Τα πολύεδρα 

είναι επίσης γνωστά µε το όνοµα τα 5 στερεά του Πλάτωνα. 
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5. ∆ιατυπώσεις ισοδύναµες µε το 5ο αξίωµα 

   Η ιδέα της παραλληλότητας που συνδέεται µε τις ευθείες που επεκτείνονται 

απείρως, εµφανίζει την έννοια του απείρου. Επιπλέον, ο τρόπος µε τον οποίο ο 

Ευκλείδης διατύπωσε το αξίωµα του δίνει την όψη θεωρήµατος µάλλον παρά 

παγκόσµιας αλήθειας. Για αυτό, για ολόκληρους αιώνες, διάφοροι µαθηµατικοί ήταν 

πεπεισµένοι πως επρόκειτο πράγµατι για µια πρόταση που µπορούσε να αποδειχτεί 

και κατέβαλαν κάθε προσπάθεια για την αναζήτηση της απόδειξης. Καρπός των 

προσπαθειών αυτών υπήρξε ένας µεγάλος αριθµός ισοδύναµων διατυπώσεων.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     

 

 

 

 

 

Ο Έλληνας φιλόσοφος Πρόκλος (412–485) υπήρξε ο πιο αντιπροσωπευτικός 

της σχολής των Αθηνών. Του οφείλουµε το αξίωµα της σταθερής απόστασης που 

διατυπώνεται ως εξής «Μία παράλληλη σε µία δεδοµένη ευθεία απέχει από την ευθεία 

αυτή σταθερή απόσταση.»  Ο µεγάλος µαθηµατικός Adrien–Marie Legendre (1752–

1833) πρότεινε τις πρώτες του αποδείξεις του 5ου αξιώµατος στο βιβλίο του 

«Στοιχεία Γεωµετρίας», που σηµείωσε τεράστια εκδοτική επιτυχία. Έψαξε για 

περισσότερα από 40 χρόνια για µία απόδειξη του 5ου αξιώµατος που θα ήταν 

µαθηµατικά ακριβής, αλλά εξίσου κατανοητή για τους σπουδαστές του.  

Μολονότι έφτασε πολύ κοντά, πέθανε χωρίς να έχει δει το αποτέλεσµα των 

µη ευκλείδειων γεωµετριών, όπως και τόσοι άλλοι. ∆ιατύπωσε το αξίωµα των 

γωνιών ενός τριγώνου «Υπάρχει ένα τρίγωνο στο οποίο το άθροισµα των γωνιών 

ισούται µε δύο ορθές γωνίες.» Ο πατέρας του Janos Bolyai, επίσης µαθηµατικός, 

είχε ήδη επιχειρήσει να αποδείξει το 5ο αξίωµα, ανεπιτυχώς. Για το λόγο αυτό 

προσπάθησε να πείσει το γιο του να µην χάνει χρόνο ασχολούµενος µε αυτό το 

πρόβληµα. Ωστόσο, ο Janos προοριζόταν να κάνει πολύ περισσότερα πράγµατα από 

την απόδειξη του 5ου αξιώµατος. Όλα ξεκίνησαν µε το αξίωµα των τριών σηµείων: 

«Από τρία µη ευθυγραµµισµένα σηµεία περνάει πάντα µια περιφέρεια.» 

    Ο πρίγκιπας των µαθηµατικών Johann Carl Friedrich Gauss, ξεκίνησε να 

δουλεύει πάνω στο 5ο αξίωµα σε ηλικία µόλις 15 ετών, το 1792. Το 1817 είχε πειστεί 

πως το αξίωµα αυτό ήταν ανεξάρτητο από τα άλλα 4. ∆ιατύπωσε το αξίωµα του 

εµβαδού ενός τριγώνου, «Υπάρχουν τρίγωνα αυθαιρέτως µεγάλου εµβαδού».   Η 

περίπτωση του Σκοτσέζου µαθηµατικού και γεωλόγου John Playfair (1748–1819) 

είναι διαφορετική. Το δικό του «αξίωµα των παραλλήλων», αντί να αψηφά τον 

Ευκλείδη, αναδείχθηκε στη δηµοφιλέστερη µορφή µε την οποία διδάσκεται το 5ο 
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αξίωµα στα σχολεία και παρουσιάζεται στα βιβλία. Πράγµατι, συχνά εκλαµβάνεται 

ως πραγµατικός ορισµός του 5ου αξιώµατος. Το µυστικό του είναι η απλότητα, αφού 

είναι πολύ πιο κατανοητό σε σύγκριση µε την αρχική διατύπωση του Ευκλείδη:    

«Από ένα σηµείο έξω από µία ευθεία δεν περνά παρά µία και µοναδική παράλληλη.»  

Σε κάθε περίπτωση, ούτε η διατύπωση του Playfair, που ήταν τόσο προφανής 

και σαφής, δεν έπεισε την πλειονότητα των γεωµετρών, οι οποίοι συνέχισαν τις 

προσπάθειες για την ανατροπή του.  

 

6. Η γεωµετρία στην τέχνη 

Συχνά οι καλλιτέχνες χρησιµοποιούν στα έργα τους σχέδια, σηµεία, ευθείες 

και άλλα αντικείµενα. Ο συλλογισµός τους µπορεί να επιτρέψει την απάντηση στα 

εξής ερωτήµατα ή να εµβαθύνει σε αυτά: Τί είναι ένα σηµείο; Τί είναι µία ευθεία; Τί 

εννοούµε µε τον όρο παραλληλότητα; Ο Wassily Kandinsky (1866–1944) ήταν 

Ρώσος ζωγράφος, ποιητής, δραµατουργός και παιδαγωγός. Οι πανεπιστηµιακές 

σπουδές του συνδύασαν δίκαιο και οικονοµικά, γνώσεις που ενέταξε στο σχέδιο και 

τη ζωγραφική. Από τις εµπειρίες του ως καθηγητής, άντλησε το υλικό της δεύτερης 

πραγµατείας του µε τίτλο Σηµείο– Γραµµή– Επίπεδο (1925). Ο Kandinsky ορίζει την 

γραµµή ως ένα µοναδικό σηµείο που σύρεται πάνω σε µια σελίδα. 

 

7. Θεώρηµα του παχέος σηµείου. 

  ∆ιατυπώνεται ως εξής «Ο αριθµός των παραλλήλων σε µία δεδοµένη ευθεία 

που περνούν από ένα σηµείο έξω από την ευθεία αυτή, εξαρτάται από το πάχος του 

σηµείου αυτού.» Από ένα παχύ σηµείο, περνάνε περισσότερες από µία ευθείες 

παράλληλες προς µία δεδοµένη ευθεία.  

Έτσι µπορούµε να πούµε πως «από ένα παχύ σηµείο, µπορούµε να 

χαράξουµε όσες παράλληλες (και κάθετες) θέλουµε προς µία δεδοµένη ευθεία». 

Φυσικά, πρόκειται για ένα µαθηµατικό αστείο, πέρα όµως από το χιούµορ, αυτό το 

θεώρηµα εγείρει σηµαντικά ερωτήµατα. Πώς γνωρίζουµε πόσες γραµµές υπό την 

ευκλείδεια έννοια, υπάρχουν στο πάχος µίας γραµµής από µολύβι; Για να 

επαληθεύσουµε µε το µάτι πως οι γραµµές αυτές είναι παράλληλες, θα έπρεπε να τις 

επεκτείνουµε απείρως και δε θα υπήρχε αρκετό χαρτί για να τις σχεδιάσουµε 

πλήρως, άρα δε µπορούµε να αποδείξουµε εµπειρικά το 5ο αξίωµα του Ευκλείδη. 
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8. Η γεωµετρία στους πίνακες της Αναγέννησης 

    Ένα ιδιαίτερο πάθος ενώνει το Λεονάρντο ντα Βίντσι (1452–1519) και τον 

Albrecht Dórer (1471–1528), τους οποίους από διάσηµους ζωγράφους της 

Αναγέννησης µετατρέπει σε µεγάλους θεωρητικούς που υπερβαίνουν την ιστορία 

της ζωγραφικής. Στο θεωρητικό του έργο «Institutiones geometricae» (Γεωµετρικοί 

θεσµοί), που εκδόθηκε στα γερµανικά το 1525, ο Dórer αναφέρει  

«Οι Γερµανοί ζωγράφοι δεν είναι κατώτεροι από κανένα στη χρήση των 

χρωµάτων, έχουν όµως κενά στην τεχνική των αναλογιών, στην προοπτική και στα 

αντικείµενα αυτού του είδους. Χωρίς σωστές αναλογίες, κανένας πίνακας δε µπορεί να 

είναι τέλειος, ακόµα κι αν έχει γίνει µε τη µεγαλύτερη δυνατή φροντίδα. Για αυτό είναι 

απαραίτητο για οποιονδήποτε θέλει να ασκήσει την τέχνη της ζωγραφικής, να µάθει 

πρώτα απ’ όλα την τεχνική των αναλογιών και να γνωρίζει πώς να ζωγραφίζει σε 

προβολή και σε προοπτική».  

Ο Ντα Βίντσι και ο Dórer είχαν παθιαστεί µε την εξεύρεση τρόπου 

αναπαράστασης µίας τρισδιάστατης οπτικής σε δύο διαστάσεις. Πώς να 

δηµιουργήσει κανείς µια αίσθηση βάθους σε έναν πίνακα; Αυτό το ερώτηµα γέννησε 

τις έννοιες της προοπτικής, των προβολών και των τοµών, που αποτελούν θεµέλιο 

µιας ειδικής γεωµετρίας που ονοµάζεται προβολική γεωµετρία. Η προβολική 

γεωµετρία είναι ένα µαθηµατικό µοντέλο που γεννήθηκε από τους πίνακες της 

Αναγέννησης. Η επιφάνεια ενός πίνακα θεωρήθηκε ως ένα γυάλινο παράθυρο µέσα 

από το οποίο ο καλλιτέχνης έβλεπε το αντικείµενο που ήθελε να αναπαραστήσει.  

Οι γραµµές της οπτικής, που ξεκινούν από το αντικείµενο και συγκλίνουν 

προς το µάτι µέσω του γυάλινου παραθύρου και τα σηµεία που οι γραµµές αυτές 

διασταυρώνονται στην επιφάνεια του παραθύρου δηµιουργούν την προβολή του 

αντικειµένου επάνω στην επιφάνεια αυτή. Αυτό εκφράζεται στον πίνακα του Dórer 

µε τίτλο «Ο άντρας που ζωγραφίζει ένα λαούτο», στον οποίο ο Γερµανός καλλιτέχνης 

αναπαριστά τον τρόπο µε τον οποίο ο πίνακας συλλαµβάνει την προβολή σύµφωνα 

µε τη µέθοδο που εκτίθεται στους θεσµούς. Η µοµφή στα αριστερά, ο βοηθός του 

καλλιτέχνη κρατά ένα γυάλινο κοµµάτι στο οποίο µπορούµε να δούµε ένα σχέδιο σε 

προοπτική του αντικειµένου που βρίσκεται πάνω στο τραπέζι. Για να γίνει το σχέδιο 

αυτό, το γυάλινο κοµµάτι τοποθετείται σε ένα πλαίσιο που κρατά ο καλλιτέχνης, τον 

οποίον βλέπουµε στα δεξιά. 

Όταν οι φωτεινές ακτίνες (ευθείες γραµµές) που πηγαίνουν από το 

αντικείµενο στο µάτι του καλλιτέχνη τέµνουν το γυάλινο κοµµάτι, ορίζουν µια 

εικόνα του αντικειµένου στο κοµµάτι αυτό είναι η προβολή του. Για τον καλλιτέχνη, 

οι ορθές δοµές είναι η προοπτική και οι επίπεδες προβολές. Στην προβολική 

γεωµετρία, οι παράλληλες γραµµές που έχουν ζωγραφιστεί στον καµβά συγκλίνουν 

σε ένα σηµείο που ονοµάζεται σηµείο φυγής ή σηµείο στο άπειρο. Η έννοια των 

παράλληλων γραµµών γίνεται έννοια των γραµµών που συναντιούνται σε ένα 

σηµείο που βρίσκεται στο άπειρο. Ωστόσο, στην πραγµατικότητα, το σηµείο αυτό 

βρίσκεται στο µάτι του παρατηρητή. Ένα εύληπτο παράδειγµα του σηµείου φυγής 

είναι ο τόπος όπου συναντιούνται οι ράγες ενός ευθύγραµµου σιδηρόδροµου που 

αναπαρίστανται σε δύο διαστάσεις. Ένα άλλο παράδειγµα είναι τα αρχιτεκτονικά 

έργα που σχεδιάζονται σε ένα επίπεδο για να δώσουν ρεαλιστική άποψη.  

Η προβολική γεωµετρία µπορεί να παραµορφώνει τις εικόνες, χωρίς να 

διατηρεί απαραίτητα ούτε µήκη, ούτε γωνίες, ούτε τις µετρικές ιδιότητες της κοινής 

ευκλείδειας γεωµετρίας. 
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Αυτό το χαρακτικό µέρος του 

έργου Institutiones geometricae 

(1525), είναι γνωστό µε τον τίτλο 

«Άντρας που σχεδιάζει ένα 

λαούτο». Ο Dórer σε αυτόν τον 

πίνακα, δείχνει πώς µπορούµε να 

ζωγραφίσουµε µε προοπτική µέσω 

µιας προβολής. Το σηµείο φυγής 

όπως το αντιλαµβανόµαστε στην 

πραγµατικότητα (πχ όταν 

κοιτάζουµε σιδηροδροµικές 

γραµµές) και την στην 

καλλιτεχνική προβολή. Κάτω, 

εικόνα από την πραγµατεία περί 

προοπτικής του Φλαµανδού 

ζωγράφου Vredeman de Vries, που 

εµφανίστηκε το 1565. 

 

Μέσω της έννοιας του σηµείου φυγής, µπορούµε να απεικονίσουµε την 

παραλληλότητα ως γραµµές που τέµνονται στο άπειρο. Συνοψίζοντας, η προβολική 

γεωµετρία είναι η γεωµετρία των καλλιτεχνών. Έτσι, οι γραµµές που θεωρούνταν 

παράλληλες, έτσι όπως εµφανίζονται στον Ευκλείδη, δεν ήταν το ίδιο παράλληλες 

και για τους ζωγράφους της Αναγέννησης.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9. ∆ιάσταση 

Εν γένει, οι ιδέες του Ευκλείδη είναι αφαιρέσεις, ένα σηµείο χωρίς διάσταση, 

µία γραµµή χωρίς πλάτος ή πάχος. Οι έννοιες του ύψους, του πλάτους και του 

πάχους ορίζουν τη διάσταση. Καθώς ένα σηµείο δεν έχει ύψος, η διάσταση του είναι 
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0. Καθώς µια γραµµή έχει µήκος, η διάστασή της είναι 1. Μια επιφάνεια δεν έχει 

πάχος, άρα η διάστασή της είναι 2. Τέλος, ένα στερεό σώµα όπως ο κύβος, έχει 

διάσταση που ισούται µε 3. Πράγµατι, στην ευκλείδεια γεωµετρία, οι µόνες δυνατές 

διαστάσεις είναι αυτές που αντιστοιχούν στους ακέραιους αριθµούς 0, 1, 2 και 3. 

 

10. Αψηφώντας τον Ευκλείδη 

    Μέχρι τα τέλη του 18ου αιώνα, υποθέταµε πως ο ρόλος των µαθηµατικών 

ήταν να αιτιολογούν τη φυσική πραγµατικότητα του κόσµου που µας περιβάλλει. 

Κατά τη διάρκεια του επόµενου αιώνα, η αντίληψη αυτή άλλαξε µε την εµφάνιση 

της µη ευκλείδειας γεωµετρίας. Έτσι έφτασε στο τέλος της η βασιλεία των 

«Στοιχείων» που διήρκεσε 23 αιώνες, κατέρρευσε όµως ταυτόχρονα αυτό που ο 

άνθρωπος θεωρούσε ως τότε πραγµατικότητα, έστω και µε τη αφηρηµένη της 

έννοια. Ο Ιµµάνουελ Καντ υποστήριζε πως ο χώρος ήταν ένα σύστηµα αναφοράς 

που υπήρχε διαισθητικά και εκ των προτέρων στο ανθρώπινο πνεύµα και συνεπώς, 

οι κοινές έννοιες και τα αξιώµατα της ευκλείδειας γεωµετρίας ήταν κρίσεις που 

επιβάλλονται a priori στο πνεύµα. Χωρίς αυτές τις κοινές έννοιες και αυτό το 

αξίωµα, δεν ήταν δυνατόν να φέρουµε εις πέρας έναν κατανοητό συλλογισµό για το 

χώρο. Ωστόσο, ήταν ο 1ος που συνέλαβε την πιθανότητα µιας διαφορετικής 

γεωµετρίας.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στο 1ο του έργο που δηµοσιεύτηκε το 1746, εξετάζει χώρους µε περισσότερες 

από 3 διαστάσεις και δηλώνει «Αν είναι δυνατό να υπάρχουν εκτάσεις µε άλλες 

διαστάσεις, είναι πολύ πιθανό επίσης να τις δηµιούργησε ο Θεός, αφού τα έργα του 

διαθέτουν όλη τη µεγαλοπρέπεια και την ποικιλία για τις οποίες είναι ικανές». Οι 

γεωµετρίες που είχε διαβλέψει ο Καντ είναι οι σύγχρονες µη ευκλείδειες γεωµετρίες 

µε περισσότερες από 3 διαστάσεις. Επισήµως, ονοµάζουµε ευκλείδεια γεωµετρία 

αυτή που παρουσιάζεται στα 6 πρώτα βιβλία των «Στοιχείων» και µη ευκλείδεια 

γεωµετρία αυτή που απορρέει από την άρνηση του 5ου αξιώµατος.  

Στην έκδοση του Playfair, η άρνηση αυτή παρέχει δύο επιλογές, άρνηση της 

µοναδικότητας της παραλλήλου ή άρνηση της ύπαρξής της, κάτι που εκφράζεται µε 

τις δύο επόµενες εναλλακτικές διατυπώσεις: 

1. Από σηµείο P εκτός ευθείας r, περνάνε περισσότερες από µία ευθείες παράλληλες 

προς τη δεδοµένη ευθεία. 

2. Από σηµείο P εκτός ευθείας r δεν περνά καµία ευθεία παράλληλη προς τη 

δεδοµένη ευθεία. 

    Για να ερµηνεύσουµε αυτά τα αποτελέσµατα, πρέπει να ξεχάσουµε τη νοερή 

εικόνα που έχουµε σχηµατίσει για την έννοια της παραλλήλου. Μπορούµε να 

κατασκευάσουµε µια νέα γεωµετρία η οποία να τηρεί όλα τα αξιώµατα του Ευκλείδη 

αλλά να αντικαθιστά το 5ο αξίωµα µε µία από τις εναλλακτικές του. Με αυτές, 
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πετυχαίνουµε αποτελέσµατα συναφή, χωρίς εσωτερική αντίφαση µε κάθε ένα από 

αυτά. Οι Nikolai Lobachevski (1792–1856) και Janos Bolyai (1802–1860) 

παρουσίασαν µια πρώτη επιλογή που γέννησε τη γεωµετρία που ονοµάστηκε 

υπερβολική. Μια 2η επιλογή παρουσιάστηκε από τον Bernhard Riemann (1826–

1866) µε την οποία γεννήθηκε η ελλειπτική γεωµετρία. Υπάρχουν 2 στάδια που 

πρέπει να διακρίνουµε στη διαµάχη περί µη ευκλείδειων γεωµετριών, τις δοκιµές 

απόδειξης του 5ου αξιώµατος και την κατασκευή νέων γεωµετριών που 

υποκαθιστούν το 5ο αξίωµα και που επιπλέον συνυπάρχουν µε την ευκλείδεια 

γεωµετρία. Οι θεωρήσεις αυτές συνεπάγονται µια ουσιαστική αλλαγή του πιο κοινού 

τρόπου αντίληψης της πραγµατικότητας. Μπορούµε να συλλογιστούµε µε το αξίωµα 

του Ευκλείδη στο επίπεδο των γωνιών ενός τριγώνου και να το µεταφράσουµε σε 

προτεινόµενα εναλλακτικά αξιώµατα.  

Το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 180° , όµως µόνο στον 

ευκλείδειο κόσµο, όπου οι παράλληλες γραµµές είναι παράλληλες µέχρι το άπειρο, 

αφού ο χώρος δεν έχει καµπυλότητα. Μήπως όµως ο Ευκλείδης έφτασε µέχρι το 

άπειρο για να δει τι κάνουν εκεί οι παράλληλες; Κι αν συναντιούνταν; Ο χώρος θα 

µπορούσε να έχει µια καµπυλότητα και το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου να 

υπερβαίνει τις 180°, όπως όταν σχεδιάζουµε ένα τρίγωνο σε ένα πορτοκάλι. Οµοίως, 

στην υπερβολική γεωµετρία, το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι 

µικρότερο από 180°. Σε µια µη ευκλείδεια γεωµετρία, διατηρούµε τα πιο πρωτογενή 

ονόµατα και τις πιο πρωτογενείς έννοιες κάθε γεωµετρίας, όπως το σηµείο, η ευθεία 

ή το επίπεδο, οι έννοιες όµως αυτές επαναπροσδιορίζονται. 

Στις νέες γεωµετρίες, µπορούµε να αποκαλούµε ευθεία τη γραµµή µε την 

οποία µετράµε την πιο σύντοµη απόσταση ανάµεσα σε δύο σηµεία και επίπεδο την 

επιφάνεια µε την εξής ιδιότητα, εάν δύο σηµεία της ευθείας ανήκουν σε αυτή την 

επιφάνεια, τότε όλα τα άλλα σηµεία αυτής της ευθείας ανήκουν στην ίδια επιφάνεια.      

Οι έννοιες αυτές ισχύουν και στις δύο γεωµετρίες. Έτσι, θεσπίζουµε ένα νέο 

παράδειγµα νοερής αναπαράστασης των γεωµετρικών αντικειµένων, οι ευθείες µε 

την έννοια της µη ευκλείδειας γεωµετρίας µπορούν να ιδωθούν ως παραµορφωµένες 

γραµµές. Στη λεγόµενη σφαιρική γεωµετρία, αποκαλούµε επίπεδο τη σφαίρα και 

ευθείες, τους µέγιστους κύκλους. Και στις δύο γεωµετρίες η ορολογία είναι 

συναφής, αφού και στις δύο, η ευθεία είναι η πιο απλή γραµµή και επίπεδο η πιο 

απλή επιφάνεια. Πώς µπορούµε να είµαστε βέβαιοι πως δύο ευθείες είναι 

παράλληλες; Θα έπρεπε να τις επεκτείνουµε µέχρι το άπειρο και από τις δύο πλευρές 

και να βεβαιωθούµε πως δεν τέµνονται ποτέ. Ο ανθρώπινος νους αποδέχεται µε 

τρόπο εγγενή την αφηρηµένη έννοια µιας ευθείας γραµµής, ενός ορισµένου µήκους, 

χωρίς όµως πλάτος. Μπορούµε να απεικονίσουµε δύο γραµµές που δεν τέµνονται 

ποτέ και που ισαπέχουν πάντα. Όλα αυτά υπάρχουν στο νου, δεν µπορούν όµως να 

αποδειχτούν εµπειρικά. Η ευκλείδεια γεωµετρία είναι µια αφηρηµένη εξιδανίκευση. 

Μία υπενθύµιση. Μέχρι σήµερα, κανένας δεν απέδειξε πως οι επόµενες 

διατυπώσεις είναι εσφαλµένες: 

� Από σηµείο εκτός ευθείας δεν περνά παρά µία και µοναδική παράλληλη. 

� Από σηµείο εκτός ευθείας, περνάνε περισσότερες από µία ευθείες παράλληλες 

προς τη δεδοµένη ευθεία. 

� Από σηµείο εκτός ευθείας, δεν περνά καµία ευθεία παράλληλη προς τη δεδοµένη 

ευθεία. 

Όλες οι προτάσεις αυτές είναι δυνατές και αποτελούν το θεµέλιο νέων γεωµετριών. 
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11. Ιµµάνουελ Καντ  

∆ιάσηµος Γερµανός φιλόσοφος (1724–1804). Έλαβε αυστηρή παιδεία µε µια 

πειθαρχία που ευνοήθηκε από τη διδασκαλία  λατινικών, θρησκευτικών, 

µαθηµατικών και επιστηµών. Στο πανεπιστήµιο σπούδασε εκτενέστερα φυσική και 

µαθηµατικά, όταν όµως πέθανε ο πατέρας του, αναγκάστηκε να εγκαταλείψει τις 

σπουδές του και να εργαστεί ως οικοδιδάσκαλος. Το 1755, ένας φίλος τον βοήθησε 

να ξεκινήσει και πάλι τις σπουδές του και ολοκλήρωσε το διδακτορικό του. ∆ίδαξε 

στο Πανεπιστήµιο για 15 χρόνια και έδωσε πολλές διαλέξεις, µε αποτέλεσµα το 

όνοµά του να ανήκει στην ιστορία, αρχικά σε θέµατα επιστηµονικά και µαθηµατικά 

και σταδιακά, σε θέµατα όλων των φιλοσοφικών κλάδων.  

Θεωρείται ο πιο λαµπρός φιλόσοφος της σύγχρονης Ευρώπης. Από τη στιγµή 

της εµφάνισής του, η σκέψη του είχε τεράστια επίδραση στην πνευµατική κοινότητα, 

ενώ καθορίζει ακόµα τη σύγχρονη σκέψη που αναφέρεται µε ευκολία σε αυτόν. 

Είναι ακόµα παρούσα σε πολλούς επιστηµονικούς κλάδους: φιλοσοφία, δίκαιο, 

ηθική, λογική. Μαζί µε τους Πλάτωνα, Αριστοτέλη και Καρτέσιο, ο Καντ ανήκει σε 

αυτούς που δόµησαν τη δυτική φιλοσοφική σκέψη. Αποτελεί το υπόδειγµα του 

σύγχρονου φιλοσόφου. 

 

12. Κάποιες ατυχείς λέξεις 

Στα τέλη της δεκαετίας του 1950, µαθηµατικοί από όλο τον κόσµο 

συγκεντρώθηκαν σε σεµινάρια και συνέδρια στην Ευρώπη και στην Αµερική, για να 

συζητήσουν περί της ανάγκης εισαγωγής των λεγόµενων «µοντέρνων µαθηµατικών» 

στη δευτεροβάθµια εκπαίδευση. Το διασηµότερο συνέδριο διεξήχθη στο Royaumont 

της Γαλλίας το Νοέµβριο του 1959. Εκεί, ο Γάλλος µαθηµατικός Jean Dieudonné 

(1906–1992) ολοκλήρωσε την παρέµβασή του σε µια διαµάχη σχετική µε τα 

«Στοιχεία» φωνάζοντας «Κάτω ο Ευκλείδης!» Η έκφραση αυτή σηµείωσε µεγάλη 

επιτυχία και επεκτάθηκε στη µαθηµατική κοινότητα όπου παρέµεινε για πάντα 

συνδεδεµένη µε τις αξιώσεις των µοντέρνων µαθηµατικών. Οι λέξεις αυτές δε θα 

µπορούσαν να είναι πιο ατυχείς και αδέξιες, πόσο µάλιστα όταν τις εξέφερε ένας από 

τους πιο σηµαντικότερους µαθηµατικούς του 20ου αιώνα. Είναι περιττό να 

επιµείνουµε στη σπουδαιότητα των «Στοιχείων» και του συγγραφέα τους. Είναι 

προφανές πως χωρίς τον Ευκλείδη, όχι µόνο δε θα µπορούσαµε να εξηγήσουµε την 

πραγµατικότητα, αλλά δε θα µπορούσαν καν να υπάρξουν οι άλλες γεωµετρίες.  

Ευτυχώς, οι επαγγελµατίες της εκπαίδευσης σε ολόκληρο τον κόσµο 

υπενθυµίζουν καθηµερινά ποιος ήταν ο Ευκλείδης και µεταβιβάζουν την πλήρους 

αλήθειας διδασκαλία του. 

 

13. Η εδραίωση της µη ευκλείδειας γεωµετρίας 

  Η 1η από τις µη ευκλείδειες γεωµετρίες είναι η υπερβολική, αποτέλεσµα της 

υποκατάστασης του 5ου αξιώµατος του Ευκλείδη από το εξής «Από  σηµείο εκτός 

δεδοµένης ευθείας, περνάνε περισσότερες από µία ευθείες παράλληλες προς την 

ευθεία αυτή.» Με την διατύπωση αυτή, οι Lobachevski και Bolyai έλυσαν το αίνιγµα 

των παραλλήλων και θεωρούνται οι µαθηµατικοί αναφοράς της διατύπωσης της 1ης 

µη ευκλείδειας γεωµετρίας. Μοιράζονται την αυθεντία για την υπερβολική 

γεωµετρία, παρόλο που ούτε γνωρίζονταν µεταξύ τους ούτε γνώριζαν τις εργασίες 

που εκτελούσαν ταυτόχρονα. Υπήρχαν πολλά εµπόδια που δεν τους το επέτρεπαν, ο 

Lobachevsky έγραφε µόνο στα ρωσικά και το έργο του άσκησε επιρροή χρόνια µετά 
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το θάνατό του. Ωστόσο, το δικό του όνοµα συνδέεται κοινώς µε την υπερβολική 

γεωµετρία, πολύ περισσότερο από αυτό του Bolyai, του Ούγγρου συνάδελφου του.  

 

14. Nikolai Lobachevski και υπερβολική γεωµετρία 

    Στις 23.02.1826 ενώ ήταν καθηγητής στο πανεπιστήµιο του Καζάν, 

εντυπωσίασε την επιστηµονική κοινότητα µε την έκθεσή του για τη θεωρία των 

παραλλήλων κατά τη διάρκεια ηµερίδας που οργανώθηκε στο τµήµα φυσικής και 

µαθηµατικών. Τα πρώτα αποτελέσµατα από την εφαρµογή των προτάσεών του 

δηµοσιεύτηκαν το 1820 στο περιοδικό του πανεπιστηµίου του Καζάν. Το 1835 όλο 

το έργο του δηµοσιεύτηκε µε τίτλο «Τα Νέα Στοιχεία της γεωµετρίας», όπου δήλωνε   

«Είναι γνωστό πως στη γεωµετρία, η θεωρία των παράλληλων ευθειών έχει 

παραµείνει ηµιτελής µέχρι σήµερα. Οι άκαρπες προσπάθειες που έχουν γίνει τα 

τελευταία 2.000 χρόνια µετά τον Ευκλείδη, µε έκαναν να αµφιβάλω πως οι έννοιες δεν 

περιλαµβάνουν την αλήθεια που θέλουµε να αποδείξουµε αλλά πως, όπως και οι άλλοι 

φυσικοί νόµοι, δε µπορούν να αποδειχθούν παρά µόνο εµπειρικά, µέσω αστρονοµικών 

παρατηρήσεων, για παράδειγµα. Τέλος, πεπεισµένος για την ισχύ των υποθέσεων µου 

και θεωρώντας πως αυτό το δύσκολο πρόβληµα έχει επιλυθεί πλήρως, εξέθεσα το 

συλλογισµό µου το 1826.»  

Η ιστορία της υπερβολικής γεωµετρίας είναι µια ιστορία πρωτοπόρων, 

γεµάτη αδικίες και παραδοχές που παρουσιάζονταν είτε πολύ αργά είτε ποτέ. Είναι 

µια ιστορία που επαναλαµβάνεται συχνά στη διάρκεια των αιώνων στον 

επιστηµονικό κόσµο, δύο φωτισµένα πνεύµατα εργάζονται µε το ρυθµό τους και 

καταλήγουν ταυτοχρόνως στα ίδια συµπεράσµατα.   Ο Lobachevski ήταν γόνος µιας 

ταπεινής οικογένειας δηµοσίων υπαλλήλων και έζησε µέχρι το θάνατο του στην 

πόλη Καζάν, κοντά στη Σιβηρία, διάγοντας υποδειγµατικό λιτό βίο αφιερωµένο στα 

µαθηµατικά. Ο νεαρός Nikolai µπόρεσε να σπουδάσει χάρη σε µια σειρά 

υποτροφιών, οι οποίες αποδείχτηκαν εξαιρετική επένδυση από την πλευρά του 

τσαρικού κράτους. Το 1811 ξεκίνησε τη σταδιοδροµία του ως καθηγητής στο 

πανεπιστήµιο του Καζάν και 3 χρόνια αργότερα απέκτησε έδρα στο τµήµα Φυσικής 

και Μαθηµατικών. Έγινε υπεύθυνος της βιβλιοθήκης και του αστρονοµικού 

παρατηρητηρίου, διορίστηκε πρύτανης του πανεπιστηµίου του Καζάν το 1827.  

∆ιατηρήθηκε στη θέση αυτή για 19 χρόνια που αποδείχτηκαν ιδιαίτερα 

καρποφόρα για το Πανεπιστήµιο, στη διάρκεια των οποίων υλοποίησε ριζικές 

µεταρρυθµίσεις και ανέπτυξε κυρίως την επιστηµονική έρευνα.  
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Το παράδοξο είναι πως ο απόηχος του έργου του πάνω στο 5ο αξίωµα των 

«Στοιχείων», τον οδήγησε στη δυσµένεια. Αν πιστέψουµε το µύθο, ο µαθηµατικός 

και συνάδελφος του Mikhail Ostrogradsky πέτυχε την απόλυσή του. Ο 

Ostrogradsky δε δεχόταν την αµφισβήτηση του Ευκλείδη που πρότεινε ο 

Lobachevski.  Η υγεία του επιδεινώθηκε τροµερά και στο τέλος τυφλώθηκε οπότε 

αναγκάστηκε να υπαγορεύσει πολλά από τα έργα του, όπως την περίφηµη 

«Παγγεωµετρία» (1855). Όταν πέθανε στη γενέτειρά του, στις 24.02.1856, δεν είχε 

την παραµικρή ιδέα για τη σπουδαιότητα του έργου του και τη συνεισφορά του στη 

µελλοντική εξέλιξη των µαθηµατικών. Μεταξύ των ακαδηµαϊκών έργων που µας 

κληροδότησε, τα σηµαντικότερα είναι η «Μελέτη των Στοιχείων της γεωµετρίας» 

στον Αγγελιαφόρο του Καζάν (1829), η «Φανταστική γεωµετρία» (1855), οι 

«Εφαρµογές της φανταστικής γεωµετρίας στην επίλυση ορισµένων 

ολοκληρωµάτων» (1836) και τα «Νέα στοιχεία γεωµετρίας µε µία πλήρη θεωρία των 

παραλλήλων» (1834–1838).  Το 1840 ο Lobachevsky εξέδωσε ένα έργο 61 σελίδων, 

µε τίτλο «Γεωµετρικές έρευνες στη θεωρία των παραλλήλων». Αυτό το σύντοµο έργο 

διαδόθηκε ευρέως στην επιστηµονική κοινότητα της εποχή, µολαταύτα όµως, ο 

µαθηµατικό κόσµος δεν ήταν αρκετά ώριµος για να δεχτεί τις ιδέες που παρουσίαζε.  

Στις γεωµετρικές έρευνες, ο Lobachevsky εξηγεί σαφώς τη λειτουργία της µη 

ευκλείδειας γεωµετρίας του. 

«Μέσα σε ένα επίπεδο, όλες οι ευθείες που ξεκινούν από ένα σηµείο µπορούν 

να χωριστούν σε δύο κατηγορίες, σε σχέση µε µία δεδοµένη ευθεία µέσα στο ίδιο αυτό 

επίπεδο, αυτές που την τέµνουν και αυτές που δεν την τέµνουν. Οι οριακές γραµµές 

κάθε κατηγορίας ευθειών θα ονοµάζονται παράλληλες προς τη δεδοµένη ευθεία.» Η 

εναλλακτική του για το 5ο αξίωµα του Ευκλείδη ορίζεται από την περίφηµη φράση που 

έχουµε ήδη αναφέρει   «Από ένα σηµείο εκτός δεδοµένης ευθείας, περνάνε 2 ευθείες 

παράλληλες προς την ευθεία αυτή.»     

Ξεκινώντας από αυτά τα θεµέλια, ο Lobachevsky συνέχισε να αναπτύσσει 

πολυάριθµες τριγωνοµετρικές ταυτότητες, που ονοµάζουµε τύπους υπερβολικής 

τριγωνοµετρίας. 

 

15. Janos Bolyai 

    Για τον Ούγγρο Janos Bolyai (1802–1860), τα µαθηµατικά ήταν ένα χόµπι 

αφού ήταν αξιωµατικός ιππικού. ∆εν χωρά αµφιβολία πως, δεδοµένων των 

διανοητικών του ικανοτήτων, πρέπει να έπληττε µε το επάγγελµα του, εκτός από το 

ενδιαφέρον του για τα µαθηµατικά, ήταν εξαιρετικός βιολονίστας που έπαιζε στη 

Βιέννη και διακρίθηκε επίσης ως γλωσσολόγος δεδοµένου ότι µιλούσε εννέα 

γλώσσες, µεταξύ των οποίων κινέζικα και θιβετιανά.  Οι άριστες επιδόσεις του ήταν 

ίσως κληρονοµικές, πατέρας του ήταν ο µαθηµατικός Farkas Bolyai, ο οποίος του 

δίδαξε τον απειροστικό λογισµό και την αναλυτική µηχανική σε ηλικία µόλις 

δεκατριών ετών. Νεαρός εισήλθε στον στρατιωτικό κόσµο όταν ξεκίνησε τις 

σπουδές του στο βασιλικό κολλέγιο µηχανικών της Βιέννης, όπου εντάχθηκε στο 

σώµα µηχανικών του στρατού και στο οποίο παρέµεινε για 11 χρόνια.  

Λέγεται πως ήταν ο καλύτερος ξιφοµάχος και χορευτής του στρατού της 

αυστριακής αυτοκρατορίας. Το 1833 ένας πυρετός τον υποχρέωσε να αποσυρθεί από 

τη στρατιωτική ζωή. Μολονότι εν ζωή δεν είχε εκδώσει παρά ένα µόνο έργο στα 

µαθηµατικά, µετά το θάνατό του βρέθηκαν περισσότερες από 20.000 χειρόγραφες 

σελίδες που σώζονται σήµερα στη βιβλιοθήκη Bolyai–Teleki, στο Targu–Mures. 

Μελέτησε το πρόβληµα των παραλλήλων σε σηµείο εµµονής. Εξέδωσε τα 
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αποτελέσµατά του ως παράρτηµα σε ένα βιβλίο του πατέρα του µε τίτλο «Μία 

προσπάθεια εισαγωγής της φιλοµαθούς νεολαίας στα στοιχεία των καθαρών 

µαθηµατικών» (Tentamen juventutem studiosam in elementa matheseos purae 

introducenti), γνωστό ως «Παράρτηµα». Όπως και ο Lobachevski, ο Bolyai δε 

χρειάστηκε περισσότερες από 26 σελίδες για να παρουσιάσει τις ιδέες του για τη 

γεωµετρία. Αφού τις διάβασε, ο Gauss απεύθυνε το εξής µήνυµα στον Farkas Bolyai 

«Θεωρώ το νεαρό γεωµέτρη Bolyai ιδιοφυΐα πρώτης τάξεως». 

 

15.1 Όψιµη αναγνώριση  

Μόλις το 1945, σε αναγνώριση του έργου του η µαθηµατική κοινότητα 

άλλαξε το όνοµα του Πανεπιστηµίου Babes σε Babes-Bolyai. Η ίδρυσή του 

γιορτάστηκε το 2002. Πολλές δραστηριότητες έλαβαν χώρα στη Βουδαπέστη, 

µεταξύ των οποίων και µία διεθνής συνδιάσκεψη για την υπερβολική γεωµετρία που 

ξεχώρισε ιδιαίτερα για την επιστηµονική της σηµαντικότητα. Μεταξύ άλλων 

τιµητικών πρωτοβουλιών, περιλαµβάνεται η έκδοση γραµµατοσήµων αφιερωµένων 

στον µαθηµατικό  και η χάραξη νοµίσµατος 3.000 φιορινιών  µε υπερβολικά σχέδια 

από το έργο «Παράρτηµα». 

 

16. Η συµβολή του Gauss 

  Ο Carl Friedrich Gauss (1777–1855) έπαιξε σηµαντικό ρόλο στο έργο του 

Bolyai. Είναι ένας σπουδαίος άντρας, όχι µόνο για την εποχή του, αλλά και µέχρι τις 

µέρες µας. Είδαµε πως ο Καντ είχε ορισµένες ασαφείς ιδέες για την πιθανότητα 

παραδοχής της ύπαρξης άλλων γεωµετριών, ο Gauss όµως υπήρξε πιθανώς ο  

1ος που είχε την ενόραση της πραγµατικότητας µιας γεωµετρίας διαφορετικής από 

αυτήν του Ευκλείδη και εξέθεσε γραπτώς τους λογισµούς του πάνω στο θέµα αυτό.  

Στις σηµειώσεις του γράφει  «Είµαι πεπεισµένος πως η άρνηση του 

αξιώµατος των παραλλήλων δεν οδηγεί σε καµία αντίφαση, ακόµα και εάν 

οδηγούµαστε σε ιδιότητες που φαντάζουν παράδοξες.»     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για περισσότερα από 40 χρόνια, ο Gauss µελέτησε το αξίωµα των 

παραλλήλων χωρίς να δείξει τα αποτελέσµατα σε κανέναν και φροντίζοντας να τα 

κρατήσει µυστικά. Η τεκµηρίωση που επιτρέπει την υποστήριξη των ερευνών του 

είναι η αλληλογραφία που διατήρησε µε την οικογένεια Bolyai και τα σχόλια που 

συλλέχθηκαν από τις προσωπικές του σηµειώσεις. Η σχέση ανάµεσα στον Gauss και 

τον Bolyai δεν προκαλεί εντύπωση, αφού και ο Γερµανός επιστήµονας υπήρξε 

διακεκριµένος στον τοµέα του και παιδί–θαύµα. Η σταδιοδροµία του ως 
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µαθηµατικού, αστρονόµου και φυσικού, όπου επίσης διέπρεψε, ξεκίνησε από πολύ 

νωρίς. Άρχισε τις βασικές σπουδές του σε ηλικία 7 ετών και εντυπωσίασε τους 

δασκάλους του µε τις ικανότητες του στο λογισµό και συλλογισµό.  Ενώ ακόµα 

φοιτούσε στο Collegium Carolinum του Brunswick, ο Gauss ανακάλυψε ολοµόναχος 

ένα νόµο αστρονοµίας, που ονοµάζεται νόµος του Μπόντε, καθώς και πολυάριθµα 

θεωρήµατα άλγεβρας, όπως αυτό του διώνυµου.  

Το 1795, ξεκίνησε σπουδές µαθηµατικών στο πανεπιστήµιο του Göttingen 

και ολοκλήρωσε το διδακτορικό του σε ηλικία 22 ετών.   Ανέπτυξε το ταλέντο του 

σε πολλούς διαφορετικούς κλάδους της µαθηµατικής γνώσης, στη στατιστική, στη 

θεωρία των αριθµών, στη γεωµετρία. Υπήρξε ένας από τους επιβλέποντες της 

διδακτορικής διατριβής του Riemann. Σε ηλικία 30 ετών το 1807, έγινε διευθυντής 

του παρατηρητηρίου του Göttingen, όπου αφιέρωσε 6 χρόνια στη µελέτη του 

µαγνητισµού. Γνωστή είναι και η συµβολή του στη φυσική. Όταν αποσύρθηκε από 

την ακαδηµαϊκή ζωή το 1849, ήταν γνωστός ως «ο πρίγκιπας των µαθηµατικών». 

 

16.1 Η πρώιµη ιδιοφυΐα του Gauss 

Ο θρύλος γύρω από το ταλέντο του Gauss περιλαµβάνει όλα τα τυπικά 

στοιχεία µιας ιδιοφυΐας, όπως για παράδειγµα τις πρώιµες ανακαλύψεις που έκανε 

και τις οποίες ακόµα και οι ενήλικες δυσκολεύονταν να κατανοήσουν. Σε ηλικία 

µόλις 10 ετών, ανακάλυψε τον τύπο του αθροίσµατος των αριθµητικών προόδων, 

κάνοντας γρήγορα το άθροισµα των εκατό πρώτων φυσικών ακέραιων αριθµών. 

Πώς; Χάρη σε ένα κόλπο που είναι πραγµατικά εκπληκτικό από την πλευρά ενός 

παιδιού αυτής της ηλικίας. Συνειδητοποίησε πως το άθροισµα του πρώτου και του 

τελευταίου όρου, στη συνέχεια του δεύτερου και του προτελευταίου, και ούτω καθ’ 

εξής, ήταν σταθερό: 

1, 2, 3, 4, …, 97, 98, 99, 100 

1 + 100 = 2 + 99 = 3 +98 = 4 + 97 = … = 101 

Μπορούµε να σχηµατίσουµε 50 ζευγάρια µε τους πρώτους εκατό αριθµούς, έστω το 

τελικό άθροισµα 101 x 50 = 5.050. Ο Gauss είχε συµπεράνει τον τύπο που δίνει το 

άθροισµα, Sn, των n όρων µιας αριθµητικής προόδου της οποίας γνωρίζουµε τον 

πρώτο (α1) και τον τελευταίο όρο (αn): 

�� =
��� + ��� ∙ 


2
 

 

16.2 Η αλληλογραφία ανάµεσα στον Gauss και στον Bolyai 

    Ο Gauss ήταν στενός φίλος του Farkas Bolyai πατέρα του Janos και οι δύο 

τους αλληλογραφούσαν τακτικά σχετικά µε το 5ο αξίωµα. Ο ίδιος ο Gauss εργαζόταν 

πολύ προσεκτικά πάνω στο θέµα αυτό, όπως αποδεικνύεται από το γεγονός πως δε 

δηµοσίευσε ποτέ τα αποτελέσµατά του. Ο Farkas είχε επίσης εργαστεί πάνω στην 

απόδειξη του 5ου αξιώµατος χωρίς όµως επιτυχία. Βάσει της εµπειρίας του και των 

συζητήσεών του µε τον Gauss πάνω στη θεωρία των παραλλήλων, ο Farkas 

συµβούλεψε το γιο του να µην χάνει «ούτε λεπτό στο πρόβληµα αυτό». Ο Janos έλαβε 

σχετικά υπόψη του τη συµβουλή αυτή αφού δεν αφιέρωσε ένα λεπτό, αλλά δύο 

ολόκληρα χρόνια γι’ αυτό το ζήτηµα.  

    Το 1832 ο Farkas Bolyai έγραψε στο φίλο του, Gauss, για να του 

µεταβιβάσει την ανησυχία του σχετικά µε την εµµονή του γιου του. Του ζητούσε τη 

γνώµη και τις συµβουλές του για να καταφέρει να πείσει τον Janos να εγκαταλείψει 

τις προσπάθειές του. Ο Gauss του απάντησε πως είχε φτάσει και ο ίδιος σε παρόµοια 
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αποτελέσµατα αλλά πως, για την ώρα, τα κρατούσε κρυφά. ∆ε µπορούσε ούτε να 

συγχαρεί το έργο του Janos, αλλά ούτε και να τον πιέσει να παραιτηθεί, όπως έγραφε 

στις παρακάτω γραµµές  «Αν πω πως δεν είµαι σε θέση να θαυµάσω αυτό το έργο, 

σίγουρα θα σε εντυπωσίαζα στιγµιαία. Όµως δε µπορώ να πω τίποτα περισσότερο.  

Αν το θαύµαζα, θα ήταν σαν να θαυµάζω τον εαυτό µου. Πράγµατι, όσα 

εµπεριέχονται σε αυτό το έργο, ο δρόµος που ακολούθησε ο γιος σου, τα αποτελέσµατα 

στα οποία κατέληξε συµπίπτουν ουσιαστικά πλήρως µε τους συλλογισµούς µου, που 

απασχόλησαν το νου µου σε ένα µεγάλο τµήµα των τελευταίων 30 µε 35 ετών. Όλα 

αυτά µε εντυπωσιάζουν πολύ…»  

Ο Farkas έγραψε στο γιο του, µια εποχή όπου εκείνος ήταν εντελώς 

απορροφηµένος από το 5ο αξίωµα του Ευκλείδη  

«Σε παρακαλώ να µην προσπαθήσεις και εσύ να παλέψεις µε τις θεωρίες των 

παράλληλων γραµµών. Θα χάσεις το χρόνο σου και τα θεωρήµατα θα παραµείνουν 

αναπόδεικτα. Αυτά τα άδυτα ερέβη µπορούν να γκρεµίσουν χιλιάδες κάστρα, όπως ο 

Νεύτωνας. Ποτέ αυτό δε θα γίνει κατανοητό επάνω στη Γη και ποτέ το καταραµένο 

ανθρώπινο είδος δε θα διαθέτει στον κόσµο κάτι πλήρως, πόσο µάλλον στον τοµέα της 

γεωµετρίας.  

Είναι για την ψυχή µου µια µεγάλη αιώνια πληγή. Για το όνοµα του Θεού γιε 

µου, σε ικετεύω, ξέχασέ τα όλα αυτά. Να το φοβάσαι, όπως φοβόµαστε τα αισθησιακά 

πάθη γιατί όπως κι αυτά, µπορεί να απορροφήσει όλο το χρόνο σου και να σου 

στερήσει την υγεία, την ψυχική γαλήνη και τη χαρά της ζωής».   

Παρά τον τραγικό τόνο του θέµατος, ο Janos δεν εισάκουσε ποτέ τις ικεσίες 

του πατέρα του και γρήγορα πείστηκε πως το 5ο αξίωµα δεν ήταν µόνο αναπόδεικτο 

αλλά και ανεξάρτητο από όλα τα άλλα. Αρνούµενοι το αξίωµα αυτό, θα µπορούσαµε 

να δηµιουργήσουµε ένα διαφορετικό και γεωµετρικά λογικό σύστηµα. 

 

17. Οι κοινές εντυπωσιακές επιτυχίες των Lobachevski και Bolyai 

    Οι Lobachevski και Bolyai ανέγειραν τους πυλώνες της µη ευκλείδειας 

γεωµετρίας και τριγωνοµετρίας. Απέδειξαν πως το άθροισµα των γωνιών ενός 

τριγώνου είναι µικρότερο από 180° και πως όλα τα τρίγωνα δεν έχουν το ίδιο 

γωνιακό άθροισµα. Όσο µεγαλύτερο το εµβαδόν ενός τριγώνου, τόσο µικρότερο το 

άθροισµα των γωνιών του. ∆εδοµένου πως τα µεγαλύτερα τρίγωνα έχουν 

διαφορετικά γωνιακά αθροίσµατα, δεν υπάρχουν παρόµοια τρίγωνα (τρίγωνα µε ίδιο 

σχήµα και διαφορετικές διαστάσεις). 

    Στη γεωµετρία αυτή, αν δύο τρίγωνα έχουν ίσες γωνίες (γωνίες µε ίδιο 

άνοιγµα), τότε είναι ίσα (δηλαδή ταυτίζονται εάν τοποθετηθούν το ένα πάνω στο 

άλλο). ∆εν υπάρχουν ορθογώνια µε την ευκλείδεια έννοια του όρου, αφού αν οι 

τρεις γωνίες ενός τετράπλευρου είναι ορθές γωνίες (90°), τότε η τέταρτη θα πρέπει 

να είναι µικρότερη. Αυτό εξηγείται από το γεγονός πως διαιρώντας το ορθογώνιο σε 

δύο τρίγωνα, το άθροισµα των γωνιών κάθε τριγώνου πρέπει να είναι µικρότερο από 

180°. Παρά την οµοιότητα των αποτελεσµάτων των δύο πατέρων της υπερβολικής 

γεωµετρίας, υπάρχουν και διαφορές στις απόψεις τους. Ο Janos Bolyai προσπάθησε 

κυρίως να κάνει τη διάκριση ανάµεσα στις γεωµετρικές προτάσεις που απαιτούν το 

θεώρηµα του Ευκλείδη και σε αυτές που δεν εξαρτώνται από αυτό. Την ίδια στιγµή, 

ο Lobachevski έµπαινε στη διαµάχη µε πιο αποφασιστικό τρόπο, απέκλεισε το 5ο 

αξίωµα και του πρότεινε ένα υποκατάστατο «Από ένα σηµείο εκτός ευθείας περνάνε 

περισσότερες από µία παράλληλες». 
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18. Συνηθισµένα µοντέλα υπερβολικής γεωµετρίας 

    Ένα µοντέλο ευκλείδειας γεωµετρίας είναι το συνηθισµένο επίπεδο µε τις 

συνηθισµένες έννοιες των σηµείων και ευθειών. Τα µοντέλα που θα δούµε θα µας 

επιτρέψουν να αναπαραστήσουµε και να κατανοήσουµε καλύτερα την υπερβολική 

και την ελλειπτική γεωµετρία. Το 1ο µοντέλο αντιστοιχεί στην επιφάνεια που 

επιτρέπει να ερµηνεύσουµε την υπερβολική γεωµετρία. Για να φτιάξουµε µια νοερή 

εικόνα της επιφάνειας αυτής, µπορούµε να φανταστούµε ένα άτοµο που σέρνει µια 

βαλίτσα µε ροδάκια ή ένα παιδί που τραβά ένα παιχνίδι δεµένο µε σχοινί, στο ένα 

άκρο υπάρχει το χέρι και στην άλλη το αντικείµενο. Όταν το παιδί αρχίζει να 

περπατά σε ευθεία γραµµή τραβώντας το σάκο, αυτός διαγράφει µια καµπύλη που το 

πλησιάζει όλο και περισσότερο και ονοµάζεται έλκουσα. Ας φανταστούµε πως το 

άτοµο τραβά το φορτίο του µε τρόπο ώστε και οι δύο (άνθρωπος–φορτίο) να 

µετακινούνται µε την ίδια ταχύτητα. Ενώ το άτοµο προχωρά σε ευθεία γραµµή, το 

ρυµουλκόµενο αντικείµενο τείνει να πλησιάζει όλο και περισσότερο. Η πορεία αυτή 

ονοµάζεται καµπύλη του σκύλου. Η µαθηµατική της έκφραση είναι λίγο πιο 

τεχνική, στη µαθηµατική γλώσσα λέµε πως η καµπύλη πλησιάζει την ευθεία 

ασύµπτωτα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Αυτή η καµπύλη ονοµάζεται έλκουσα. Έτσι ορίζουµε γενικά την καµπύλη 

που διαγράφει το αντικείµενο, το οποίο έλκεται από ένα άλλο που του διατηρεί σε 

σταθερή απόσταση και κινείται ευθύγραµµα. Αναπαρίσταται από το επόµενο 

γράφηµα, όπου το Α µετακινείται σε ευθεία γραµµή (στην κατεύθυνση του βέλους) 

και έλκει το P. Η καµπύλη που διαγράφει το P είναι η έλκουσα.  
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    Αν φανταστούµε την καµπύλη αυτή να στρέφεται γύρω από την ευθεία PA, 

σα να στρεφόταν γύρω από τον εαυτό της, λαµβάνουµε µια επιφάνεια που 

ονοµάζεται ψευδόσφαιρα. Η επιφάνεια αυτή είναι το µοντέλο της υπερβολικής 

γεωµετρίας, δηλαδή τα σχήµατα που σχεδιάζονται επάνω σε µια ψευδόσφαιρα (όπως 

οι παράλληλες και τα τρίγωνα) θα συµπεριφέρονται γεωµετρικά µε µη ευκλείδειο 

τρόπο χωρίς ωστόσο να έρχονται σε αντίθεση µεταξύ τους. Τα αξιώµατα της 

γεωµετρίας του Lobachevski απορρέουν από τη µελέτη της συµπεριφοράς των 

σηµείων και των ευθειών επάνω στην επιφάνεια αυτή. 

 

 

 

 

 

 

 

 

    Ο Lobachevski πρότεινε, στη θέση του 5ου αξιώµατος, ότι µε δεδοµένη µία 

ευθεία l και ένα σηµείο P που δεν ανήκει σε αυτή την ευθεία l, µπορούν να 

σχεδιαστούν άπειρες ευθείες που περνούν από το P και είναι παράλληλες στην l. 

Στην επιφάνεια αυτή, οι παράλληλες ευθείες δεν είναι ισαπέχουσες σε όλα τα σηµεία 

τους (γεγονός που συνιστά τη θεµελιώδη διαφορά σε σχέση µε την ευκλείδεια 

γεωµετρία) και το άθροισµα των γωνιών A, B, C είναι µικρότερο από 180°. 

 

 

 

 

 

 

   

 Οι ευθείες στην επιφάνεια αυτή είναι οι πιο κοντές γραµµές ανάµεσα στα 

σηµεία της επιφάνειας. Οι γραµµές αυτές ονοµάζονται γεωδαιτικές. Παρατηρούµε 

πως από µία ευκλείδεια οπτική που τόσο δύσκολα µπορεί κανείς να αποποιηθεί, οι 

ευθείες µοιάζουν κυρτές. Η επόµενη εικόνα δείχνει τι είναι οι παράλληλες γραµµές 

στην υπερβολική γεωµετρία. Αυτές χαράσσονται στην επιφάνεια της ψευδόσφαιρας. 
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Με τη συµπεριφορά των επιφανειών αυτού του είδους σε διάφορες θέσεις, 

όπως µέσα στο σπίτι, µπορούµε να κάνουµε το πείραµα σε µια κανονική 

κρεβατοκάµαρα που αναπαριστά για µία στιγµή πως θα ήταν η κίνηση µέσα σε έναν 

υπερβολικό κόσµο. Για το σκοπό αυτό, πρέπει να εργαστούµε επάνω σε κρεβάτι µε 

επίπεδη επιφάνεια, όπως το ευκλείδειο επίπεδο. Στη συνέχεια, τοποθετούµε στο 

σεντόνι του κρεβατιού ένα αντικείµενο που µπορεί να κυλήσει (δείτε κάτω την 

εικόνα). ∆ίπλα τοποθετούµε ένα αντικείµενο αρκετά βαρύ ώστε να δηµιουργηθεί 

λακκούβα στο σεντόνι. Εκεί βλέπουµε πως η επιφάνεια δεν είναι πια επίπεδη αλλά 

γίνεται κυρτή.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το κυλιόµενο αντικείµενο γλιστρά σιγά σιγά προς το βαρύ αντικείµενο κάτω 

από την επίδραση της καµπύλης. Γύρω από το βαρύ αντικείµενο, το σεντόνι µοιάζει 

µε µία υπερβολική επιφάνεια.   Το µοντέλο αυτό προτάθηκε από τον Αϊνστάιν για να 

ορίσει το χωρόχρονο. Το σύµπαν του Αϊνστάιν είναι διάστασης 4, αφού ο 

χωρόχρονός του περιλαµβάνει τις 3 διαστηµικές συντεταγµένες συν µία τέταρτη, 

καθαρά χρονική. Καθώς ένα σύµπαν 4 διαστάσεων αψηφά τον ανθρώπινο νου, ο 

άνθρωπος δε µπορεί να έχει µία ακριβή ιδέα του πώς θα ήταν σε 4 διαστάσεις η 

µεταφορά, πλήρως τρισδιάστατη, του αντικειµένου και των πτυχώσεων στο κρεβάτι.  

Είναι όµως δυνατό να έχει τη διαίσθηση ή να υποθέτει νοερά τί συµβαίνει. 

Όπως συµβαίνει και σε πολλές άλλες περιπτώσεις, ο ανθρώπινος νους θα πρέπει και 

εδώ να αρκεστεί στη διαίσθηση. Το 1870, ο Γερµανός µαθηµατικός Felix Klein 

(1849–1925) εισήγαγε ένα άλλο µοντέλο, της υπερβολικής γεωµετρίας στο επίπεδο 

και το επέκτεινε στο χώρο. Στο µοντέλο του, ο Klein εξέτασε τον ευκλείδειο κύκλο 

(το συνηθισµένο κύκλο) και πρότεινε ένα νέο ορισµό του σηµείου, της ευθείας, της 

παραλληλότητας, κλπ. Ονόµασε επίπεδο το εσωτερικό του κύκλο και όρισε ως 

σηµεία τα εσωτερικά του σηµεία, αποκλείοντας αυτά της περιφέρειας. Ονόµασε 

ευθείες, τις εσωτερικές χορδές του κύκλου, χωρίς να αποκλείσει τα άκρα 

(υπενθυµίζουµε πως οι χορδές είναι τα τµήµατα των οποίων τα άκρα βρίσκονται 

επάνω στην περιφέρεια). Στην πρόταση του, ορίζει οµοίως τις παράλληλες ευθείες 

ως τις χορδές του κύκλου που έχουν κοινό άκρο. Όσο για τις ευθείες, ορίζει τις 

τέµνουσες ως αυτές που τέµνονται στο εσωτερικό του κύκλου και τις µη τέµνουσες, 

ως εκείνες που τέµνονται στο εξωτερικό του κύκλου. 

 

19. Η πραγµατικότητα ξεπερνά την αφαίρεση 

Είναι εύκολο να βρούµε παραδείγµατα υπερβολικών επιφανειών στον 

πραγµατικό κόσµο γύρω µας. Χωρίς να πάµε πολύ µακριά, η επιφάνεια µιας σέλας 

αλόγου παρουσιάζει ιδιότητες υπερβολικής επιφάνειας. Οι γωνίες ενός 
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οποιουδήποτε τριγώνου που θα σχεδιάζαµε σε αυτήν θα είχαν άθροισµα µικρότερο 

από 180° και οι παράλληλες γραµµές δεν θα ήταν ισαπέχουσες αλλά θα απέκλιναν 

σταδιακά η µία από την άλλη. 

 

20. Άλλη γεωµετρία, άλλος κόσµος 

Ένα µοντέλο της πραγµατικότητας  του τύπου που προτείνει η επιφάνεια της 

υπερβολικής γεωµετρίας µοιάζει µε το στόµιο µιας σάλπιγγας. Θα µπορούσε κανείς 

να περπατήσει σε ευθεία γραµµή πάνω σε αυτή την επιφάνεια; Ας φανταστούµε δύο 

µη ευκλείδειους κατοίκους που κατεβαίνουν προς το στόµιο της σάλπιγγας αυτής.  

Ένας εξωτερικός παρατηρητής θα έβλεπε τις τροχιές των 2 κατοίκων να 

αποµακρύνονται σιγά σιγά η µία από την άλλη. Ωστόσο, οι κάτοικοι του 

υπερβολικού κόσµου θα συνέχιζαν σε τροχιές αυστηρά παράλληλες. Ακόµα κι αν η 

εικόνα υπερβολικών κατοίκων που περπατάνε φαίνεται εκκεντρική στους 

ακαδηµαϊκούς, είναι µια συναρπαστική ιδέα για την επιστηµονική φαντασία. Πολλά 

µυθιστορήµατα φέρνουν στο προσκήνιο υπερβολικούς κόσµους όπως το Inverted 

World (αντεστραµµένος κόσµος) του Christopher Priest. 

Στο µοντέλο αυτό, αν υποθέσουµε πως το επίπεδο εκπροσωπείται µόνο από 

τα εσωτερικά σηµεία του κύκλου και πως οι χορδές είναι ευθείες, οι ευθείες r, s και t 

είναι παράλληλες στην l, αφού δεν την τέµνουν σε κανέναν σηµείο. Συνεπώς, από 

ένα σηµείο έξω από µία ευθεία, θα µπορούµε να σχεδιάσουµε άπειρες παράλληλες.  

 Ο Klein απέδειξε πως η γεωµετρία που κατασκευάζεται µε τον τρόπο αυτό 

από τον κύκλο, ισοδυναµεί µε την υπερβολική γεωµετρία, πως πληροί όλα τα 

αξιώµατα του Ευκλείδη, εκτός από το 5ο αξίωµα και τηρεί τα αποτελέσµατα της 

υπερβολικής γεωµετρίας. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21. Ο Riemann και η ελλειπτική γεωµετρία 

    Λίγο καιρό µετά τη γεωµετρία των Lobachevski και Bolyai, µια άλλη 

γεωµετρία έκανε την εµφάνιση της. Προήλθε από τον διάσηµο µαθηµατικό 

Bernhard Riemann, ο οποίος αντικατέστησε το 5ο αξίωµα του Ευκλείδη µε µια 

άλλη κοινή έννοια: «Έστω µια ευθεία d και ένα σηµείο P που δεν της ανήκει, δεν 

υπάρχει ευθεία που περνάει από το P και είναι παράλληλη στην ευθεία d.» 

    Ο Bernhard Riemann (1826–1866) γεννήθηκε στο Αννόβερο και υπήρξε, 

όπως και οι άλλοι προαναφερθέντες, πρώιµο ταλέντο. Σε ηλικία 16 ετών, µαθητής 

του Gymnasium Johanneum του Luneburg, έδειξε µεγάλη κλίση στα µαθηµατικά και 

ο διευθυντής του επέτρεψε να µελετά τα κείµενα της ιδιωτικής του βιβλιοθήκης. Το 
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1846 µπήκε στο πανεπιστήµιο του Gottingen όπου ξεκίνησε τη σταδιοδροµία του 

στη θεολογία. Ωστόσο, πέρασε στο τµήµα της φιλοσοφίας όπου περιλαµβάνονταν οι 

σπουδές των µαθηµατικών. Στους καθηγητές του συγκαταλέγονται οι Mortiz, Stern 

και Gauss. Στο πανεπιστήµιο του Βερολίνου, όπου εισήλθε το 1847, σπούδασε υπό 

την προστασία των Steiner, Jacobi, Dirichlet και Αϊζενστάιν. Επέστρεψε στο 

Gottingen για να ολοκληρώσει το διδακτορικό του στη φιλοσοφία µε επιβλέποντα 

τον Gauss. Το 1857, το πρώτο του µάθηµα ως καθηγητής πανεπιστηµίου αφορούσε 

την αναδιατύπωση της έννοιας της γεωµετρίας, µολονότι η έκθεση αυτή δε 

δηµοσιεύτηκε παρά µόνο δύο χρόνια µετά το θάνατό του. Ο Riemann, εξέχον µέλος 

της Ακαδηµίας Επιστηµών του Βερολίνου, εγκατέλειψε τη Γερµανία αναζητώντας 

ηπιότερα κλίµατα για τη θεραπεία της φυµατίωσής του. Πέθανε στην Ιταλία.  

Λέγεται πως όταν ο Riemann ήταν µαθητής του Gauss στο πανεπιστήµιο του 

Gottingen, ο καθηγητής χρειάστηκε να επιλέξει έναν υπεύθυνο τάξης σε ορισµένες 

περιπτώσεις και εφηύρε για το σκοπό αυτόν έναν τρόπο εκλογής:  

«Καθένας θα προτείνει τρία θέµατα της επιλογής του. Το τµήµα θα επιλέξει ένα 

από τα τρία και ο επιλεγµένος µαθητής θα αναπτύξει το θέµα σε µία τρίωρη 

παρουσίαση».  

Ο Riemann επέλεξε να σχολιάσει το έργο του Lobachevski «Νέα στοιχεία 

γεωµετρίας» και στη διάρκεια της παρουσίασης έκανε την περίφηµη δήλωση του  

«Ο Ευκλείδης λέει πως από ένα σηµείο έξω από µία ευθεία περνάει µόνο µία 

παράλληλη ευθεία. Ο Lobachevski λέει πως περνάνε άπειρες. Εγώ λέω πως δεν περνά 

καµία».    

Πιο κάτω, στην ίδια παρουσίαση, ο Riemann πρόσθεσε «Έτσι, καθώς η 

απείρως ευθεία γραµµή δεν υπάρχει, αφού τελικά µετατρέπεται σε καµπύλη, δεν 

υπάρχει ούτε και ευθύ επίπεδο, αφού αν το προεκτείνουµε, πρέπει να ακολουθήσει την 

καµπυλότητα του σύµπαντος. Καθώς όµως θα την ακολουθήσει σε όλες τις 

διευθύνσεις, το µοναδικό καµπύλο επίπεδο είναι σφαιρικό. ∆εν υπάρχει άλλη 

γεωµετρία πλην αυτής που περιγράφεται πάνω σε µια σφαίρα.»  

Αυτή η ακριβής ακαδηµαϊκή έκθεση περιλάµβανε ήδη την ουσία της 

γεωµετρίας του Riemann, η οποία διέφερε από αυτήν του Ευκλείδη και του 

Lobachevski. Στη γεωµετρία του Riemann, δεν υπάρχουν παράλληλες ευθείες και το 

άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου είναι µεγαλύτερο από 180°. Η επιφάνεια µιας 

σφαίρας είναι το καλύτερο µοντέλο για την αναπαράσταση της γεωµετρίας του 

Riemann. Το επίπεδο µέσα στο οποίο την κατασκεύασε ήταν η επιφάνεια της 

σφαίρας, ειδική περίπτωση αυτού που ονοµάζουµε ελλειψοειδές, µιας σφαίρας 

δηλαδή διευρυµένης στα δύο άκρα. Στο µοντέλο αυτό, όπως και στην περίπτωση της 

υπερβολικής γεωµετρίας, οι ευθείες ονοµάζονται γεωδαιτικές και είναι οι µέγιστοι 

κύκλοι, δηλαδή οι περιφέρεις που διαιρούν τη σφαίρα σε δύο ίσα ηµισφαίρια (δύο 

ίσα «µισά πορτοκαλιού»). 
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 Όλες οι παράλληλες ευθείες τέµνονται µεταξύ του και το τρίγωνο ABC 

περιλαµβάνει δύο ορθές γωνίες, ούτως ώστε το άθροισµα των γωνιών του να είναι 

µεγαλύτερο από 180°. Στη γεωµετρία αυτή, όσο µεγαλύτερο το εµβαδόν ενός 

τριγώνου, τόσο µεγαλύτερο το άθροισµα των γωνιών του. Τα µόνα παρόµοια 

τρίγωνα είναι αυτά που είναι ίσα (που ταυτίζονται δηλαδή εάν τοποθετηθούν το ένα 

επάνω στο άλλο). Συνεπώς, η επιφάνεια της σφαίρας είναι ένα παράδειγµα 

ελλειπτικής γεωµετρίας. Όπως µπορούµε να παρατηρήσουµε στο σχήµα αυτό, το 

άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου που σχεδιάζεται επάνω στην εν λόγω επιφάνεια 

είναι µεγαλύτερο από 180°. Ο Riemann δεν κατασκεύασε µόνο την ελλειπτική 

γεωµετρία, αλλά αφοσιώθηκε και στο χειρισµό των αλγεβρικών εξισώσεων 

(διαφορικές εξισώσεις) προκειµένου να ελαχιστοποιήσει τις αποστάσεις.  

Αφετέρου, ανέλυσε εξίσου επιτυχώς την καµπυλότητα οποιουδήποτε χώρου 

3 διαστάσεων και υπέδειξε πως οι θεωρίες του θα µπορούσαν να εφαρµοστούν και 

σε χώρους περισσότερων διαστάσεων. Τα αποτελέσµατα του χρησιµοποιήθηκαν 

αργότερα από τον Άλµπερτ Αϊνστάιν στη θεωρία της σχετικότητας για την 

περιγραφή του σύµπαντος. 

 

22. Ο σφαιρικός κόσµος του Riemann 

Μπορούµε να κάνουµε µια ενδιαφέρουσα άσκηση µε µια µπάλα για να 

κατανοήσουµε καλύτερα τη γεωµετρία του Riemann. Πάνω στην ξεφούσκωτη και 

εντελώς επίπεδη µπάλα, σχεδιάζουµε ένα κοµµάτι ευθείας γραµµής, της οποίας 

µετράµε το µήκος. ∆ίπλα, σχεδιάζουµε ένα τρίγωνο. Όταν φουσκώνουµε την µπάλα, 

τα σχέδια που έχουν γίνει µέσα στο επίπεδο παραµορφώνονται. Τι µπορούµε να 

παρατηρήσουµε για την ευθεία και το τρίγωνο; Η ευθεία έχει κυρτωθεί; 

 
Το άθροισµα των γωνιών τριγώνου 

παραµένει 180°; Πάνω στην µπάλα, η 

γραµµή είναι µία καµπύλη που ονοµάζεται 

γεωδαιτική, δηλαδή ένας από τους µέγιστους 

κύκλους της σφαίρας. Ο Riemann δε 

µπόρεσε ποτέ να κάνει την άσκηση αυτή 

αφού στην εποχή του δεν υπήρχαν 

φουσκωτές µπάλες. 

 

 

 

23. Γεωµετρικές συγγένειες 

    Οφείλουµε την ταξινόµηση των γεωµετριών σε τρεις κατηγορίες στον Felix 

Klein και στον ιδρυτή της σύγχρονης αγγλικής σχολής καθαρών µαθηµατικών 

Arthur Cayley (1821–1895). Είναι αυτοί που ονοµατοδότησαν την υπερβολική και 

την ελλειπτική γεωµετρία και επιπλέον χαρακτήρισαν την ευκλείδεια γεωµετρία 

παραβολική. Στην πραγµατικότητα, οι µη ευκλείδειες γεωµετρίες δεν 

ανταγωνίζονται την ευκλείδεια γεωµετρία. Ο κατάλογος των διαφορών τους είναι 

µακρύς, το ίδιο όµως ισχύει και για τις συγγένειές τους. Στην ευκλείδεια γεωµετρία, 

δύο ξεχωριστές ευθείες τέµνονται σε ένα σηµείο και το ίδιο ισχύει και στη 

γεωµετρία του Lobachevski. Κατά τον Riemann, µπορούν να τέµνονται σε ένα ή σε 

δύο σηµεία. Στο µοντέλο σφαίρας του Riemann, δύο ευθείες (δηλαδή δύο µέγιστοι 

κύκλοι) τέµνονται πάντα σε ένα σηµείο και στον αντίποδά του.   
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Κατά τον Ευκλείδη, έστω ευθεία d και σηµείο P έξω από την ευθεία αυτή, 

υπάρχει και µία και µοναδική παράλληλη προς την d η οποία περνά από το P. Κατά 

τον Lobachevski, υπάρχουν τουλάχιστον δύο. Κατά τον Riemann δεν υπάρχει καµία.  

Από την άλλη, ο Ευκλείδης λέει πως οι παράλληλες ευθείες είναι ισαπέχουσες, ενώ ο 

Lobachevski πως κάτι τέτοιο δεν ισχύει. Όσο για το άθροισµα των γωνιών ενός 

τριγώνου, είναι 180° για τον Ευκλείδη, µικρότερο από 180° για τον Lobachevski και 

µεγαλύτερο από 180° για τον Riemann. Αν θεωρήσουµε ένα σηµείο σε µία ευθεία, 

αυτό χωρίζει την ευθεία σε δύο µέρη για τον Ευκλείδη και τον Lobachevski, ενώ για 

τον Riemann, τα πράγµατα είναι διαφορετικά. Κατά τον Ευκλείδη, δύο τρίγωνα µε 

ίσες οµόλογες γωνίες είναι όµοια, ενώ για τον Lobachevsky και τον Riemann είναι 

ίσα (ταυτίζονται εάν τοποθετηθούν το ένα πάνω στο άλλο).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Οι διαφορές συνοψίζονται στον παρακάτω πίνακα: 
Γεωµετρία Ιδρυτής Παράλληλες σε ένα 

εξωτερικό σηµείο 

Άθροισµα γωνιών 

τριγώνου 

Οι ευθείες 

είναι 

Επίπεδη Ευκλείδης Μία 180° Άπειρες 

Υπερβολική 

Bolyai – 

Lobachevski   

Περισσότερες από 

µία Μικρότερο από 180° Άπειρες 

Ελλειπτική Riemann Καµία Μεγαλύτερο από 180° Πεπερασµένες 

    

Η γεωµετρία του Ευκλείδη µπορεί να κατασκευαστεί στην επιφάνεια ενός 

επιπέδου, η υπερβολική στην επιφάνεια µιας ψευδόσφαιρας και η ελλειπτική στην 

επιφάνεια µιας σφαίρας. Στα µοντέλα αυτά, µπορούµε να ερµηνεύσουµε το αξίωµα 

των παραλλήλων που υιοθετεί κάθε γεωµετρία.   Τα επόµενα σχήµατα αναπαριστούν 

το βασικό αξίωµα κάθε γεωµετρίας και το µοντέλο των επιφανειών επάνω στις 

οποίες προβάλλονται. Επιτρέπουν να εικονοποιήσουµε την όψη ενός ορθογωνίου σε 

κάθε µία από τις γεωµετρίες. 
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Ευκλείδεια γεωµετρία               Υπερβολική γεωµετρία             Σφαιρική γεωµετρία 

Σε ένα ευκλείδειο «ορθογώνιο», οι γωνίες ενός τριγώνου είναι 90°, στην υπερβολική γεωµετρία 

µικρότερες από 90° και στην ελλειπτική µεγαλύτερες από 90° 

 

Ευκλείδεια γεωµετρία               Υπερβολική γεωµετρία             Σφαιρική γεωµετρία 

 

Στο ευκλείδειο επίπεδο, µία µόνο παράλληλη προς την r περνά από το P. Στην ψευδόσφαιρα του 

κέντρου, άπειρες ευθείες παράλληλες προς τις r1, r2  περνάνε από το P και περιλαµβάνονται όλες 

ανάµεσα στο r1, r2 . Έστω µία σφαιρική επιφάνεια, δεν περνάει καµία παράλληλη από το P. Κάθε 

ευθεία r τέµνει κάθε άλλη ευθεία που περνά από το P 

 

24. Ο Ευκλείδης στην πραγµατικότητα 

Σε κάθε υδρόγειο σφαίρα µπορούµε να παρατηρήσουµε πως οι µεσηµβρινοί 

είναι παράλληλες ευθείες, κάθετες στον ισηµερινό και τέµνονται όλοι σε δύο όµοια 

σηµεία στους δύο πόλους της σφαίρας. Επιπλέον, πρόκειται για πεπερασµένες 

ευθείες. Το ίδιο αποτέλεσµα µπορούµε να παρατηρήσουµε στις δύο παράλληλες 

γραµµές ενός ευθύ και µακριού δρόµου, τέµνονται στον ορίζοντα.  

Τα ίδια τα επιχειρήµατα του Ευκλείδη υποδεικνύουν τις νέες γεωµετρίες. 

Από την άλλη πλευρά, εάν τοποθετηθούµε στην εξωτερική επιφάνεια µιας µπάλας 

και σχεδιάσουµε ένα τρίγωνο, πως θα είναι οι εσωτερικές γωνίες του; Και εάν 

τοποθετηθούµε στην εσωτερική όψη, πώς θα είναι τότε οι εσωτερικές γωνίες του 

τριγώνου; Ας φανταστούµε µια τεράστια µπάλα, απείρως µεγάλη, στην επιφάνεια 

της οποίας βρίσκονται άπειρα µικρά ανθρωπάκια. Στον κόσµο τους, αυτές οι 

επιφάνειες που ήταν καµπύλες είναι τώρα επίπεδες δηλαδή ευκλείδειες.  

 

25. Ένας αγώνας δρόµου µυρµηγκιών 

    Το παράδειγµα του αγώνα δρόµου των µυρµηγκιών χρησιµοποιείται συχνά 

για την αναπαράσταση των 3 τυπολογιών γεωµετριών και για τη σαφή και 

παραστατική απεικόνιση των διαφορών και των οµοιοτήτων τους. Ας φανταστούµε 

δύο µυρµήγκια που συµµετέχουν στον αγώνα δρόµου. Αρχίζουν τον αγώνα µαζί και 
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τουλάχιστον στην αρχή, µετακινούνται ταυτόχρονα ακολουθώντας τελείως 

παράλληλες πορείες.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Τα µυρµήγκια τρέχουν µπροστά χωρίς να αποκλίνουν, σε συνάρτηση όµως 

το είδος επιφάνειας κάθε γεωµετρίας, οι ευθύγραµµες τροχιές του θα έχουν 

διαφορετικές όψεις. Αν τα µυρµήγκια µετακινούνται πάνω σε µια εντελώς επίπεδη 

επιφάνεια, σε µια ευκλείδεια επιφάνεια δηλαδή, οι τροχιές τους δε θα χωριστούν 

ούτε θα αποµακρυνθούν και θα διατηρήσουν την ίδια µεταξύ τους απόσταση. Αν η 

επιφάνεια είναι καµπύλη, είτε θα διαχωριστούν είτε θα πλησιάσουν. Όπως φαίνεται 

στο σχέδιο, αν η επιφάνεια είναι σφαιρική, θα τµηθούν αναπόφευκτα, αφού ο χώρος 

πάνω στον οποίο κινούνται δεν είναι απλώς καµπύλος, αλλά κοίλος.  

Στην περίπτωση υπερβολικής επιφάνειας, θα αποµακρύνονταν όλο και 

περισσότερο εφόσον η καµπυλότητα είναι κυρτή.  Για να διατηρήσουν την ίδια 

µεταξύ τους απόσταση στον σφαιρικό ή υπερβολικό κόσµο, έπρεπε να αποκλίνουν 

από την πορεία τους, υποχρεωµένες να απαρνηθούν την έννοια της παραλληλότητάς 

τους και να εγκαταλείψουν, συνεπώς, το αξίωµα των παραλλήλων. Εκ των 

πραγµάτων σε τέτοιους κόσµους, η παραλληλότητα θα ήταν απολύτως διαφορετική 

από αυτό που πρεσβεύει στον ευκλείδειο κόσµο. Υπό αυτή την έννοια, είναι 

σηµαντικό να κατανοήσουµε πως οι άνθρωποι του σφαιρικού ή υπερβολικού κόσµου 

δεν θα συνειδητοποιούσαν το γεγονός πως αποµακρύνονται ή πλησιάζουν, αφού τα 

όργανα µέτρησης της απόστασης που τους χωρίζει θα παραµορφώνονταν 

ταυτόχρονα µε τις πορείες τους. Όµως θα το συνειδητοποιούσαν εάν διέθεταν 

«ευκλείδεια όργανα µέτρησης».  

 

26. Αϊνστάιν εναντίον Ευκλείδη 

    Οι εισφορές στην µη ευκλείδεια γεωµετρία, και ειδικότερα αυτές του 

Riemann, τροφοδότησαν τις θεωρίες του Γερµανού φυσικού Άλµπερτ Αϊνστάιν 

(1879–1955). Η φυσική θεωρία της σχετικότητας είναι γεµάτη από µαθηµατικές 

έννοιες καµπυλοτήτων του χώρου και του χρόνου. Ενώνοντας τους δύο κλάδους και 

συνδυάζοντας την πρωτοποριακή γνώση της εποχής του, ο Αϊνστάιν κατόρθωσε να 

ερµηνεύσει τις κινήσεις του Ήλιου, των πλανητών και των άστρων. Πάνω στη βάση 

της µη ευκλείδειας γεωµετρίας, µπόρεσε να συνδέσει µέσω εξισώσεων την 

καµπυλότητα του χωροχρόνου µε το περιεχόµενο του σε µάζα και ενέργεια. 

 

27. Η θεωρία της σχετικότητας 

    Η θεωρία σχετικότητας παρέχει µια περιγραφή του σύµπαντος µε όρους 

χωροχρόνου. Η ισοδυναµία µεταξύ µάζας (m) και ενέργειας (E) δίνεται από τη 

σχέση E=m*c2, όπου c η ταχύτητα του φωτός (299.792,458 km/s). Η θεωρία 

αιτιολογεί τις ιστορικές αποκλίσεις µε τις κλασσικές αναλύσεις ορισµένων φυσικών 

φαινοµένων που χρησιµοποιούσαν ως µαθηµατικό µοντέλο µη ευκλείδειες 

γεωµετρίες, ειδικότερα αυτήν του Riemann, την οποία αξιοποιεί για να 
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αναπαραστήσει το σύµπαν µε µεγαλύτερη ακρίβεια. Στη θεωρία σχετικότητας, ο 

χώρος και ο χρόνος είναι φυσικές µετρήσεις που χρησιµεύουν για να ορίσουν την 

απόσταση και τη σχετική κίνηση των αντικειµένων. Το σύµπαν είναι καµπύλο εξ 

αιτίας της απόκλισης των φωτεινών ακτινών που οφείλεται στα αντικείµενα 

(εµπόδια) µέσα στο χώρο, σχηµατίζοντας αυτό που αποκαλούµε γεωδαιτικές 

καµπύλες. Η καµπυλότητα του χωροχρόνου του Αϊνστάιν καθορίζεται από τη 

βαρύτητα. Είδαµε προηγουµένως µια άσκηση σε ένα γυαλιστερό σεντόνι, µε το 

οποίο ήµαστε σε θέση να παρατηρήσουµε πώς ένα βαρύ αντικείµενο µπορεί να 

δηµιουργήσει µια πτύχωση και πώς τα αντικείµενα έλκονται από την τρύπα που 

δηµιουργεί η πτύχωση αυτή. Η βαρύτητα πτυχώνει τον ευκλείδειο κόσµο µε τρόπο 

πολύ παρεµφερή µε αυτόν του αντικειµένου που βυθίζει το σεντόνι προς το 

εσωτερικό του κρεβατιού. Όταν υπάρχει βαρύτητα, το σύµπαν πτυχώνεται και 

παρουσιάζει µια ορισµένη καµπυλότητα.    

Η άφιξη της ευκλείδειας γεωµετρίας στην επιστηµονική σκηνή προτείνει 

στην επιστηµονική κοινότητα ένα συναρπαστικό σενάριο και της θέτει µία 

σηµαντική πρόκληση, να διαλευκάνει αν ο πραγµατικός φυσικός χώρος είναι 

ευκλείδειος, και αν δεν είναι, να αποφασίσει σε ποια γεωµετρική δοµή ή σε ποιο 

γεωµετρικό µοντέλο ανήκει. Πρέπει να αναµένουµε πως είναι δυνατόν ο χώρος να 

είναι ετερογενής, δηλαδή η γεωµετρική δοµή του (ευκλείδεια, υπερβολική ή 

ελλειπτική) να µην είναι ίδια στα διαφορετικά µέρη του χώρου. Φαίνεται προφανές 

πως για να βρεθεί η λύση στο πρόβληµα αυτό, χρειάζεται µια πειραµατική 

επαλήθευση των αξιωµάτων, τόσο του Ευκλείδη όσο και των οµολόγων του. 

 

28. Ο πατέρας της σχετικότητας 

Ο Άλµπερτ Αϊνστάιν γεννήθηκε στο Ulm της Γερµανίας. Από πολύ µικρή 

ηλικία ήταν παθιασµένος µε τα µαθηµατικά, επέδειξε όµως πάνω απ’ όλα µια 

δηµιουργικότητα που τον έσπρωχνε σταθερά µακριά από τις τυπικές ρουτίνες των 

οργανικών µαθηµατικών και της αποστήθισης. Έφυγε για την Ελβετία όπου 

απέκτησε το πτυχίο του στις φυσικές επιστήµες. Κατά τη νεανική του ηλικία όµως, 

αναγκάστηκε να εργαστεί στη διοίκηση µιας επιχείρησης διπλωµάτων ευρεσιτεχνίας 

στη Βέρνη, αφού η εβραϊκή του καταγωγή δεν του επέτρεπε να εργαστεί ως 

καθηγητής. Αφιέρωνε τον ελάχιστο ελεύθερο χρόνο του στη µελέτη και στην 

έρευνα. Το 1905 ανώνυµα δηµοσίευσε, την ειδική θεωρία της σχετικότητας (η οποία 

το 1916 επεκτάθηκε στη Γενική θεωρία της σχετικότητας), µε την οποία 

αναδιατύπωνε τις έννοιες του χώρου, του χρόνου και της ταχύτητας. Το έργο του 

φέρνει την επανάσταση στις θεωρίες του Νεύτωνα και διατυπώνει µια νέα ερµηνεία 

του σύµπαντος, βασισµένη σε γεωµετρίες όχι απαραίτητα ευκλείδειες. 

 

29. Το παράδοξο των διδύµων 

Η θεωρία της σχετικότητας θεωρεί πως ο πραγµατικός χώρος δεν είναι 

ευκλείδειος. Το κύριο επιχείρηµα υπήρξε η ανακάλυψη του φυσικού νόµου που 

διατείνεται πως δεν υπάρχει καµία ταχύτητα µεγαλύτερη από αυτήν του φωτός. Η 

διαµάχη σχετικά µε τη συστολή του χωροχρόνου αναπαρίσταται µε το παράδοξο των 

διδύµων. Ας φανταστούµε δύο διδύµους, ο ένας από τους δύο εγκαταλείπει τη Γη 

µέσα σε διαστηµόπλοιο που προσεγγίζει ταχύτητες κοντά στην ταχύτητα του φωτός, 

ενώ ο δίδυµός του παραµένει στη Γη. Μετά από µερικές δεκαετίες, ο ταξιδιώτης 

επιστρέφει στη Γη. Ο αδερφός του έχει γεράσει, ενώ ο ταξιδιώτης επιδεικνύει ακόµα 

αξιοζήλευτη ζωντάνια. Αν µια αποστολή πετάξει µε κατεύθυνση ένα άστρο µε 
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ταχύτητα 240.000 km/sec –ταχύτητα µετρηµένη από τη Γη– θα φτάσει στο άστρο σε 

50 χρόνια. Αντιθέτως, για το πλήρωµα του διαστηµόπλοιου, ο χρόνος θα 

συστελλόταν και θα είχαν ζήσει µόνο 30 χρόνια. Συνεπώς, κατά το πήγαινε έλα, τα 

µέλη του πληρώµατος θα είχαν γεράσει κατά 60 χρόνια και οι γήινοι κατά 100. Ο 

ρυθµός κατά τον οποίο κυλάει ο χρόνος εξαρτάται από την ταχύτητα του 

παρατηρητή. Ο χώρος και ο χρόνος συστέλλονται και διαστέλλονται. Η φυσική και 

τα µαθηµατικά είναι στην πραγµατικότητα οι φορείς της µέτρησης του χρόνου και 

της συνέργειάς του µε το χώρο. Η γεωµετρία είναι θεµελιώδης σε αυτή την ανάλυση. 

 

30. Η πραγµατική γεωµετρία 

    Η γενική θεωρία της σχετικότητας προτείνει ένα ενδιαφέρον συµπέρασµα, οι 

τρεις γεωµετρίες µπορούν να ισχύουν χωρίς να αναιρεί η µία την άλλη. Η 

σχετικότητα δεν αποκλείει καµία από αυτές. Όταν αναφερόµαστε σε µικρές 

αποστάσεις, όλες οι γεωµετρίες είναι ισοδύναµες. Ωστόσο, στον αστρονοµικό χώρο 

ή όταν ασχολούµαστε µε προβλήµατα σύγχρονης φυσικής, όπως οι θεωρίες της 

σχετικότητας ή της διάδοσης κυµάτων, οι µη ευκλείδειες γεωµετρίες παρέχουν µια 

ακριβέστερη περιγραφή των φαινοµένων που µελετάµε. Θα ήταν δυνατό να 

επιβεβαιώσουµε πως όλες οι γεωµετρίες προσαρµόζονται στην πραγµατικότητα 

αλλά κάθε µία από αυτές έχει τον τοµέα εφαρµογής της. Έτσι, κάθε γεωµετρία έχει 

τη θέση της στην έρευνα, αφού είναι η πιο κατάλληλη σε ορισµένους τοµείς της 

γνώσης και άρα δεν µπορούµε να αποδώσουµε καθολικό χαρακτήρα σε καµία από 

αυτές.   Όταν εκτελούµε µετρήσεις ή µετακινούµαστε στην επιφάνεια της σφαίρας, 

βρισκόµαστε στον κόσµο της ελλειπτικής γεωµετρίας. Όταν ταξιδεύουµε µε 

ταχύτητες που πλησιάζουν την ταχύτητα του φωτός, η γεωµετρία που πρέπει να 

εφαρµόσουµε στο χωροχρόνο είναι αυτή του Minkowski.  

Αντίθετα, στην προσπάθεια µας να κατανοήσουµε την ανθρώπινη όραση θα 

χρειαστούµε τη βοήθεια της υπερβολικής γεωµετρίας.  Η υπόθεση του Brentano, που 

πήρε αυτό το όνοµα προς τιµήν του Γερµανού ψυχολόγου Franz Brentano (1838–

1917), είναι πως οι άνθρωποι τείνουν να υπερτιµούν τις µικρές γωνίες και να 

υποτιµούν τις µεγάλες.  

Η υπόθεση αυτή αποδείχτηκε εµπειρικά. Σε αυτό προστίθεται το γεγονός πως 

η πλειονότητα των οπτικών ψευδαισθήσεων και τα κλασσικά πειράµατα αντίληψης 

οδηγούν στο συµπέρασµα πως ο χώρος που αντιλαµβάνεται ο άνθρωπος, είναι 

υπερβολικός.  Το ζήτηµα της γνώσης του ποια είναι τελικά η πραγµατική γεωµετρία 

θα ήταν εποµένως όχι µόνο γελοίο αλλά και αδύνατο πριν από τον 19ο αιώνα, 

γεγονός που αποδεικνύει τον ισχυρό πνευµατικό αντίκτυπο που είχε η ανακάλυψη 

των µη ευκλείδειων γεωµετριών και της θεωρίας της σχετικότητας.  

∆ε χωρά αµφιβολία πως οι νέες γεωµετρίες αποτελούν τη βάση των 

σηµαντικότερων επιστηµονικών θεωριών των τελευταίων ετών, καθώς αυτές 

αναδιαµόρφωσαν την ανθρώπινη αντίληψη για τον κόσµο. Όχι µόνο η σχετικότητα, 

αλλά και η ίδια η µελέτη του ατοµικού πυρήνα χρησιµοποιούν τους καινοτόµους 

τύπους και τις πρωτοποριακές έννοιές τους. Σε κάθε περίπτωση, όλα αυτά δε 

σηµαίνουν πως πρέπει να εγκαταλείψουµε την ευκλείδεια γεωµετρία σαν µια 

άχρηστη ανάµνηση του παρελθόντος. Η ευκλείδεια γεωµετρία παραµένει παρούσα 

καθηµερινά και εξακολουθεί να επιλύει θεµελιώδη προβλήµατα. Για να αλλάξουµε 

θέση στα έπιπλα της τραπεζαρίας, δε χρειάζεται να κάνουµε υπολογισµούς 

υπερβολικής γεωµετρίας, εκτός αν έχουµε τοποθετήσει την τραπεζαρία πάνω σε µια 

ψευδόσφαιρα. 
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Ευκλείδεια γεωµετρία Σφαιρική γεωµετρία 

Μία ευθεία γραµµή είναι ο πιο σύντοµος 

δρόµος ανάµεσα σε δύο σηµεία. 

Μια γεωδαιτική είναι ο πιο σύντοµος δρόµος 

ανάµεσα σε δύο σηµεία. 

Οι ευθείες είναι άπειρες. Η απόσταση µεταξύ 

δύο σηµείων δεν έχει όριο. 

 

Μια γεωδαιτική έχει µέγιστο πεπερασµένο 

µήκος 2R. Η µέγιστη απόσταση µεταξύ δύο 

σηµείων είναι πR. 

Υπάρχει µόνο µία και µοναδική ευθεία που 

συνδέει δύο σηµεία. 

Η γεωδαιτική είναι µοναδική µόνο όταν τα δύο 

σηµεία δεν είναι αντιδιαµετρικά, σε αντίθετη 

περίπτωση υπάρχουν άπειρες. 

Υπάρχουν ευθείες που δεν έχουν κανένα κοινό 

σηµείο και λέγονται παράλληλες. 

Οι ευθείες είναι οι µέγιστοι κύκλοι και 

τέµνονται πάντα. ∆εν υπάρχει παραλληλότητα 

µε την ευκλείδεια έννοια. 

∆ύο κάθετες ευθείες ορίζουν 4 ορθές γωνίες. ∆ύο κάθετες γεωδαιτικές δηµιουργούν 8 ορθές 

γωνίες. 

Ένα τρίγωνο περιλαµβάνει το πολύ µία ορθή 

γωνία. 

Ένα σφαιρικό τρίγωνο µπορεί να περιλαµβάνει 

0, 1, 2 και µέχρι 3 ορθές γωνίες. 

 

31. Γεωµετρία της υδρογείου σφαίρας 

    Αναφορικά µε τη γεωµετρία του πλανήτη Γη, δύο προβλήµατα που 

θεωρούνται κλασσικά προτάθηκαν από τον µαθηµατικό και εκπαιδευτικό George 

Polya (1887–1985). Το 1ο από αυτά συχνά εκλαµβάνεται ως αστείο, πρόκειται όµως 

για κρυφό χρυσωρυχείο µαθηµατικής γνώσης. Αφορά το πρόβληµα της πολικής 

αρκούδας. «Ένας ατρόµητος κυνηγός βγαίνει από τον καταυλισµό του και περπατά 

1km προς νότια. Στη συνέχεια γυρίζει και περπατά 1km προς ανατολικά. Εκεί, 

βλέπει µια αρκούδα, βγάζει το όπλο του και τη σκοτώνει. Ικανοποιηµένος, 

στρέφεται προς βορρά και αφού διανύει ακριβώς 1km, ξαναβρίσκεται στο σηµείο 

εκκίνησης στον καταυλισµό. Τι χρώµα είχε η αρκούδα;» Η πορεία του κυνηγού 

διαγράφει ένα τόξο µεσηµβρινού όταν µετακινείται προς νότο ή προς βορρά και ένα 

τόξο παραλλήλου (παράλληλου προς τον ισηµερινό) όταν µετακινείται ανατολικά. 

Αν ο κυνηγός επιστρέψει στο σηµείο εκκίνησής του ακολουθώντας ένα µεσηµβρινό 

διαφορετικό από αυτόν που ακολούθησε ξεκινώντας, το σηµείο εκκίνησής του είναι 

υποχρεωτικά ο Βορράς. ∆ιαφορετικά, αν διένυε έναν ολόκληρο παράλληλο, ή δύο ή 

τρεις, θα µετακινούνταν προς ένα σηµείο κοντά στο Νότιο Πόλο. Σε κάθε 

περίπτωση, η απάντηση είναι πως η αρκούδα ήταν λευκή, σε απόσταση 1km από το 

Βόρειο Πόλο, δε θα µπορούσε να είναι κάτι άλλο.  

Το 2ο πρόβληµα του Polya είναι λιγότερο γνωστό, αλλά εξίσου ενδιαφέρον. 

Πρόκειται για το πρόβληµα του Ροµπέρτο.  «Ο Ροµπέρτο ψάχνει ένα οικόπεδο 

τελείως οριζόντιο, οριοθετούµενο από 4 πολύ συγκεκριµένες ευθείες γραµµές: οι 2 από 

αυτές θα πρέπει να έχουν κατεύθυνση βορρά-νότο και οι άλλες 2, ανατολή-δύση. Κάθε 

µία θα πρέπει να έχει µήκος 1.000 m ακριβώς. Μπορεί ο Ροµπέρτο να βρει ένα τέτοιο 

οικόπεδο στο Μεξικό;»  Ο συλλογισµός που πρέπει να κάνουµε είναι ίδιος µε αυτόν 

του προηγούµενου παραδείγµατος. Το οικόπεδο που ψάχνει ο Ροµπέρτο οριοθετείτε 

από δύο µεσηµβρινούς και δύο παραλλήλους. Ας φανταστούµε δύο σταθερούς 

µεσηµβρινούς και έναν παράλληλο που αποµακρύνεται από τον ισηµερινό, το τόξο 

αυτού του κινητού παραλλήλου, που τέµνεται από τους δύο σταθερούς 

µεσηµβρινούς µειώνεται σηµαντικά. Το κέντρο ενός οικοπέδου µε αυτά τα 

χαρακτηριστικά µπορεί να βρίσκεται µόνο στον ισηµερινό. Ρίχνοντας όµως µια 

µατιά σε έναν άτλαντα, θα δούµε πως οι απαιτήσεις του Ροµπέρτο δε µπορούν να 

ικανοποιηθούν στο Μεξικό. 
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32. Παράλληλοι και µεσηµβρινοί 

    Από την εποχή του Πυθαγόρα µέχρι του GPS (Global Positioning System), 

υπάρχει ένα σύστηµα που στηρίζεται στις έννοιες του γεωγραφικού µήκους και 

γεωγραφικού πλάτους, το οποίο επιτρέπει τον κατά προσέγγιση  εντοπισµό στην 

επιφάνεια της Γης (ή οποιασδήποτε άλλης σφαίρας). Οι µέγιστοι κύκλοι που περνάν 

από τους Πόλους ονοµάζονται µεσηµβρινοί και οι κάθετες σε αυτούς γραµµές 

παράλληλοι.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η Γη µοιάζει µε ένα πορτοκάλι, όπου οι µεσηµβρινοί είναι τα όρια ανάµεσα 

στα κοµµάτια του και τα σηµεία όπου διασταυρώνονται ο Βόρειος και ο Νότιος 

Πόλος. Από όλους τους παραλλήλους, αυτός που αντιστοιχεί στο µέγιστο κύκλο 

είναι ο ισηµερινός και διαιρεί την υδρόγειο σφαίρα σε δύο ίσα µέρη. Ονοµάζουµε 1ο 

µεσηµβρινό ή γεωγραφικό µήκος µηδέν τον µεσηµβρινό που περνά από την αγγλική 

κοινότητα του Γκρίνουιτς.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το πλάτος είναι η απόσταση προς Βορρά, δηλαδή προς το επάνω µέρος της 

σφαίρας, ή προς Νότο, προς το κάτω µέρος της σφαίρας και µετριέται σε γωνιακές 
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µοίρες. Το µήκος είναι η απόσταση προς την Ανατολή, δηλαδή προς τα δεξιά της 

σφαίρας, ή προ της ∆ύση, δηλαδή προς τα αριστερά της σφαίρας και µετριέται σε 

γωνιακές µοίρες µε αφετηρία τον 1ο µεσηµβρινό ή µεσηµβρινό του Γκρίνουιτς.  

Όλα τα σηµεία ενός δεδοµένου παραλλήλου έχουν το ίδιο πλάτος και όλα τα 

σηµεία ενός δεδοµένου µεσηµβρινού το ίδιο µήκος. Το 1ο ζήτηµα που τίθεται βάσει 

αυτών των πληροφοριών είναι προφανές. Αν σκοπός του συστήµατος αυτού είναι ο 

εντοπισµός των σηµείων και ο προσανατολισµός πάνω στην επιφάνεια της Γης, γιατί 

µετράµε το µήκος και το πλάτος σε µοίρες και όχι σε χιλιόµετρα; Αρχικά, ας 

επισηµάνουµε πως η επιφάνεια πάνω στην οποία τα υπολογίζουµε είναι µια σφαίρα. 

Για να καθορίσουµε τη θέση ενός σηµείου πάνω στη σφαίρα, χρειαζόµαστε µόνο 2 

συντεταγµένες, εφόσον η σφαίρα ως δισδιάστατη επιφάνεια δεν έχει τρίτη διάσταση.  

Αυτό το σηµείο χρειάζεται µία λεπτοµερέστερη εξήγηση. Ας πάρουµε έναν 

κύκλο που χωρίζεται σε 360°. Αν χαράξουµε δύο κάθετες που περνάνε από το 

κέντρο του, έχουµε τέσσερα χωρία (τεταρτηµόρια) των 90° τους κυκλικούς τοµείς.  
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Μπορούµε να κατασκευάσουµε νέους πιο µικρούς τοµείς χαράσσοντας 

περισσότερες ευθείες που περνούν από το κέντρο. Οι τοµείς αυτοί χαρακτηρίζονται 

από το γωνιακό τους µέτρο, το οποίο µπορούµε να αναθέσουµε σε κάθε σηµείου του 

κύκλου. Ας αναπαραστήσουµε τώρα µια σφαίρα, στη θέση αυτού του κύκλου.  

Αν διαιρέσουµε τη σφαίρα σε δύο µέρη, από τον έναν πόλο στον άλλον, 

µπορούµε να δουλέψουµε µε γωνίες ακολουθώντας την προηγούµενη ιδέα και 

συνεπώς, να καθορίσουµε τη θέση ενός σηµείου υποδεικνύοντας δύο γωνιακές τιµές, 

το γεωγραφικό του µήκος και πλάτος. Μετράµε τις γωνίες προς ανατολικά (δεξιά) 

ξεκινώντας από τον µεσηµβρινό 0° και προς δυτικά (αριστερά) µέχρι να 

συναντήσουµε τον αντιµεσηµβρινό, δηλαδή αυτόν που είναι διαµετρικά αντίθετος µε 

τον πρώτο. Το µήκος µετριέται εποµένως µέχρι τις 180°, το µισό δηλαδή των 360°, ή 

αλλιώς 90° + 90°. Μπορούµε να θεωρήσουµε τον ισηµερινό και τον µεσηµβρινό του 

Γκρίνουιτς ως άξονες συντεταγµένων. Όσο για το πλάτος, περιλαµβάνεται πάντα 

µεταξύ 0° και 90°, και πάντα προς Βορρά ή προς Νότο. 

Γεωµετρικές ζώνες της Γης. Θα µπορούσαµε να τεµαχίσουµε τη Γη σε 

αµέτρητες φέτες, ορισµένου αριθµού µοιρών η κάθε µία. ∆ίνουµε ένα όνοµα σε 

ορισµένες από αυτές επειδή χρησιµοποιούνται για σκοπούς εντοπισµού. Είναι οι 

περίφηµοι Πολικοί Κύκλοι, οι θερµοί τροπικοί και ο ισηµερινός. 

∆ύο άκρα στον κόσµο. Οι πόλεις της Νέας Υόρκης και του Σύδνεϋ δε 

βρίσκονται ακριβώς στον αντίποδα η µία της άλλης, δηλαδή δεν είναι 

αντιδιαµετρικές ως προς την επιφάνεια του πλανήτη, είναι όµως βέβαιο πως η 

µεταξύ τους απόσταση είναι πολύ µεγάλη. Οι συντεταγµένες τους σε πλάτος και 

µήκος, όσο ακριβείς κι αν είναι, δεν µπορούν να αποδώσουν αυτή τη λεπτοµέρεια. 

 
Χώρα Πόλη Πλάτος Μήκος 

Ηνωµένες Πολιτείες Νέα Υόρκη 40,47 N 73,58 W 

Αυστραλία Σύδνεϋ 33,13 S 151,42 E 

 

 

3 σηµεία 

διαφορετικού 

πλάτους και 

µήκους σε 

διαφορετικές 

προβολές πάνω 

στην υδρόγειο 

σφαίρα. Αν τα 

συνδέσουµε σε 

επίπεδη 

προβολή, 

έχουµε ένα 

συµβατικό 

τρίγωνο, το 

οποίο σε 

σφαιρική 

προβολή, θα 

είναι ένα 

σφαιρικό 

τρίγωνο. 
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33. Από το χάρτη των 2 ηµισφαιρίων στο Google Earth 

      Η κλασσική υδρόγειος σφαίρα που βλέπουµε στις αίθουσες διδασκαλίας είναι 

µια σφαίρα που συνίσταται σε ένα πλέγµα του οποίου τα κοµµάτια αντιστοιχούν 

στους µεσηµβρινούς και στους παράλληλους του πλανήτη µας. Σε ορισµένα σχολεία, 

συναντάµε κάποιες φορές τον επίπεδο χάρτη των δύο ηµισφαιρίων, µε τις 

υποδιαιρέσεις που θυµίζουν καρτεσιανό επίπεδο. Αυτές του επάνω αριστερού 

τµήµατος του χάρτη ορίζουν το δυτικό µήκος και αυτές του δεξιού, το ανατολικό.    

     Οµοίως, οι πλευρικές διαιρέσεις υποδεικνύουν το βόρειο πλάτος στην άνω ζώνη 

ή το νότιο πλάτος στο κάτω τµήµα. Οι εικόνες δείχνουν δύο εκδοχές παγκόσµιων 

χαρτών. Στην πρώτη, οι µεσηµβρινοί και οι παράλληλοι είναι ευθείες, ενώ στη 

δεύτερη έχουν σχεδιαστεί µε καµπυλότητα. 

 

34. Ποια είναι η πιο σύντοµη απόσταση ανάµεσα στη Βαρκελώνη και το Τόκιο; 

           Χρησιµοποιώντας έναν έντυπο παγκόσµιο χάρτη, βλέπουµε πως η 

Βαρκελώνη βρίσκεται περίπου στις 2°Ε, 41°Ν, ενώ το Τόκιο στις 140°Ε, 36°Ν. Αν 

θεωρήσουµε το σφαιρικό τρίγωνο που ορίζεται από τις γωνίες A, B, D (που 

βρίσκεται στο Βόρειο Πόλο) και αν A η θέση της Βαρκελώνης και Β του Τόκιο, 

µπορούµε να σχεδιάσουµε το εξής σχήµα: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      Έστω d η πλευρά που αντιστοιχεί στη γεωδαιτική που συνδέει Βαρκελώνη µε 

Τόκιο. Η τιµή του d είναι η ελάχιστη απόσταση µεταξύ των δύο πόλεων. Για να την 

υπολογίσουµε, θα χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα του συνηµίτονου για τα σφαιρικά 

τρίγωνα cos � = cos � ⋅ cos � + sin � ⋅ sin � ⋅ cos�. 

   Βλέπουµε πως για να υπολογίσουµε την d, µας λείπουν οι τιµές a, b και αυτή της 

γωνίας D. Για να υπολογίσουµε το µήκος µιας πλευράς ενός σφαιρικού τριγώνου, 

θεωρούµε τον ισηµερινό ως άξονα των τετµηµένων ενός καρτεσιανού επιπέδου και 

αφαιρούµε 90° από το πλάτος σε µοίρες από το θεωρούµε σηµείο. Στην περίπτωση 

της γωνίας D, θα κάνουµε το ίδιο λαµβάνοντας αυτή τη φορά το µεσηµβρινό του 

Γκρίνουιτς ως άξονα των συντεταγµένων 

a=90º–41º=49º 

b=90º–36º=54º 

D=140º–2º=138º 

   Αντικαθιστώντας τις τιµές αυτές στον τύπο των συνηµίτονων και χρησιµοποιώντας 

απλή αριθµοµηχανή, έχουµε 

cos(d)=cos(49º)*cos(54º)+sin(49º)*cos(138º)= 

=0,656059029*0,5877852523+0,7547095802*0,809016944*(–0,7431448255)= 

= –0,06812225162 

   Εδώ, µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το πλήκτρο cos-1 της αριθµοµηχανής για να 

βρούµε πως η απόσταση d θα ήταν 93,90614266°.  Θα ήταν ακόµα πιο χρήσιµο να 
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γνωρίζουµε την απόσταση αυτή σε χιλιόµετρα. Μπορούµε να υπολογίσουµε το 

µήκος ενός µέγιστου κύκλου της υδρόγειου σφαίρας λαµβάνοντας ως τιµή της 

ακτίνας της Γης τα 6.350 km και εφαρµόζοντας τον τύπο 

2*π*R= 2*π*6.350= 39.898,23 km 

   Έχουµε έτσι 39 898,23 km που αντιστοιχούν σε µία πλήρη περιφέρεια (360°). Το 

ερώτηµα που τίθεται τότε είναι το εξής: σε πόσα χιλιόµετρα αντιστοιχεί µία γωνία 

93,90614266°;  Έστω x η ζητούµενη τιµή, µια απλή µέθοδος των τριών θα µας 

δώσει το αποτέλεσµα  
360

39.898,23
=
93,90614266

�
 

   Που για x, δίνει το αποτέλεσµα: x = 10.407,11878 km 

 
 

Αρχική σελίδα του προγράµµατος 

GoogleEarth, ένας απλός τρόπος για να τα 

«ταξιδέψουµε» σε ολόκληρο τον πλανήτη και 

εξαιρετικό εργαλείο υπολογισµού της 

απόστασης ανάµεσα σε δύο σηµεία της 

υδρόγειου σφαίρας. 

          

 

 

          Συνεπώς, η απόσταση ανάµεσα στη Βαρκελώνη και το Τόκιο είναι περίπου 

10.344 km. Το πιο εντυπωσιακό είναι πως µπορούµε να έχουµε αυτό το αποτέλεσµα 

ρίχνοντας απλώς µια µατιά στο χάρτη.    Η σύγχρονη τεχνολογία επιτρέπει να 

υπολογίσουµε τις αποστάσεις αυτές µε µεγάλη ακρίβεια. Εξειδικευµένα 

προγράµµατα, όπως το Google Earth, κάνουν τους υπολογισµούς αυτούς µε 

ταχύτητα και ακρίβεια. Το προαναφερθέν πρόγραµµα για παράδειγµα δίνει 

10.422,62 km. για την ελάχιστη απόσταση ανάµεσα σε Βαρκελώνη και Τόκιο.    

Προξενεί εντύπωση το γεγονός πως οι υπολογισµοί που γίνονται µε έναν πίνακα δε 

διαφέρουν πολύ από αυτούς που εκτελούνται από ένα εξειδικευµένο λογισµικό.  

         Ο υπολογισµός του Google Earth εµφανίζει διαφορά µόνο 98 km. Τα 

προγράµµατα όµως αυτά επιτρέπουν τον υπολογισµό αποστάσεων από πολύ πιο 

συγκεκριµένα σηµεία, όπως για παράδειγµα τον ακριβή αριθµό µιας οδού. Ένα 

τέτοιο επίπεδο ακρίβειας είναι αδύνατο χρησιµοποιώντας έναν παραδοσιακό έντυπο 

παγκόσµιο χάρτη. Πράγµατι, η χρήση του υπολογιστή σε ειδικούς τοµείς της 

γεωµετρίας δηµιούργησε ένα νέο επιστηµονικό κλάδο που ονοµάζεται αλγοριθµική 

γεωµετρία. Τέλος, δε µπορούµε να ολοκληρώσουµε αυτό το ταξίδι µας στη 

γεωµετρία της υδρόγειου σφαίρας χωρίς να αναφερθούµε στην πιο κλασσική 

αλληγορία της, την οποία παρουσίασε ο Πλάτωνας στο διάλογό του µε τίτλο 

Τίµαιος ή Περί φύσεως. 

         «Για αυτόν λοιπόν το λόγο ο δηµιουργός οικοδόµησε τον κόσµο µε τέτοιο τρόπο 

ώστε να αποτελεί ενιαίο σύνολο µε όλα τα στοιχεία που υπάρχουν και να είναι τέλειος 

και αγέραστος και άτρωτος από ασθένειες. Όσο για το σχήµα του καταλληλότερο ήταν 

το σχήµα που µπορούσε να περιλάβει όλα τα σχήµατα που υπάρχουν. Έτσι τον έκανε 

κυκλικό και σφαιρικό µε το κέντρο του σε ίση απόσταση απ’ όλα τα σηµεία της 

περιφέρειάς του, ένα σχήµα δηλαδή που είναι τελειότερο από όλα τα άλλα και 
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περισσότερο όµοιο µε τον εαυτό του, πιστεύοντας ότι το όµοιο είναι απείρως 

ωραιότερο από το ανόµοιο.» 

 


