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1. Ιστορική αναδροµή 

Η έννοια του ορισµένου ολοκληρώµατος, για να φτάσει στη σηµερινή της µορφή, πέρασε 

δια µέσου των αιωνίων απο διάφορα εξελικτικά και βελτιωτικά στάδια. Μπορούµε, συνοπτικά, 

να πούµε οτι η γέννηση της έννοιας του ολοκληρώµατος τοποθετείται τον 3ο πΧ αιώνα και 

οφείλεται στους αρχαίους Έλληνες µαθηµατικούς και ειδικότερα στον Αρχιµίδη (287–212 πΧ). 

Η µέθοδος της «εξάντλησης» που χρησιµοποιούσαν οι αρχαίοι Έλληνες µαθηµατικοί, για 

να προσδιορίσουν τον αριθµό που µετρά το εµβαδό µιας επίπεδης περιοχής, είναι ο πρόδροµος 

της ολοκλήρωσης. Την µέθοδο αυτή εφάρµοσε ο Αρχιµίδης για να υπολογίσει το εµβαδόν του 

κύκλου, το εµβαδόν του παραβολικού χωρίου και το εµβαδόν άλλων επιπέδων χωρίων, 

περισσότερο πολύπλοκων. Σύµφωνα µε την µέθοδο αυτή, για τον υπολογισµό µιας επίπεδης 

περιοχής, εγγράφουµε µέσα σε αυτήν µια πολυγωνική κλειστή γραµµή, που περικλείει επίπεδο 

χωρίο του οποίου µπορούµε εύκολα να υπολογίζουµε το εµβαδόν. Έτσι έχουµε µια πρώτη «µε 

έλλειψη» προσέγγιση του ζητούµενου εµβαδού. Συνεχίζουµε όµοια, µε την εγγραφή µιας 

δεύτερης πολυγωνικής κλειστής γραµµής που έχει πλευρές περισσότερες και µικρότερες, ώστε 

να έχουµε µια καλύτερη  «µε έλλειψη» προσέγγιση του ζητούµενου εµβαδού.  

Η εργασία αυτή συνεχίζεται, µε σκοπό να «εξαντλήσουµε» την επίπεδη περιοχή που 

ζητάµε το εµβαδόν της. Ο Αρχιµίδης, για τον υπολογισµό του εµβαδού του κύκλου, θεώρησε 

αρχικά εγγεγραµένο κανονικό εξάγωνο και είχε µια πρώτη προσέγγιση, µετά κανονικό 

δωδεκάγωνο κ.ο.κ. για να καταλήξει στο θεώρηµα «Πας κύκλος ίσος εστί τριγώνω ορθογώνιω ου 

ή µεν εκ του κέντρου ίση µια των περί την ορθήν, ή δε περίµετρος τη βάσει». 

Για το παραβολικό χωρίο OB, BO  ο Αρχιµίδης µε την µέθοδο της «εξάντλησης», 

απέδειξε το καταπληκτικό για την εποχή εκείνη οτι το εµβαδόν του είναι ίσο µε το ένα τρίτο του 

εµβαδού που έχει το ορθογώνιο παραλληλόγραµµο 1 2ΟΒ ΒΒ  που η βάση του είναι β και το ύψος 

του είναι 2β  δηλαδή ( )
3

21 β
OB, BO β β

3 3
= ⋅ ⋅ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η µέθοδος της «εξάντλησης», που έδωσε τόσο σπουδαία αποτελέσµατα την εποχή του 

Αρχιµίδη, παρέµεινε σχεδόν στο ίδιο σηµείο ανάπτυξης απο τις αρχές του 16ου αιώνα. Από την 

περίοδο αυτή και µετά, οι ερευνητές µαθηµατικοί της εποχής, έχοντας στη διάθεση τους νέα 

εκφραστικά µέσα (π.χ. ένα γεωµετρικό πρόβληµα µετατρέπεται σε αλγεβρικό και αντίστροφα µε 

την εισαγωγή απο τον Cartesius των συντεταγµενων), αλλά και νέα συµβολα (π.χ. έχει γίνει 

αντικατάσταση των ρωµαικών αριθµητικών συµβόλων µε τα αριθµητικά που χρησιµοποιούµε 

και σήµερα), προχώρησαν στην αναδιατύπωση της παλιάς µεθόδου και στην προσαρµογή αυτής 

στα νέα δεδοµένα. Έτσι, η µέθοδος της «εξάντλησης» άρχισε να µετασχηµατίζεται σε αυτό που 

ονοµάζουµε σήµερα ολοκληρωτικό λογισµό, έναν ξεχωριστό κλάδο της µαθηµατικής επιστήµης, 

µε τον οποίο µπορούµε να αντιµετωπίζουµε όχι µόνο γεωµετρικά προβλήµατα εύρεσης 

εµβαδών, όγκων κτλ αλλά και να λύνουµε ποικίλα προβλήµατα άλλων επιστηµών. Η αυστηρή 
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θεµελίωση της έννοιας του ολοκληρώµατος έγινε κατά τα µέσα του προπερασµένου αιώνα απο 

τους µεγάλους µαθηµατικούς Cauchy(1789–1857) και Riemann(1826–1866). Έκτοτε, οι 

ερευνητές µαθηµατικοί, οι σπουδαιότεροι εκ των οποίων είναι οι Stieltzes, Lebesque 

ασχολήθηκαν µε επεκτάσεις και γενικεύσεις της θεωρίας της ολοκλήρωσης. 

 

2. Υπολογιµός εµβαδού παραβολικού χωρίου 

Είναι χρήσιµο, πριν ορίσουµε το ορισµένο ολοκλήρωµα και υπολογίσουµε το εµβαδό του 

επιπέδου χωρίου µε βάση αυτό, να προσέξουµε µια διαδικασία υπολογισµού του εµβαδού του 

παραβολικού χωρίου, όπου διατηρούµε πολλά αρχικά χαρακτηριστικά της µεθοδου του 

Αρχιµίδη, παρά το οτι οι  λεπτοµέρειες στους συλλογισµούς δεν είναι ακριβώς οι ίδιες.  

Ας θεωρήσω το επίπεδο παραβολικό χωρίο που ορίζουν τα σηµεία ( )ξ, ηΜ µε 0 ξ β≤ ≤  

και 0≤η≤ 2ξ  δηλαδή το χωρίο που περικλείεται απο την παραβολή 2y x= τον άξονα xx′  και την 

ευθεία βx = µε β>0 .  Αν χωρίσω το διάστηµα [ ]0,  β σε ν  ίσα υποδιαστήµατα µε τα διαιρετικά 

σηµεία 0 1 2 1 10,  ,  ,..., , ,..., , βx x x x x x xκ κ ν ν− −= = , το πλάτος κάθε υποδιαστηµατος θα είναι 
β
ν

, άρα 

τα διαιρετικά σηµεία  αντιστοιχούν στις τιµές  

 
( )

0 1 2 1

1 ββ 2β β β
0,  ,  ,...,  ,  ,....,  βk

k k
x x x x x xν ν

ν
ν ν ν ν ν−

−
= = = = = = = .  

 

Θεωρώ τα ορθογώνια που έχουν βάση τα υποδιαστήµτα [ ]1,  ,  1,  2,.....,k kx x k ν− =  και 

ύψος το 2

1 1k ky x− −= , όπως φαίνεται στο σχήµα (2.β) και έτσι έχουµε µια προσέγγιση του 

ζητούµενου εµβαδού «µε έλλειψη». Όµοια, θεωρούµε τα ορθογώνια που έχουν ως βάση τα 

υποδιαστήµατα[ ]1,  k kx x−  και ύψος το 
2
,  1,  2,...,k ky x k ν= =  όπως φαίνεται στο σχήµα (2.γ), και 

έτσι έχουµε προσέγγιση του ζητουµένου εµβαδού «µε υπεροχή».  

Αν αυξήσουµε το πλήθος των διαιρετικών σηµείων, το άθροισµα των εµβαδών των 

εσωτερικών ορθογωνίων  σχ(2.β) αυξάνει παραµένοντας µικρότερο απο το ζητούµενο εµβαδό 

του παραβολικου χωρίου, ενω το άθροισµα των εµβαδών των εξωτερικών ορθογωνίων σχ(2.γ) 
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ελαττώνεται, παραµένοντας µεγαλύτερο απο το ζητούµενο εµβαδό.  Αν µε kΕ συµβολίσουµε το 

µέρος του παραβολικού χωρίου που περιορίζεται απο τις 1kx x −=  και kx x=  τότε το kΕ θα είναι 

µεγαλύτερο απο το εµβαδόν του εσωτερικού ορθογωνίου µε βάση το 
1

β
k kx x

ν−− =  και ύψος 

( )
2

22

1 1 2

β
1

ν
k k

y x k− −= = −  και µικρότερο από το εµβαδο του εξωτερικού ορθογωνίου µε βάση το 

1

β

ν
k kx x −− =  και το ύψος  

2
2 2

2

β

ν
k ky x k= = . Έτσι, αν 

1

E k

k

ν

=

= Ε∑ είναι το ζητούµενο εµβαδό, θα 

έχουµε  ( )
3 3

2 3

3 3

β β
1

ν ν
k kκ− < Ε < ⋅  για κάθε κ=1,2,...ν. Οπότε 

3 3
2 2

3 3
1 1 1

β β
( 1)

ν ν

v

k

k k k

k k
ν ν

= = =

− < Ε < ⇔∑ ∑ ∑
3 3

2 2

3 3
1 1

β β
( 1)

ν νk k

k k
ν ν

= =

− < Ε <∑ ∑
3 3

3 3

β ( 1) (2 1) β ( 1)(2 1)

ν 6 ν 6
ν ν

ν ν ν ν ν ν− ⋅ − + +
⇔ ⋅ < Ε < ⋅ ⇔ Α < Ε < Β    

(1).  Αν το πλήθος των διαιρετικών σηµείων να αυξάνει απεριόριστα δηλαδή αν ν → +∞ , τότε 

το πλάτος dν , των υποδιαστηµάτων τείνει στο µηδέν δηλαδή 0vd
β
ν

= →  και 

3 3β β
lim A ,  lim

3 3
ν ν= Β =  οπότε η (1) δίνει 

3β

3
Ε =  

 

3. Εφαρµογές των ολοκληρωµάτων 

3.1 Εµβαδόν επιπέδου χωρίου 

Για τον υπολογισµό εµβαδού επιπέδου χωρίου διακρίνουµε τις ακόλουθες περιπτώσεις: 
 

3.1.1 Περίπτωση 1  

Έστω οτι το επίπεδο χωρίο περικλείεται απο τις ευθείες x a= , βx = ( )βα < , τον άξονα xx′και 

την γραφική παράσταση 
fC της συνάρτησης f , όπου f  συνεχής στο [ ],  βa  και 

( ) [ ]0,  ,  βf x x a≥ ∀ ∈ .  

 

 

 
 

 

 

 

 

 

Τότε, το εµβαδόν Ε του επιπέδου αυτού χωρίου, από τον ορισµό του ορισµένου 

ολοκληρώµατος δίνεται απο τον τύπο ( ) E f x dx

β

α

= ∫    (1). Το επίπεδο χωρίο του οποίου το 
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εµβαδό δίνεται απο τον τύπο (1) είναι το σύνολο των σηµείων ( )M , x y που οι συντεταγµένες 

τους ( ),  x y  ικανοποιούν τις σχέσεις  ( )
0 ( )

x

y f x

α β≤ ≤ 
Σ 

≤ ≤ 
 

 

3.1.2 Περίπτωση 2 

 Έστω οτι το επίπεδο χωρίο περικλείεται απο τις ευθείες x a= , βx =  ( )βα < , τον άξονα xx′  

και τη γραφική παράσταση 
fC  της συνάρτησης f , όπου f  συνεχής στο [ ],  βa   και 

( ) [ ]0,  ,  βf x x a≤ ∀ ∈  σχήµα 2. Τότε το εµβαδόν Ε του επιπέδου αυτού χωρίου, από τον ορισµό 

του ορισµένου ολοκληρώµατος δίνεται απο τον τυπο ( ) E f x dx

β

α

= −∫    (2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Πράγµατι, οι συναρτήσεις f , f−   έχουν γραφικές παραστάσεις συµµετρικές ως προς 

τον άξονα xx′  έτσι το εµβαδό 1Ε που περικλείεται από τις x a= , βx =  του άξονα xx′  και την 

fC−  είναι ίσο µε το εµβαδόν Ε που περικλείεται από τις x a= , βx = , τον άξονα xx′  και την 

fC . Αλλά ( ) [ ]0,  ,  βf x x a− ≥ ∀ ∈ , άρα, από την 1η περίπτωση, το εµβαδόν 1Ε  δίνεται µε τον 

τύπο 1 ( ) ( ) f x dx f x dx

β β

α α

Ε = − = −∫ ∫  και επειδή Ε= 1Ε  έπεται οτι το εµβαδό Ε δίνεται µε τον 

τύπο (2).  Το επίπεδο χωρίο του οποίου το εµβαδόν Ε δίνεται απο τον τύπο (2) είναι το σύνολο 

των σηµείων ( )M , x y  που οι συντεταγµένες τους (x, y) ικανοποιούν τις σχέσεις: 

( )
( ) 0

x

f x y

α β≤ ≤ 
Σ 

≤ ≤ 
 

  

3.1.3 Περίπτωση 3 

Έστω ότι το επίπεδο χωρίο περικλείεται απο τις ευθείες x a= , βx =  ( )βα < τον άξονα xx′  και 

την γραφική παράσταση 
fC της συνάρτησης f , όπου f συνεχής στο [ ],  βa  και η f  δε 

διατηρεί σταθερό πρόσηµο [ ],  βx a∀ ∈ .  Έστω ότι [ ]γ ,  βa∃ ∈  όπου ( ) [ ]0,  ,  γf x x a≥ ∀ ∈ και

( ) [ ]0,  γ,  β f x x≤ ∀ ∈  σχήµα 1. Από την 1η και 2η περίπτωση, το εµβαδόν Ε του επιπέδου 

χωρίου είναι  ( ) ( ) f x dx f x dx

γ β

α γ

Ε = + −∫ ∫   (3). 
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Αφού  ( ) [ ]0,  ,  γf x x a≥ ∀ ∈ , είναι ( ) ( )f x f x= στο [ ],  γa και αφού ( ) [ ]0,  γ,  β f x x≤ ∀ ∈

είναι ( ) ( )f x f x= − στο [ ]γ,  β . Τότε, η (3) γράφεται ( )  ( )  f x dx f x dx

γ β

α γ

Ε = +∫ ∫ ή 

( )  f x dx

β

α

Ε = ∫ .  Το επίπεδο χωρίο του οποίου το εµβαδό Ε δίνεται απο τον τύπο (3) είναι το 

σύνολο των σηµείων ( )M , x y  για τα οποία  και
0 ( ) ( ) 0

a x x

y f x f x y

γ γ β≤ ≤ ≤ ≤   
   

≤ ≤ ≤ ≤   
 

 

3.1.3.1 Παρατηρήσεις 

1. Αν στο [ ],  βa η f  είναι συνεχής και δε διατηρεί σταθερό πρόσηµο,  θα χωρίζω το 

[ ],  βa σε υποδιαστήµατα, σε κάθε ένα απο τα οποία η f  έχει το ίδιο πρόσηµο και θα υπολογίζω 

τα επιµερούς εµβαδά όπως στις παραπάνω περιπτώσεις. Τα υποδιαστήµατα στα οποία χωρίζεται 

το [ ],  βa  καθορίζονται απο τις ρίζες που έχει η εξίσωση ( ) 0f x =  στο ( ),  βa .  

2. Στην 3η περίπτωση το εµβαδό δίνεται από τον τύπο ( )  f x dx

β

α

Ε = ∫ . Αν  

( ) [ ]0,  ,  βf x x a≥ ∀ ∈ είναι ( ) ( )  f x dx f x dx

β β

α α

Ε = =∫ ∫  και αν  ( ) [ ]0,  ,  βf x x a≤ ∀ ∈ είναι 

( ) ( )  f x dx f x dx

β β

α α

Ε = =∫ ∫ . Έτσι οι τύποι (1), (2), (3) ενοποιούνται σε έναν «Το εµβαδόν 

επιπέδου χωρίου που περικλείεται απο τις ευθείες x a= , βx =  ( )βα < τον άξονα xx′  και τη 

γραφική παράσταση 
fC  µιας συνάρτησης f  που είναι συνεχής στο [ ],  βa  δίνεται απο τον τύπο 

( )  f x dx

β

α
∫ ». 
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3.1.4 Περίπτωση 4 

Έστω οτι το επίπεδο χωρίο περικλείεται απο τις ευθείες x a= , βx =  ( )βα < και τις 

γραφικές παραστάσεις ,f gC C  των συναρτήσεων ,  f g  που είναι συνεχείς [ ],  βa και 

( ) ( ) f x g x≥ , [ ],  βx a∀ ∈ . Το εµβαδόν Ε του επιπέδου χωρίου δίνεται απο τον τύπο 

( )( ) ( )  f x g x dx

β

α

Ε = −∫  (4).  

 

 

 

 

 

 

 

Η απόδειξη του (4) αν  ( ) ( ) 0f x g x≥ > είναι απλή. Πράγµατι, αν 
1 2
,  Ε Ε  είναι τα εµβαδά των 

χωρίων που ορίζουν οι ευθείες x a= , βx =  ( )βα <  ο άξονας xx′  και οι καµπύλες ,  f gC C  

αντίστοιχα, από την 1η  περίπτωση είναι  1 2( ) ,  ( ) f x dx E g x dx

β β

α α

Ε = =∫ ∫   

Το ζητούµενο εµβαδόν Ε είναι  ( )1 2E ( ) ( ) ( ) ( )  f x dx g x dx f x g x dx

β β β

α α α

= Ε −Ε = − = −∫ ∫ ∫ .  

Αν ( ) ( ) f x g x≥ , [ ],  βx a∀ ∈  µε τη g  να λαµβάνει αρνητικές τιµές ή και την f  να 

λαµβάνει αρνητικές τιµές θεωρώ τις συναρτήσεις 1( ) ( )f x f x µ= −  και ( ) ( )g x g x µ= − , όπου 

µ  η ελάχιστη τιµή της g  στο [ ],  βa .  

Τότε [ ],  βx a∀ ∈  είναι ( ) ( ) ( ) ( ) 1 1  0 ( ) ( ) 0f x g x f x g x f x g xµ µ µ≥ ≥ ⇔ − ≥ − ≥ ⇔ ≥ ≥ και το 

ζητούµενο εµβαδό Ε είναι αυτό που περικλείεται απο τις x a= , βx =  και τις 
1 1
,f gC C , µε 

1 1( ) ( ) 0f x g x≥ ≥  άρα 1 1( ( ) ( )) [ ( ) ) ( ( ) )] ( ( ) ( ))f x g x dx f x g x dx f x g x dx

β β β

α α α

µ µΕ = − = − − − = −∫ ∫ ∫  

Οµοίως,  αν ( ) ( ) f x g x≤ , [ ],  βx a∀ ∈ ο τύπος (4) γίνεται ( )( ) ( )  g x f x dx

β

α

Ε = −∫  

δηλαδή σε όλες τις περιπτώσεις ισχύει ο παρακάτω πρακτικός κανόνας «Για να βρεθεί το 

εµβαδόν ενός επιπέδου χωρίου που περικλείεται απο τις ευθείες x a= , βx =  ( )βα < και τις 

γραφικές παραστάσεις ,f gC C  των συναρτήσεων ,f g  θα ολοκληρώνουµε απο α έως β, τη 

διαφορά που προκύπτει αν από τη συνάρτηση που η γραφική της παράσταση περικλείει άνω το 

χωρίο, αφαιρέσουµε τη συνάρτηση που η γραφική της παράσταση περικλείει κάτω το χωρίο». 
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Με βάση αυτόν τον κανόνα, για την πρώτη περίπτωση όπου ( ) [ ]0,  ,  βf x x a≥ ∀ ∈  

έχουµε οτι περικλείει άνω το χωρίο η 
fC  και κάτω ο άξονας xx′ , άρα η 

gC  µε ( ) 0g x = , 

[ ],  βx a∀ ∈  οπότε ( ( ) ( )) ( ) f x g x dx f x dx

β β

α α

Ε = − =∫ ∫ .  

Στη δεύτερη περίπτωση όπου ( ) [ ]0,  ,  βf x x a≤ ∀ ∈  έχουµε ότι άνω περικλείει το χωρίο 

ο άξονας ,xx′ άρα η 
gC  µε ( ) [ ]0,  ,  βg x x a= ∀ ∈ και κάτω η  

fC  οπότε 

( ( ) ( )) ( ) ( ) E g x f x dx f x dx f x dx

β β β

α α α

= − = − = −∫ ∫ ∫  

 

3.1.4.1 Παρατηρήσεις 

1. Το επίπεδο χωρίο του οποίου το εµβαδό Ε δίνεται απο τον τύπο (4) είναι το σύνολο 

των σηµείων ( )M , x y για τα οποία  
( ) ( )

a x

g x y f x

β≤ ≤ 
 

≤ ≤ 
 

2. Αν στο διάστηµα [ ],  βa οι ,f g είναι συνεχείς και η F µε ( ) ( ) ( )F x f x g x= −  δε 

διατηρεί πρόσηµο στο [ ],  βa τότε θα χωρίζουµε το [ ],  βa σε υποδιαστήµατα έτσι ώστε σε 

καθένα απο αυτά να έχουµε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0F x f x g x f x g x= − ≥ ⇔ ≥ ή 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0F x f x g x f x g x= − ≤ ⇔ ≤ οπότε θα υπολογίσουµε τα επιµέρους εµβαδά όπως 

στην παραπάνω περίπτωση. Έτσι, για το εµβαδόν του γραµµοσκιασµένου χωρίου στο (σχ.1) 

είναι ( ) ( ) ( )
1 2

1 2

( ) ( )  ( ) ( )  ( ) ( )  E f x g x dx g x f x dx f x g x dx

γ γ β

α γ γ

= − + − + −∫ ∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Πολλές φορές το εµβαδόν ενός επίπεδου χωρίου υπολογίζεται ευκολότερα αν 

στρέψουµε αυτό περί την αρχή των αξόνων κατά γωνία 090 . Τότε είναι γνωστό ότι αν ( )M ,  x y

είναι ένα σηµείο και ( )M , x y′ ′ ′  η νέα θέση του µετά την στροφή κατά 090  θα είναι x y′ = −  και 

y x′ = . Έτσι, για τον υπολογισµό του εµβαδού Ε του χωρίου που περικλείεται απο την 

παραβολή  2 1y x= −  και την ευθεία 3x =   παρατηρούµε οτι το χωρίο αυτό είναι το σύνολο των 

σηµείων ( )M ,  x y µε (1 3x≤ ≤  και 1 1x y x− − ≤ ≤ − ) οπότε  

( )( )
3 3 3 1

2

1 1 1

8 2
1 1)  2 1 2 ( 1)  

3
E x x dx x dx x dx= − − − − = − = − =∫ ∫ ∫  
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Εξάλλου µπορούµε να στρέψουµε το χωρίο κατά 090 , οπότε στη νέα θέση θα έχει 

εµβαδό E′ , όπου E E′ = και για να προσδιορίσουµε τις γραµµές που περικλείουν το E′  θα 

θέσουµε στις 2 1y x= −  και 3x = που περικλείουν το αρχικό χωρίο y x′= −  και x y′= οπότε 

{ }2( ') ' 1 και ' 3x y y− = − = ή { }2' ( ') 1 και 3y x y′= + =  ή { }2 1 και 3y x y= + =  δηλαδή το E′  

περικλείεται από τις γραµµές µε εξισώσεις 2 1y x= +  και 3y = , που προκύπτουν απο τις αρχικές 

γραµµές που περικλείουν τον τόπο, αν θέσουµε όπου x  το y  και όπου y  το x−  όπως φαίνεται 

στο σχήµα. Τα κοινά σηµεία των 2 1y x= +  και 3y =  είναι τα ( ) ( )2,  3 ,  2,  3Α − Β  δηλαδή 

το χωρίο µε εµβαδό E′  είναι το σύνολο των σηµείων ( )M , x y′ µε 

( )22 2  και 1 3x x y− ≤ ≤ + ≤ ≤ άρα  

 ( )( ) ( )
2

3
2 2

2 2

2 2
2

8 3
3 1  2  2

3 3

x
E x dx x dx x

− −
−

 
= − + = − = − = 

 
∫ ∫  

Αναφερόµαστε σε στροφή 090  διότι αν η στροφή γίνει κατά 090− είναι γνωστό  οτι για 

τις συντεταγµένες ( ),x y′′ ′′ της νέας θέσης του ( )M , x y είναι ( ) και x y y x′′ ′′= = − ή 

( ) και y x x y′′ ′′= = − οπότε οι εξισώσεις των νέων γραµµών προκύπτουν απο τις αρχικές γραµµές 

που περικλείουν τον τόπο αν θέσω οπού x  το y−  και όπου y  το x . 

 

4. Για τον υπολογισµό του εµβαδού E  του χωρίου που περικλείεται απο την παραβολή 
2 1y x= −  και την ευθεία 3x =  παρατηρούµε οτι το χωρίο περικλείεται δεξιά απο τη 3x =  και 

αριστερά απο την 2 1x y= +  και τα κοινά σηµεία αυτών είναι τα ( )A 3,  2− , ( )3,  2B  

Το ζητούµενο εµβαδόν είναι    ( ) ( )
2

3
2 2

2 2

2 2
2

8 3
3 1  2  2

3 3

y
E y dy y dy y

− −
−

 
= − − = − = − = 

 
∫ ∫  

Γενικά, αν ένα χωρίο περικλείεται δεξιά απο την ( )x yϕ= , αριστερά απο την ( )x yσ=  

και τις ευθείες y γ= , y δ= µε γ δ<  το εµβαδό του δίνεται απο τον τύπο 

( )( ) ( )  y y dy
δ

γ
ϕ σΕ = −∫ . 
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5.  Άρα, το εµβαδόν E  ενός επίπεδου χωρίου που περικλείεται απο τις ευθείες x a= , x β=  και 

τις γραφικές παραστάσεις ,f gC C  δύο συναρτήσεων ,f g  που είναι συνεχείς στο [ ],  βa  δίνεται 

πάντα απο τον τύπο ( ) ( )  E f x g x dx

β

α

= −∫ . Αν περικλείεται απο τις ευθείες y γ= , 

( ) y δ γ δ= < και τις ,C Cϕ σ µε ( )x yϕ= , ( )x yσ= δίνεται απο τον τύπο ( ) ( )  .E y y dy

δ

γ

ϕ σ= −∫  

 

3.2 Εµβαδόν σε καρτεσιανές συντεταγµένες 

Αν µια συνάρτηση ( ) [ ]/ ,  f x a β είναι συνεχής µε ( ) [ ]0,  ,  f x x a β≥ ∀ ∈  τότε το  

( ) f x dx

β

α
∫  ισούται αριθµητικά µε το εµβαδόν του επίπεδου χωρίου που σχηµατίζεται απο τη 

γραµµή ( ) [ ]( ){ }: ,  : ,  x f x x a βΓ ∈  τις ευθείες x a= , x β=  και τον xx′ άξονα δηλαδή εξ 

ορισµού είναι  Ε=
0

lim
λ→

( )
1

( ) i i

i

f x f x dx

βν

α

ξ
=

∆ =∑ ∫   (1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αν η ( ) [ ]/ ,  f x a β είναι συνεχής µε ( ) [ ]0,  ,  f x x a β< ∀ ∈ τότε το ( ) f x dx

β

α
∫ έχει 

αρνητική τιµή διότι όλα τα ( )if ξ είναι αρνητικά, άρα το επίπεδο χωρίο θα σχηµατίζεται κάτω 

από τον xx′άξονα. Επειδή τα εµβαδά, όταν δεν τα θεωρούµε προσηµασµένα, εκφράζονται µε 

θετικούς αριθµούς, θέτουµε 
0

1

lim ( ) ( ) i i

i

f x f x dx

βν

λ
α

ξ
→

=

 
Ε = − ∆ = − 

 
∑ ∫  (2), άρα ( ) 0f x dx

β

α

− >∫ . 

Αν η ( ) [ ]/ ,  f x a β  είναι συνεχής, αλλά στο [ ],  a β αλλάζει πρόσηµο, δηλαδή υπάρχει 

ένα πεπερασµένο πλήθος αριθµών π.χ. ξ1, ξ2, ξ3 ,ξ4 [ ],  a β∈ , όπου ( ) 0kf ξ =  µε κ=1,2,3,4 

(δηλαδή ρίζες της f(x)=0), άρα έχουµε ένα πεπερασµένο πλήθος προσήµων της f(x) . Tότε 

εκτελούµε έναν διαµερισµό του [ ],  a β  ώστε τα σήµεια διαµέρισης να συµπίπτουν µε τα ξ1, ξ2, 

ξ3, ξ4 οπότε  
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31 2 4

1 2 3 4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx

ξξ ξ ξβ β

α α ξ ξ ξ ξ

= − + − +∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫      (3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Για να βρω το εµβαδό που περιέχεται µεταξύ των δύο καµπυλών ( ) ,y f x= ( )y g x=  

και των ευθειών ,x a=  x β=  ορισµένων και συνεχών στο διάστηµα [ ],  a β  µε 

( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x a β≥ ∀ ∈ εργάζοµαι ως εξής. Κάνω έναν διαµερισµό του [ ],  a β  τον 

{ }0 1 2 ...x x x xν να β∆ = = < < < < =  µε 0λ→ και έστω [ ]1,  i ix x− το τυχόν υποδιάστηµα. 

Σχηµατίζω το στοιχειώδες ορθογώνιο µε βάση  
1i i ix x x−− = ∆ και ύψος  ( ) ( )i if gξ ξ− όπου 

1,  i i ix xξ −∈   Το εµβαδόν αυτού του στοιχειωδούς ορθογωνίου θα είναι τότε 

[ ]
1 1

( ) ( )  i i i i

i i

E E f g x
ν ν

ξ ξ
= =

= = − ∆∑ ∑  . Αν πάρω το όριο του ανώτερω αθροίσµατος όταν 0λ→  

αυτό λαµβάνεται ως εµβαδό του επίπεδου χωρίου, δηλαδή 

 [ ] [ ]
0 0

1 1

lim lim ( ) ( )  ( ) ( )  i i i i

i i

E E f g x f x g x dx
ν ν β

αλ λ
ξ ξ

→ →
= =

= = − ∆ = −∑ ∑ ∫   (4). Το όριο (4) υπάρχει διότι 

αφού οι ( ) ( ),  f x g x είναι συνεχείς στο [ ],  a β  τότε και η ( ) ( )f g x−  συνεχής στο [ ],  a β . 

 

3.2.1 Παρατηρήσεις 

1. Ο τύπος (4) εφαρµόζεται αν ( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x a β≥ ∀ ∈ . Αν 

( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x a β< ∀ ∈ , τότε αυτός γράφεται ως [ ]( ) ( )  g x f x dx

β

α

Ε = −∫   (5) 

 

2. Αν δεν ισχύει η παραπάνω παρατήρηση  [ ],  x a β∀ ∈  αλλά π.χ. 

( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x a γ≥ ∀ ∈  και ( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x γ β< ∀ ∈ τότε εφαρµόζουµε τους τύπους (4) και 

(5) ανάλογα, δηλαδή έχουµε για την συγκεκριµενη περίπτωση ότι 

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]f x g x dx g x f x dx

γ β

α γ

Ε = − + −∫ ∫  (6)                                                                                           
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3. Αν ζητείται το εµβαδόν µεταξύ δύο καµπυλών ( ) ( ),   y f x y g x= = αλλά δεν δίνονται 

τα όρια ολοκλήρωσης, τότε για να βρεθούν, τις εξισώνω, δηλαδή θέτω ( ) ( )  f x g x= και λύνω 

την εξίσωση που προκύπτει. Οι ρίζες της εξίσωσης είναι οι τετµηµένες και αν θέσω αυτές στην 

( )y f x=  ή ( )y g x= έχω τις τέταγµένες  δηλαδή τα σήµεια τοµής των καµπυλών και συνεπώς 

τα όρια ολοκλήρωσης είτε ως προς τον xx′άξονα ή ως προς τον yy′άξονα. Και σε αυτή την 

περίπτωση πρέπει να εφαρµόζονται οι παρατηρήσεις 1 και 2. 

Αν η καµπύλη ( )y f x= του τύπου (1) δίνεται απο τις πραµετρικές εξισώσεις ( ) ,x tϕ=   

( )y tσ= , είναι ( )  dx t dtϕ ′= . Αν 1 2,  t t είναι οι τίµες του t  για τις οποίες ,  x a x β= = , από την 

πρώτη των ανωτέρω ο (1) γράφεται ως εξής [ ]
1

2

( ) ( ) '( )  

t

t

f x dx t t dt

β

α

σ ϕΕ = =∫ ∫  (7). 

                                                                                        

3.3 Εµβαδόν σε πόλικες συντεταγµένες 

Για τον υπολογισµό του εµβαδού Ε που ορίζεται απο τη συνεχή καµπύλη 

( ) [ ]/ ,  fπ ρ θ α β= =  και και τις ευθείες ,  aθ θ β= =  κάνω διαµερισµό του [ ],  α β , δηλαδή 

{ }0 1 2 1...ν ν να θ θ θ θ θ β−∆ = = < < < < < = . Με 0λ→ . Έστω 1,  i iθ θ−   ένα τυχαίο υποδιάστηµα 

και 
1,

 
i i i
ξ θ θ−∈   , σε αυτό αντιστοιχίζω ένα στοιχειώδη κυκλικό τοµέα που ακτίνας ( )if ξ και 

γωνία αυτού την 
1i i iθ θ θ−− = ∆  µετρούµενη ακτίνια, τότε το εµβαδό του είναι, 

21
( )

2
i i if ξ θ Ε = ∆  . Το άθροισµα όλων των στοιχειωδών κυκλικών τοµέων δίνεται απο το 

άθροισµα του Riemann 2

1 1

1
[ ( ) ]

2

v v

i i i

i i

E f ξ θ
= =

= ∆∑ ∑ . Το όριο της ανωτέρω µε 0λ→  λαµβάνεται εξ 

ορισµού ως εµβαδό του χωρίου που ορίζεται απο την ρ=f(θ)/ [ ],  α β  και τις ευθείες 

,  aθ θ β= =  δηλαδή 

 
2 2

0 0
1 1

1 1
lim lim [ ( ) ] [ ( )]

2 2
i i i

i i

E f f d

βν ν

λ λ
α

ξ θ θ θ
→ →

= =

Ε = = ∆ =∑ ∑ ∫  ή 
21

2
d

β

α

ρ θΕ = ∫  
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3.4 Εφαρµογές 

1. Εύρεση του εµβαδού της περιοχής που σχηµατίζεται απο την καµπύλη 2y x= , τον xx′άξονα 

και τις ευθείες 1,  3x x= =  

Λύση 

[ ]1,  3x∀ ∈ είναι 
2 0x > άρα 

3 3
2

1

1 26
9

3 3 3

x
x dx

   = = − =     
∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Εύρεση του εµβαδού της περιοχής που σχηµατίζεται απο την καµπύλη 2 8 12y x x= − + , τον 

xx′άξονα και τις ευθείες 3,  5x x= = . 

Λύση 

Η καµπύλη τέµνει τον άξονα xx′  στα σηµεία 2 και 6 (ρίζες του τριωνύµου). Είναι 
2 8 12 0,x x− + <  [ ]3,  5x∀ ∈  άρα 

 

( ) ( )
2 4

3 2 3 2

1 2

2 4
4 3 4 3

2

1 2

7 10 7 10

7 7 397
5 5

4 3 4 3 12

x x x dx x x x dx

x x x x
x x

Ε = − + − − + =

   
− + − − + =   

   

∫ ∫
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3. Εύρεση του εµβαδού της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 2 9y x= −  και τον yy′
άξονα.  

Λύση 

Α΄ τρόπος Η καµπύλη γράφεται 29x y= − , τέµνει τον yy′άξονα στα σηµεία µε τεταγµένες 

3,  3−  και τον xx′άξονα στο (9, 0)  άρα  ( )
33 3

2

3 3

9  9 36
3

y
y dy y

− −

 
Ε = − = − = 

 
∫ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Β΄ τρόπος Αν η ολοκλήρωση γίνει κατά µήκος του xx′  άξονα, η καµπύλη γράφεται y= 9 x± −  

µε 9 0 9x x− ≥ ⇔ ≥ , δηλαδή χωρίζεται σε δύο κλάδους 9 ,y x= −  9y x= − −  µε όρια του 

x από 0 έως 9 που ειναι συµµετρικοί ως προς xx′ άξονα. Άρα, το εµβαδό θα βρεθεί αν 

διπλασιάσουµε το εµβαδό που περιέχεται απο τον κλάδο 9 ,y x= − τον xx′άξονα και τον yy′

άξονα. 
9 9 1 3 3 3

92 2 2 2
0

0 0

4 4
2 9 2 (9 ) (9 ) [(9 ) ] [(9 9) (9 0) ] 36

3 3
xdx x d x xΕ = − = − − − = − − = − − − − =∫ ∫   

 

4. Εύρεση του εµβαδού της περιοχής που σχηµατίζεται απο την καµπύλη 2 9y x=  και την ευθεία

3 18y x= −   

Λύση 

Από επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων, τα σηµεία τοµής των καµπύλων είναι (4, –6) και 

(9, 9) άρα είναι και τα όρια ολοκλήρωσης.   

Α΄ τρόπος Θα υπολογισθεί το εµβαδόν κατά µήκος του yy′άξονα. Οι εξισώσεις των καµπύλων 

γράφονται 
2

9

y
x = , 

18

3

y
x

+
= . Αφού 

18

3

y
x

+
= ≥

2

9

y [ ]6,  9x∀ ∈ −  είναι 

 ( )
99 92 2 3

2

6 6 6

18 1 1 3 125
54 3 54

3 9 9 9 2 3 2

y y y y
dy y y dy y

− − −

   +
Ε = − = + − = + − =   

   
∫ ∫  
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Β΄ τρόπος Θα υπολογισθεί το εµβαδόν κατά µήκος του άξονα xx′ . Η 2 9y x= γράφεται 

3y x= ± , δηλαδή χώρίζεται σε δύο κλάδους (συµµετρκοί κλάδοι της παραβολής) τον 3y x=

άνω του xx′άξονα και τον y= 3 x−  κάτω του xx′άξονα µε 0x ≥ .  

Επειδή [ ]3 3 ,  0,  4x x x> − ∀ ∈ και [ ]3 3 18,  4,  9x x x> − ∀ ∈ , είναι  

( ) ( )

( )

4 9

1 2

0 4

4 94 9 3 3 2

2 2

0 4 0 4

3 3  3 3 18  

3 125
                    6                  3 3 18  4 2 18

2 2

x x dx x x dx

x
x dx x x dx x x x

 Ε = Ε + Ε = − − + − + = 

     + − + = + − + =        

∫ ∫

∫ ∫
 

 

5. Εύρεση του  εµβαδού του κύκλου 2 2 49x y+ =  

Λύση 

Α΄ τρόπος Η καµπύλη γράφεται ως 249y x= ± − , δηλαδή δύο κλάδοι συµµετρικοί ως προς 

τον xx′ άξονα και είναι [ ]2 249 49  7,  7x x x− ≥ − − ∀ ∈ − αν 7R =  Συνεπώς,  

( )
7 7

2 2 2

7 7

49 49 2 49x x dx x dx
− −

 Ε = − − − − = −  ∫ ∫  Θέτω 7x sinθ= άρα 7  dx cos dθ θ= . 

 Αφού το x  µεταβάλλεται απο 7− έως 7 , το θ µεταβάλλεται απο 
2

π
−  έως 

2

π
 το 

ολοκλήρωµα γίνεται 

7 2
2 2

7

2

2 49 2 49 49sin 7cos  x dx d

π

π

θ θ θ
− −

Ε = − = − ⋅ =∫ ∫  

 
( )2 2

2

22

2
98 cos  98 49

2 4

sni
d

π π

ππ

θθ
θ θ π

−−

 
= + = 

 
∫  
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Β΄ τρόπος Θέτω τις παραµετρικές εξισωσεις του κύκλου, δηλαδή 7 ,  7x cos y sinθ θ= = και 

επειδή το x  µεταβάλλεται απο 7− έως 7 το θ  µεταβάλλεται απο π έως 0 , οπότε από (7) είναι 

( ) ( )
00 0

2 2
2 7 7  98  98 49

2 4

sni
sni sni d sni d

π π π

θθ
θ θ θ θ θ π

 
Ε = − = − = − − = 

 
∫ ∫   

 

6. Εύρεση εµβαδού της περιοχής που περικλείεται απο την καµπύλη ,  1x sin y cosθ θ θ= − = −  

µε 0 2θ π≤ ≤ . 

Λύση 

Είναι ( )1  dx cos dθ θ= − και από (7) είναι 

  ( ) ( )
2 2

2 2

0 0

1 cos 1 2cos  d d

π π

θ θ θ συν θ θΕ = − = − + =∫ ∫
( ) 2

0

23
2 3

2 4

sni
sni

π
θ

θ π
 

− + = 
 

 

 

 

7. Εύρεση του εµβαδού της περιοχής που περικλείεται απο την καµπύλη ( )2 2 cos 2ρ α θ= . 

Λύση 

 Η καµπύλη είναι συµµέτρικη ως προς τον xx′άξονα και την αρχη τον αξόνων. Ο υπολογισµός 

του εµβαδού θα γίνει απο 0 έως 
4

π
και θα το ληφθεί τέσσερις φορές. Άρα, ο τύπος (8) γίνεται  

( )
4

4 4
2 2 2 2

0 0 0

21
4 2 cos2  2

2 2

sni
d d

π
π π

θ
ρ θ α θ θ α α

 
Ε = ⋅ = = = 

 
∫ ∫   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Εύρεση του εµβαδού της περιοχής που περικλείεται µεταξύ της καµπύλης 1 cosρ θ= +  και 

του κύκλου 1ρ = .  

Λύση 

Ζητείται το εµβαδόν  της γραµµοσκιασµένης περιοχής. Η πρώτη καµπύλη είναι άνω του κύκλου 

και η ολοκλήρωση θα γίνει απο 
2

π
−  έως 

2

π
. Τα όρια βρίσκονται αν εξισώσω τις δύο καµπύλες 

και λύσω την εξίσωση που θα προκύψει.  Συνεπώς, είναι 

 ( ) ( ) ( )2 2 2
2 2 2

22 2

21 1 1
1 1  2 2 2

2 2 2 2 4 4

sin
cos d cos cos d sin

π π π

ππ π

θθ π
θ θ θ θ θ θ

−− −

  Ε = + − = + = + + = +    
∫ ∫   



19 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.5  Όγκοι στερεών 

3.5.1 Όγκος στερεού µε γνωστές κάθετες τοµές προς ένα άξονα 

Έστω στερεό (Σ) που περιορίζεται από δύο επίπεδα κάθετα στον άξονα Ox στα σηµεία 

,  x a x β= = . Αν είναι γνωστό το εµβαδό της τρέχουσας τοµής που σχηµατίζεται απο το στερεό 

και τυχόν επίπεδο κάθετο στον xx′άξονα, το εµβαδό αυτό, εξαρτάται απο την απόσταση του 

κάθετου επιπέδου απο την αρχή των αξόνων, συνεπώς είναι µια συνάρτηση της απόστασης, 

δηλαδή της τετµηµένης x .  

Έτσι, αν Α το εµβαδό της κάθετης τοµής και x  η απόσταση του καθέτου επιπέδου απο 

την αρχή των αξόνων είναι ( )A A x= .  Έστω ότι η ( )A x είναι ορισµένη και συνεχής στο 

διάστηµα [ ],  a β . Ένας διαµερισµός του [ ],  a β  είναι   { }0 1 2 ...x x x xν να β∆ = = < < < < = .  

Με 0λ→  στα σηµεία 1 2. 1, , ... , x x xν −  φέρω επίπεδα κάθετα στον xx′ άξονα οπότε το 

στερέο (Σ) χωρίζεται σε στοιχειώδη τεµάχια (πλάκες). Αν [ ]1,  x xι ι−  είναι ένα τυχόν υποδιάστηµα 

της διαµέρισης και ( )1,  i x xι ιξ −∈ µε 1,  2,...,  i ν= το κάθετο επίπεδο στο iξ  έχει εµβαδό ( )iA ξ .  

Σχηµατίζουµε τον στοιχειώδη ορθό κύλινδρο βάσεως ( )iA ξ ,  ύψους 1i i ix x x−− = ∆  άρα 

όγκου ( )i i iV A xξ= ∆ , 1,  2,...,  i ν= .   
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Aν πάρω το άθροισµα όλων αυτών των στοιχειωδών κυλίνδρων, έχω ένα άθροισµα 

Riemann ( )
1 1

v

i i i

i i

V A x
ν

ξ
= =

= ∆∑ ∑ . Το όριο του αθροίσµατος αυτού, που υπάρχει διότι υπέθεσα ότι η 

( )  A x είναι συνεχής, λαµβάνεται εξ ορισµού ως όγκος του (Σ) όταν 0λ→ , δηλαδή 

( )
0 0

1 1

lim lim ( ) i i i

i i

V V A x x dx

βν ν

λ λ
α

ξ
→ →

= =

= = ∆ = Α∑ ∑ ∫  ή ( )  V x dx

β

α

= Α∫ .  

 

Σχόλιο Θεωρώ ένα γεωµετρικό στερεό (Σ). Ο όγκος V του στερεού περιλαµβάνεται µεταξύ των 

επιπέδων ,  z a z β= =  δίνεται από τον τύπο ( ) V t dt

β

α

= Ε∫  ( )1Τ . Όπου ( )E t είναι το εµβαδόν 

της τοµής του (Σ) µε το επίπεδο z t= . 

 

Παρατήρηση 

Ο ( )1Τ ισχύει αν πάρω την τοµή του στερεού µε το επίπεδο x t=  ή y t= . Στην πρώτη 

περίπτωση ο ( )1Τ δίνει τον όγκο του στερεού µεταξύ των επιπέδων ,  x a x β= =  ενώ στη 

δεύτερη  µεταξύ των επιπέδων ,  y a y β= = . 

 

 

 
 

 

3.5.2 Όγκος στερεού 

Έστω τυχαίο γεωµετρικό στερεό (Σ) στο τρισορθογώνιο συστηµα αξόνων Oxyz  . Για την 

εύρεση του όγκου του  (Σ) θεωρούµε οτι κόβουµε αυτό σε πολύ λεπτές φέτες µε επίπεδα 

παράλληλα προς το Oxyz   στα ύψη 
0 1 1 1

..... ... ...
v

t t t t t tκ κ κα β− −= < < < < =   

Το εµβαδό Ε της τοµής του στερεού µε τα παράλληλα επίπεδα είναι συνάντηση που 

εξαρτάται απο το ύψος t . Άρα, για τα εµβαδά των διαφόρων τοµών είναι 

( )0 1 2 ( 1),  ( ),  ( ),..., ,  ( ),...,  ( )vt t t t t tκ κ−Ε Ε Ε Ε Ε Ε  και η συνάρτηση ( )E E t= µε [ ],  t α β∈  είναι 

συνεχής σε κάθε υποδιάστηµα [ ]1,  , 1,  2,...,  t tκ κ κ ν− = .  
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Άρα, σε κάθε τέτοιο υποδιάστηµα η συνάρτηση έχει µια ελάχιστη τιµή έστω κµ  και µια 

µέγιστη έστω κΜ  συνεπώς για τυχαίο [ ]1,  t tκ κξ −∈ ισχύει  ( )κ κµ ξ≤ Ε ≤Μ   (1). 

Αν το [α,β] µε διαιρετικά σηµεία 0 1 2, , ,... vt t t t  το ισοδιαµερίσουµε, τότε το κοινό ύψος 

µεταξύ δύο διαδοχικών  επιπέδων παραλλήλων προς το Oxyz  είναι 
1 , 0.vt t dκ κ

β α
ν−

−
− = →  Αν 

πολλαπλασιάσουµε τα µέλη της (1) µε το 
v

d  θα λάβουµε ( )
v v v

d E d M dκ κµ ξ⋅ ≤ ≤    (2) 

Ο όγκος του τµήµατος (µια φέτα) του στερεού που περιέχεται µεταξύ των επιπέδων στα 

ύψη 1,t tκ κ−  είναι Vκ =Ε(ξ) 1( ) ( ) vt t dκ κ ξ−− = Ε ⋅  διότι µπορούµε να θεωρήσουµε αυτό ως ένα 

στοιχειώδη  κύλινδρο µε εµβαδό βάσης το Ε(ξ) και ύψος vd οπότε η (2) γίνεται: 

v vd V M dκ κ κµ ≤ ≤ ⋅  (3). Αν την (3) γράψουµε για κ=1,2,...,ν και προσθέσουµε θα λάβουµε 

v vS V S≤ ≤    (4) όπου ( vS ) η ακολουθία των κατώτερων αθροισµάτων, (
vS ) η ακολουθία των 

ανωτέρων αθροισµάτων και V ο όγκος του στερεού.  

Είναι η Ε=Ε(t) συνεχής συνάρτηση στο [ ],  α β οπότεοι ακολουθίες ( vS ) και (
vS ) έχουν 

κοινό όριο το ολοκλήρωµα απο α έως β της ( )E t . Τότε, απο την (4) προκύπτει ο όγκος 

( )V t dt

β

α

= Ε∫    (5). 

 

3.5.3 Όγκος κυλίνδου και πρίσµατος 

Στο τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων Oxyz θεωρώ κυλινδρική επιφάνεια µε οδηγό µια 

κλειστή γραµµή C που βρίσκεται στο επίπεδο Oxyz . Αν Β είναι το εµβαδόν του επιπέδου 

χωρίου που περικλείει η C, τότε το εµβαδό κάθε τοµής του στερεού αυτού µε επίπεδο 

παράλληλο προς το Oxyz είναι Β. Έτσι, στον προηγούµενο τύπο η συνάρτηση ( )E E t=  µε 

t∈[α,β] είναι σταθερή µε σταθερή τιµή Β. Άρα, ο τύπος για τον όγκο V του στερεού (Σ) που 

περικλείεται απο την κυλινδρικη  επιφάνεια και τα επίπεδα 
1 2
, ,π π που είναι παράλληλα προς το 

επίπεδο Oxyz  σε ύψη, α,β αντίστοιχα, είναι: ( )V dt B dt B

β β

α α

β α= Β = = ⋅ −∫ ∫  

Αν  β–α=h τότε V=B·h όπου Β το εµβαδό της βάσης και h το ύψος. Ειδικά αν η κλειστή 

γραµµή C είναι κύκλος µε ακτίνα ρ, το στερεό (Σ) είναι πλάγιος ή ορθός κύλινδρος και ο τύπος 

που δίνει τον όγκο V του είναι 2V hπρ= ⋅ . Αν η κλειστή γραµµή C είναι πολύγωνο, τότε το 

στερεό (Σ) είναι πλάγιο ή ορθό πολυγωνικό πρίσµα και ο όγκος V του είναι το γινόµενο του 

εµβαδού Β της βάσης αυτού επί το ύψος h (ύψος είναι η απόσταση των επιπέδων των βάσεων). 
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3.5.4 Όγκος κώνου και πυραµίδας 

Στο τρισορθογώνιο σύστηµα αξόνων Oxyz θεωρώ κωνική επιφάνεια µε οδηγό µια 

κλειστή  γραµµή C που βρίσκεται στο επίπεδο Oxyz και κορυφή το σηµείο Κ σε ύψος h. 

Αν Β είναι το εµβαδό του επιπέδου χωρίου που περικλείει η C, τότε το εµβαδό κάθε 

τοµής του στερεού αυτού µε επίπεδο παράλληλο προς το Oxyz σε ύψος t είναι το ( )E t  όπου 

2

2

( ) ( )E t h t

B h

−
=  δηλαδή η συνάρτηση Ε=Ε(t) στον τύπο υπολογισµού του όγκου στερεού είναι 

2

2
( ) ( )

B
E t h t

h
= ⋅ −    (1) 

            Έτσι, για τον όγκο V του στερεού (Σ) που περικλείεται απο την κωνική επιφάνεια και τα 

επίπεδα 1 2,Π Π  που είναι παράλληλα προς το επίπεδο Oxyz  σε ύψη α,β αντίστοιχα ισχύει 

3
2 3 3

2 2 2

( )
( ) ( ) [ ] [( ) ( ) ]

3 3
a

B t h
V t dt h t dt h h

h h h

β β
β

α α

β α
Β − Β

= Ε = − = = − − −∫ ∫      (2) 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

          Αν το επίπεδο 1Π  ταυτίζεται µε το επίπεδο Oxyz είναι α=0 και το επίπεδο 2Π  διέρχεται 

από το Κ, δηλαδή β=h, άρα ο όγκος V του (Σ) είναι 3

2
[0 ]

2

B
V h

h
= +  ή 

1

3
V B h= ⋅    (3) 

Αν η κλειστή γραµµή C είναι κύκλος ακτίνας ρ και α=0, β=h τότε το στερό (Σ) είναι κώνος 

πλάγιος ή ορθός, µε εµβαδό βάσης Β= 2πρ και ύψος h άρα ο όγκος του είναι 21

3
V hπρ=   (4) 

          Αν η κλειστή γραµµή C είναι κύκλος µε ακτίνα R και α=0, β=υ<h, το στερεό (Σ) είναι 

κόλουρος κώνος και αν ρ η ακτίνα της µικρής βάσης τότε  
h u

R h

ρ −
=  οπότε ο τύπος (2) για τον 

όγκο του κόλουρου κώνου δίνει 2 21
( )

3
V R Rp pπ υ= + + ⋅      (5) 

         Αν η κλειστή γραµµή C είναι πολύγωνο, το στερεό (Σ) είναι πυραµίδα (α=0 και β=h) ή 

κόλουρη πυραµίδα (α=0 και β=υ<h) οπότε για τον όγκο της πυραµίδας είναι 
1

3
V B h= ⋅ ⋅    (6) 
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         Για τον όγκο της κόλουρης πυραµίδας, αν 1Β  το εµβαδό της µικρής βάσης, 
2

1

2

( )h u

h

Β −
=

Β
 

άρα 1

1

Bh u u B
h

h B B B

−
= ⇒ =

−
και 1

1

u B
h u

B B
− =

−
 άρα, ο (2) γιά α=0, β=υ δίνει  

( )1 1

1

3
V B B B B u= + ⋅ + ⋅     (7). 

 

3.5.5 Όγκος στερεών εκ περιστροφής 

Στο ορθογώνιο σύστηµα αξόνων Oxyz  έστω η γραφική παράσταση C της συνάρτησης 

f , όπου f  συνεχής στο [ ],  α β . Αν στραφεί, περί τον άξονα xx′ , το επίπεδο χωρίο που 

περικλείεται απο τις ευθείες ,  x a x β= =  τον άξονα xx′και τη C,  θα σχηµατιστεί ένα «στερεό 

εκ περιστροφής». Κάθε τοµή του στερεού αυτού µε επίπεδο κάθετο στον άξονα xx′  στο [ ],  α β

είναι κύκλος ακτίνας ( )y f x= , άρα το εµβαδόν είναι ( ) ( )2E x f xπ=  γιά [ ],  x α β∈ . Από τον 

(5), ο όγκος του στερεού εκ περιστροφής είναι 
2 ( )V f x dx

β

α

π= ∫ . 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

Όγκος στερεού από περιστροφή Θεωρώ χωρίο που περικλείεται από την καµπύλη c µε 

εξίσωση ( )y xϕ= , τις ευθείες ,  x a x β= =  και τον άξονα xx′ . Όταν το χωρίο περιστραφεί περί 

τον άξονα xx′  (µε πλήρη στροφή) γράφει ένα στερεό από περιστροφή (η εξίσωση ( )y xϕ=

είναι µια συνεχής συνάρτηση στο [ ],  α β ) ο όγκος του οποίου  είναι 2
( )V x dx

β

α

π ϕ =  ∫  ( )2Τ  

 

Παρατήρηση 

Το χωρίο που περικλείεται από την καµπύλη c µε εξίσωση ( )x yϕ= , τις ευθείες 

,  y yγ δ= =  και τον άξονα yy′  είναι  2( ) V y dy

δ

γ

π ϕ= ∫  ( )3Τ . Θεωρώ το χωρίο που 

περικλείεται από κλειστή επίπεδη καµπύλη c. Όταν το χωρίο περιστραφεί γύρω από τον άξονα 

που βρίσκεται στο επίπεδο του και που δεν τέµνει την καµπύλη,  σχηµατίζεται ένα στερεό που o 

όγκος του βρίσκεται ως εξής: Θεωρώ τον άξονα περιστροφής ως άξονα xx′  ενός ορθογωνίου 

συστήµατος. Έστω Α το σηµείο της c µε τη µεγαλύτερη τετµηµένη β.  
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Έστω ( )1y xϕ= η εξίσωση της καµπύλης ΑΓΒ και ( )2y xϕ=  η εξίσωση της καµπύλης 

Α∆Β. Αν οι 1 2,  ϕ ϕ  είναι συναρτήσεις συνεχείς στο [ ],  α β , ο όγκος του στερεού που παράγεται 

είναι 2 2

2 1( ) ( )  V x x dx

β

α

π ϕ ϕ = − ∫  ( )4Τ . 

Παρατήρηση 

Αν το σχήµα περιορίζεται από τις καµπύλες ( ) ( )1 2,  x y x yϕ ϕ= = , ο όγκος του στερεού που 

παράγεται από την περιστροφή του περί τον άξονα yy′ , είναι 2 2

2 1( ) ( )  V y y dy

δ

γ

π ϕ ϕ = − ∫    ( )5Τ  

όπου γ, δ οι τεταγµένες των σηµείων Γ, ∆ (Γ είναι το σηµείο της c µε την µικρότερη και ∆ µε τη 

µεγαλύτερη τεταγµένη).     

 

                         

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.5.6 Όγκος σφαίρας 

Έστω ηµικύκλιο εξίσωσης ( ) 2 2f x xρ= − στο επίπεδο Oxyz . Αν στραφεί περί  άξονα 

xx′ , το στερεό εκ περιστροφής που σχηµατίζεται είναι σφαίρα, ακτίνας  ρ ,  όγκου 

( )
3

2 2 2 2 34
( )

3 3

p p

p p

x
V f x dx x dx x

ρ

ρ

π π ρ π ρ πρ
− − −

 
= ⋅ = − = − = 

 
∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Παρατήρηση 

Για τον υπολογισµό του όγκου ορθού κώνου µε ακτίνα βάσης ρ  και ύψος h θεωρώ ότι η ευθεία 

εξίσωσης 
p

y x
h

=  στρέφεται περί τον xx′  οπότε ο όγκος είναι  

2 3
2 2 2

2

0 0 0

1
( )

3 3

hh h
x

V f x dx x dx h
h

ρ
π π π πρ

 
= ⋅ = ⋅ = = 

 
∫ ∫ . 



25 

 

Οµοίως, για τον όγκο ορθού κυλίνδρου ακτίνας βάσης ρ  και ύψους h  θεωρώ ότι η 

ευθεία y ρ=  στρέφεται περί τον xx′ , άρα 2 2

a h

V dx h
α

π ρ πρ
+

⋅ =∫ . 

 
3.5.7 Εφαρµογές 

1. Ένα στερεό έχει κυκλική βάση ακτίνας a . Εύρεση του όγκου του, αν κάθε κάθετη τοµή του 

επιπέδου, σε µια σταθερή διάµετρο, είναι ένα ισόπλευρο τρίγωνο. 

Λύση 

Παίρνουµε ως σταθερή διάµετρο αυτή που κείται στον άξονα Ox . Η εξίσωση του κύκλου 

δίνεται από 2 2 2x y α+ = . Το ισόπλευρο τρίγωνο βάσης 2 y και ύψους 3y  έχει εµβαδόν  

( ) 21
2 3 3

2
A x y y y= =  και από 2 2 2y xα= −  είναι ( ) ( )2 23A x xα= −  

Ο τύπος (9) δίνει  ( )
3 3

2 2 2 4 3
3  3

3 3

a

a

x
V a x dx x

α

α

α
α

− −

 
= − = − = 

 
∫  

 

2. Το προηγούµενο παράδειγµα, αν η κάθετος τοµή είναι ένα τετράγωνο 

Λύση 

Το τετράγωνο έχει πλευρά 2 y  και εµβαδόν ( ) 24A x y= . Από την εξίσωση του κύκλου είναι 

2 2 2y xα= − , άρα( ( ) ( )2 24A x xα= −  Από (9) είναι 

 ( )
3 3

2 2 2 16
4  4

3 3

x
V x dx x

αα

α α

α
α α

− −

 
= − = − = 

 
∫  
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3. Ένα στερέο έχει ως βάση του µία έλλειψη µε µήκος µικρού άξονα 8 και εκκεντρότητα  
3

5
ε = . 

Βρείτε τον όγκο του στερεού, αν κάθε τοµή στο µεγάλο άξονα είναι ένα  ισοσκέλες τρίγωνο 

ύψους h . 

Λύση 

Έστω ότι ο µεγαλός άξονας βρίσκεται στον xx′άξονα. Αφου 2 8 4β β= ⇔ = .  

Είναι 
2 2 2

2 2

3 9 9
5

5 25 25

y y α β
α

α α α
−

= ⇔ = ⇔ = ⇔ = . Τότε η εξίσωση της έλλειιψης είναι 

2 2

1
25 16

yχ
+ =  

Το ισοσκελές τρίγωνο έχει βάση 2 y  και ύψος h , άρα ( ) 1
2

2
A x yh yh= =  και επειδή από την 

εξίσωση της έλλειψης ισχύει ότι 24
25

5
y x= −  είναι ( ) 24

25
5

h
A x x= − , ο  όγκος δίνεται από 

τον τύπο (9), άρα 
5

2

5

4
25 10

5
V h x dx hπ

−

= − =∫  (θέτωντας x sinθ= ) 
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Παρατήρηση 

Έστω ότι ζητήται  να υπολογισθεί ο όγκος του στερεού που παράγεται από την περιστροφή, περί 

τον xx′ άξονα, δύο καµπυλων ( ) ( ),  y f x y g x= = ορισµένων και συνεχών στο [ ],  α β  µε 

( ) ( ) [ ],  ,  f x g x x α β≥ ∀ ∈  και από ευθείες ,  x a x β= = .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο xx′  άξονας δεν ανήκει στο χωρίο Ε (Σχ.8.16).  

  Αν φέρω ένα επίπεδο κάθετο στον xx′άξονα, η τοµή του στερεού και του επιπέδου είναι από 

κυκλίκος δακτύλιος εµβαδού  { }2 2( ) ( ) ( )x f x g xπΑ = − , άρα ο (10) γράφεται 

2 2( ) ( )V f x g x dx

β

α

π  = − ∫     (11).                                                           

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Εύρεση του όγκου του στερεού που παράγεται από την περιστροφη της καµπύλης 22y x=  

περί τον xx′  άξονα και περικλείεται από τις ευθείες 0,  2x x= = . 

Λύση 

Ο όγκος του στερεού που παράγεται από την περιστροφή της καµπύλης περί τον xx′  άξονα 

δίνεται από τον τύπο (10) οπότε   ( )
22 2 5

2
2 4

0 0 0

128
2 4 4

5 5

x
V x dx x dx

π
π π π

 
= = = = 

 
∫ ∫  
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5. Εύρεση του όγκου του στερεού που παράγεται από την περιστροφή περί τον yy′άξονα της 

περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 2 8y x= και την ευθεία 2x = . 

Λύση 

Εύρεση των σηµείων τόµης της καµπύλης 
2

8

y
x =   και της ευθείας 2x = . Αύτα είναι ( )2,  4  και 

( )2,  4− . Η ολοκλήρωση θα γίνει κατά µήκος του yy′ άξονα. Επειδή [ ]4,  4x∀ ∈ −  η ευθεία 

είναι άνω από παραβολής, από τον (11) προκύπτει 

 

44 44 4 5

4 0 0

128
4  2 4  2 4

64 64 320 5

y y y
V dy dy y

π
π π π

−

     
= − = − = − =     

     
∫ ∫ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. Εύρεση του  όγκου που παράγεται από την περιστροφή της προηγουµένης παραβολής περί 

την ευθεία 2x = . 

Λύση 

Επείδη η 2x = είναι παράλληλη από τον yy′ άξονα είναι 
2 24 42 2

4 0

256
2 2 2

8 8 15

y y
V dy dy

π
π

−

   
= − = − =   

   
∫ ∫  

 

7. Εύρεση του  όγκου της σφαίρας. 

Λύση 
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Η σφαίρα παράγεται από την πλήρη περιστροφή του ηµικυκλίου περί τη διάµετρο  του κύκλου 
2 2 2x y R+ = . Το ηµικύκλο είναι  2 2y R x= − , µε [ ],  x R R∈ − .  Αφού τα τεταρτοκύκλια είναι 

ίσα µεταξύ από, η ολοκλήρωση µπορεί να γίνει από 0 µέχρι R και να διπλασιασθεί το 

αποτέλεσµα. Συνεπώς,  ( ) ( )
2

3 3
2 2 2 2 2

0 0 0

4
2 2  2

3 3

RR R
x R

V R x dx R x dx R x
π

π π π
 

= − = − = − = 
 

∫ ∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

8. Εύρεση  του όγκου του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή, περί τον xx′  
άξονα, της περιοχής που σχηµατίζεται από την καµπύλη 2 3 6y x x= − − +  και την ευθεία

3x y+ = . 

Λύση 

Τα σηµεία τοµής της καµπύλης µε την ευθεία είναι ( )3,  6−  και ( )1,  2 , αλλά [ ]3,  1x∀ ∈ −  η 

παραβολή είναι πάνω από ευθείας. Άρα, ( ) ( )
1

2 22

3

3 6) 3  V x x x dxπ
−

 = − − + − − =  ∫  

  ( )
11 5 4 3 2

4 3 2

3 3

6 4 30
6 4 30 27  27 119,5

5 4 3 2

x x x x
x x x x dx xπ π π

− −

 
+ − − + = + − − + = 

 
∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

9. Εύρεση  του όγκου  που παράγεται από την κυκλοειδή ,  1x sin y cosθ θ θ= − = − , αν 

περιστραφεί περί τον xx′άξονα. 

Λύση 

Η µεταβολή από γωνίας είναι από 0  έως 2π και ο όγκος δίνεται από τον τύπο  
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( ) ( ) ( )
2 2

22 22

0
0 0

( ) 1  1 (1 ) V f x dx cos d sin cos cos d

π π
π

π π θ θ θ π θ θ θ= = − − = − − =∫ ∫ ∫  

( ) ( )
2 2

3 2 3 2

0 0

1 1 3 3  5cos d cos cos cos d

π π

π θ θ π θ θ θ θ π− = − + − =∫ ∫  

 

3.6 Μήκος τόξου επίπεδης καµπύλης 

3.6.1 Μήκος τόξου σε καρτεσιανές συντεταγµένες 

Έστω συνάρτηση ( ) [ ]/ ,  y f x α β= και συνεχής. Αν παραστήσουµε το γράφηµα αυτής 

( ) [ ]{ },  : ,  x f x x a βΓ = ∈    στο καρτεσιάνο επίπεδο που είναι µια καµπύλη, οι ευθείες 

,  x a x β= = αποκόπτουν ένα µέρος.  

 

 

 

 

 

 

 

 

3.7 Εµβαδόν επιφάνειας στερεού εκ περιστροφής 

3.7.1 Σε καρτεσιανές συντεταγµένες 

           Έστω συνάρτηση ( ) [ ]/ ,  y f x α β= όπου ( ) ( ),  f x f x′ συνεχείς στο [ ],  a β και η 

( ) y=f x  δεν αλλάζει πρόσηµο στο [ ],  a β . Το εµβαδόν της επιφάνειας που δηµιουργείται απο 

την περιστροφή του τόξου της καµπύλης ( ) [ ]{ },  : ,  x f x x a βΓ = ∈    περί τον xx′  άξονα 

καλείται επιφάνεια εκ περιστροφής. Για τον υπολογισµό του εµβαδού της επιφάνειας που 

δηµιουργείται κατά την περιστροφή της ( )Γ περί τον xx′  άξονα, παίρνω ένα διαµερισµό του 

[ ],  a β  τον { }0 1 2 1... ...v i i va x x x x x x β−∆ = = < < < < < < < = . 

          Απο τα σηµεία διαµέρισης  0 1,  ,  ...,  vx x x , φέρνω παραλλήλες προς τον yy′  άξονα , που 

ορίζουν στο γράφηµα της ( ) y=f x  τα σήµεια 0 1 1, ,..., ...i i vP P P P P−   

Η περιστροφή του γραφήµατος ( )Γ  της ( ) y=f x περί τον xx′  άξονα γεννά µια 

επιφάνεια της οποίας το εµβαδό προσεγγίζεται απο το εµβαδό της επιφανείας που γεννά η 

εγγεγραµένη τεθλασµένη γραµµή  0 1 1, ,..., ...i i vP P P P P−  . Κάθε χορδή της τεθλασµένης γραµµής 

παράγει έναν κόλουρο κώνο. 
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Έστω 1[ ,  ]i ix x− , i=1,2…ν το τυχόν υποδιάστηµα της πιο πάνω διαµέρισης και 

1 , 1, 2... ,i iP P i ν− = Η τυχούσα χορδή της εγγεγραµένης τεθλασµένης γραµµής,  κατά την πλήρη 

περιστροφή, παράγει κόλουρο κώνο µε ακτίνες βάσεων 1( ),  ( )i if x f x−  η δε γενέτειρα αυτού 

1i iP P−  έχει µήκος ( ) ( )2 2

1 ,  1,2,3,...i i i iP P x y i ν− = ∆ + ∆ =  το δε εµβαδόν της κυρτής επιφάνειας 

του κόλουρου κώνου είναι  2 2( 1) ( )
2 ( ) ( ) ,  1,2,...,

2

i i
i i i

f x f x
x y iπ ν

− +
Ε = ∆ + ∆ =  ή 

[ ]
2

1( ) ( ) 1 ,  1,2,...,i
i i i i

i

y
f x f x x i

x
π ν−

 ∆
Ε = + + ∆ = ∆ 

 Το άθροισµα όλων των στοιχειωδών 

κόλουρων κώνων [ ]
2

1

1 1

( ) ( ) 1 ,  1,2,...,i
i i i i

i i i

y
f x f x x i

x

ν ν

π ν−
= =

 ∆
Ε = + + ∆ = ∆ 

∑ ∑  δίνει µια πρώτη 

προσέγγιση του εµβαδού της επιφάνειας που παράγει η ( ) y=f x κατά την περιστροφή της περί 

τον xx′άξονα. Το όριο του αθροίσµατος (14) λαµβάνεται εξ ορισµού ως εµβαδόν της επιφάνειας 

εκ περιστροφής περί τον xx′ άξονα της καµπύλης ( ) y=f x . Το όριο υπάρχει διότι εξ΄ 

υποθέσεως οι ( ) ( ),  f x f x′ είναι συνεχείς στο [ ],  a β , άρα 
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 ( )
2

1
0 0

1 1

lim lim ( ) ( ) 1  i
i i i i

i i i

y
E f x f x x

x

ν ν

λ λ
π −→ →

= =

 ∆
Ε = = + + ∆ ∆ 

∑ ∑    (15). 

Από το θεώρηµα Lagrange (ή µέσης τιµής) σε κάθε διάστηµα ( )1,  i ix x− υπάρχει ένα iξ , 

1,  2,...,i ν= τέτοιο ώστε ( )'i i iy f xξ∆ = ∆ ή ( )'i
i

i

y
f

x
ξ

∆
=

∆
και η (15) γράφεται ως

[ ] 2

1
0 0

1 1

lim lim ( ) ( ) 1 [ '( )]  i i i i i

i i

E f x f x f x
ν ν

λ λ
π ξ−→ →

= =

Ε = = + + ∆∑ ∑     (16). 

Όταν 0λ→ δεχόµαστε  ότι ( ) ( ) ( ) ( )1
0 0 0

lim lim limi i if x f x f f x
λ λ λ

ξ−→ → →
= = =   1,  2,...,i ν=  και 

0
lim '( ) '( )if f x
λ

ξ
→

= , οπότε η (16) δίνει τον τύπο για το εµβαδόν εκ περιστροφής 

22 ( ) 1 [ '( )]f x f x dx

β

α

πΕ = +∫   (17)  ή   

2

2 ( ) 1
dy

f x dx
dx

β

α

π  Ε = +   ∫   (18). 

Ο τύπος (18) µπορεί να γραφεί και µε τη µορφή 

2

2 ( ) 1
dx

f x dy
dy

δ

γ

π
 

Ε = +  
 

∫  (19) όπου ( )f aγ =

και ( )fδ β= . Αν η καµπύλη ( ) [ ]/ ,  x g y γ δ= , όπου ( )g y  και ( )g y′ συνεχείς, ως προς y  

στο [ ],  γ δ , τότε το εµβαδόν της επιφάνειας  εκ περιστροφής περί τον yy′  άξονα δίνεται µε έναν 

απο τους τύπους [ ]
2

2
2 ( ) 1 '( ) ,  2 ( ) 1

dx
g y g y dy E g y dy

dy

δ δ

γ γ

π π
 

Ε = + = +  
 

∫ ∫  (20). O δεύτερος 

τύπος απο τους (20) γράφεται και 

2

2 ( ) 1
dx

E g y dy
dy

δ

γ

π
 

= +  
 

∫  (21) όπου ( ) ( ),  a g gγ β δ= = . 

Περιπτώσεις 

α) Το εµβαδόν της επιφάνειας που σχηµατίζεται απο την περιστροφή ενός τόξου ΑΒ µίας 

καµπύλης c, που ορίζεται απο τη συνάρτηση ( )y f x=  περί άξονα xx′  δίνεται από τον τύπο: 

[ ]
2

2
2 ( ) 1 '( )  2 1  

dy
E f x f x dx y dx

dx

β β

α α

π π  = + = +  
 ∫ ∫      1( )T   όπου α, β είναι οι τετµηµένες των 

σηµείων Α,Β αντίστοιχα.  
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β) Το εµβαδόν της επιφάνειας που σχηµατίζεται από την περιστροφή ενός τόξου ΑΒ µίας 

καµπύλης c µε εξίσωση ( )x yϕ= περί άξονα yy′  είναι [ ]2
2 ( ) 1 '( )  y y dy

β

α

π ϕ ϕΕ = +∫  2( )Τ  

όπου α, β είναι οι τεταγµένες των σηµείων Α,Β αντίστοιχα. 

 

γ) Το εµβαδόν της επιφάνειας που σχηµατίζεται από την περιστροφή περί άξονα xx′  ενός τόξου 

ΑΒ µιας καµπύλης c, που ορίζεται απο τις παραµετρικές εξισώσεις ( ) ( ),  x t y tσ ϕ= =  είναι 

[ ] [ ]
2 2

1 1

2 2
2 2

2 ( ) '( ) '( )  2  

t t

t t

dx dy
t t t dt y dt

dt dt
π ϕ σ ϕ π    Ε = + = +   

   ∫ ∫      3( )T  όπου 1 2,t t είναι οι τιµές 

της παραµέτρου t που αντιστοιχούν στα σηµεία Α, Β. 

 

δ) Αν η περιστροφή γίνεται περί άξονα yy′  ισχύει ότι 
2

1

2 2

2

t

t

dx dy
E x dt

dt dt
π    = +   

   ∫    4( )T  

 

ε) Το εµβαδόν της επιφάνειας που σχηµατίζεται από την περιστροφή περί άξονα xx′  ενός τόξου 

ΑΒ µίας καµπύλης c, που ορίζεται απο τις εξισώσεις cos ,  sinx yρ θ ρ θ= ⋅ = ⋅ , είναι 

2

1

2

22
d

E sin d
d

θ

θ

ρ
π ρ θ ρ θ

θ
 = ⋅ + 
 ∫    

5
( )T , όπου 

1 2
,θ θ  οι πολικές γωνίες που αντιστοιχούν στα 

σηµεία Α, Β αντίστοιχα. Αν η περιστροφή γίνει περί άξονα yy′ το εµβαδόν είναι 

2

1

2

22 cos  
d

E d
d

θ

θ

ρ
π ρ θ ρ θ

θ
 = ⋅ + 
 ∫    6( )T  

 

στ) Θεωρώ κλειστή επίπεδη καµπυλη c. Όταν περιστραφεί περί άξονα που βρίσκεται στο 

επίπεδο της και δεν την τέµνει, γράφει επιφάνεια που το εµβαδόν της υπολογίζεται ως εξής. 

Θεωρώ ως άξονα περιστροφής τον xx′ .  Έστω Α, Β τα σηµεία της c µε τις µικρότερη τετµηµένη 

α και µεγαλύτερη τετµηµένη β αντίστοιχα. Έστω ότι ( ) ( )1 2,  x y y yϕ ϕ= =  οι εξισώσεις των 

τόξων ΑΓΒ και Α∆Β αντίστοιχα. Αν οι συναρτήσεις 
1 2
,ϕ ϕ  είναι συνεχείς στο [ ],  α β ,  το 

εµβαδόν της επιφάνειας που παράγεται είναι  

 [ ] [ ]2 2

1 1 2 2
2 ( ) 1 ' ( ) ( ) 1 '( )  x x x x dx

β

α

π ϕ ϕ ϕ ϕ Ε = + + +
  ∫     7( )T  
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ζ) Το εµβαδόν της επιφάνειας που παράγεται από την περιστροφή ενός τόξου ΑΒ µίας 

καµπύλης c µε εξίσωση ( )y f x= περί ευθεία (ε) είναι  
22 ( , ) 1 ( ')  d M y dx

β

α

π ε Ε = +
 ∫     8( )T  

όπου ( ),d M ε η απόσταση τυχαίου σηµείου ( ),  M x y  του τόξου από την  (ε) και α, β οι 

τετµηµένες των σηµείων Α, Β. 
 

3.7.2 Σε παραµετρικές εξισώσεις 

Έστω οτι η καµπύλη ορίζεται απο τις παραµετρικές εξισώσεις ( ) ( ),  x g u y h u= =  µε 

[ ]1 2,  u u u∈  και ικανοποιούνται οι συνθήκες συνέχειας, τότε το εµβαδό δίνεται απο τους τύπους 
2

2 2

1

2 ( ) [ '( )] [ '( )]

u

u

h u g u h u duπΕ = +∫  (22) αν η περιστροφή γίνεται περί τον xx′  άξονα, και 

2

2 2

1

2 ( ) [ '( )] [ '( )]

u

u

g u g u h u duπΕ = +∫   (23) αν η περιστρόφη γίνεται περι τον yy′άξονα. 

 

3.7.3 Σε πολικές συντεταγµένες 

Έστω ( ) [ ]1 2/ ,  fρ θ θ θ=  και ικανοποιείται η συνθήκη συνέχειας της ( ) ( ),  f fθ θ′ στο [ ]1 2,  θ θ ,  

τότε το εµβαδό δίνεται απο τους τύπους [ ] [ ]
2

1

2 2
2 sin '( ) ( )f f d

θ

θ

π ρ θ θ θ θΕ = +∫   (24) 

ή    
2

1

2

22 sin
dp

d
d

θ

θ

π ρ θ ρ θ
θ

 Ε = +  ∫     (25). 

 

3.7.4 Εφαρµογές 

1. Εύρεση του εµβαδού της επιφάνειας που παράγεται απο την περιστροφή της παραβολής 
2 4y x= περί τον xx′ άξονα απο 1x = ως 4x = . Είναι 2y x=  διότι είναι θετική [ ]1,  4x∀ ∈ , 

συνεπώς  

( ) ( )
44 4 4 3

2
2

11 1 1

1 8 8
2 2 1 [(2 ) '] 2  4 1 1 5 5 2 2

3 3

x
x x dx x dx x dx x

x

π π
π π π

+  Ε = + = = + = + = −  ∫ ∫ ∫

Από 2 4y x=  είναι 
2

4

y
x = και θέτοντας τα όρια µεταβλής του x  βρίσκω οτί το y  µεταβάλλεται 

απο 2 µέχρι 4 και ο (19) δίνει (όπου ( )y xϕ= ) 

( )
2

4 4 42 12
2 22

2 2 2

4
2 1 2 4  4

4 2 2

y yy
y dy dy y d y

π
π π

 ′  +   Ε = + = = + +      
∫ ∫ ∫  

( ) ( )
4

3
2 2

2

8
4 5 5 2 2

3 3
y

π π 
= + = − 

 
. 
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2. Εύρεση του εµβαδού της επιφάνειας που παράγεται απο την περιστροφή του βρόγχου 

( )2 2 28 1y x x= − περί τον xx′άξονα µε [ ]0,  1x∈ .  

Παραγωγίζοντας, έχω ότι 316 ' 2 4yy x x= − και 
32

8

dy x x

dx y

−
= άρα 

( ) ( )2 2
3 32

2 2

2 3 2
1 1

64 64

x x x xdy

dx y y

− − + = + = 
 

.  

Συνεπώς,  

11 3 2 4

0 0

3 2 3 2
2

8 4 2 4 4

x x x x
y dx

y

π π
π

 −
Ε = = − = 

 
∫  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Εύρεση του εµβαδού της επιφάνειας που παράγεται απο την περιστροφή της καρδιοειδούς 

( )1 cosρ α θ= −  περί τον πολικό άξονα. Απο τον (25) είναι 

( )22 2 2

0

2 1sin sin cos d

π

π ρ θ α θ α θ θΕ = + − =∫ ( ) 2 2

0

2 1 2 2  cos sin cos d

π

π α θ θ α α θ θ− −∫ = 

( ) ( )
3

2 2 2

0 0

2 2 1 1  2 2 (1 )  1cos sin cos d cos d cos

π π

α π θ θ θ θ α π θ θ− − = − − =∫ ∫  

( )
2 25

2

0

4 2 32
1 ]

5 5
cos

π
α π α π

θ − =  
 

 

4. Εύρεση του εµβαδού της επιφάνειας που παράγεται απο την περιστροφή της καµπύλης 
2

3,  
2

t
x y t= − = περί τον άξονα xx′  µε [ ]1,  4t∈ . Απο τον (22) είναι 

( )
44 3 33

2 2 2 22

1 1

2 2
2 1 1 17 2

3 3
t t dt t

π π
π

  
Ε = + = + = −  

   
∫  

 

5. Εύρεση του εµβαδού της επιφάνειας που σχηµατίζεται όταν το ηµικύκλειο 2 2 2x y α+ =  (1) 

στραφεί περί άξονα xx′ . 

 Η (1) δίνει την εξίσωση του άνω ηµικυκλίου 2 2y xα= − . Ο ( )1T  δίνει 
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2 2 2

2 2 2 2

2 2
2 1   

a

a

x x y
x dx x dx

y y

α

α

π α α
− −

   +
Ε = − + = − =      

   
∫ ∫  

[ ] 2 2 22  2  2 2 2 4
a

a
y dx dx a x a a

y

α α

α α

α
π π α π π π πα

−
− −

 
= = = + = 

 
∫ ∫  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

6. Εύρεση του εµβαδού της επιφάνειας που σχηµατίζεται από την περιστροφή περί  τον άξονα 

xx′  ενός τόξου ΑΒ καµπύλης c  µε εξίσωση ( )sin 2y x=  όταν ( )0,  0A ,   ,  0
2

B
π 
 
 

. 

Ο ( )1T δίνει ( ) [ ] ( ) ( )
2 2

2 2

0 0

2 sin 2 1 (sin 2 ) ' 2 sin 2 1 4cos 2  x x dx x x dx

π π

π πΕ = + = +∫ ∫  

θέτω ( )2cos 2t x= (1) άρα αν 
2

x
π

= είναι 2t = − , συνεπώς 

 ( )
2 2 2

2 2 2 2

2
2 2

1 1
2 1 1  1 ln 1

4 2 2 2
t dt t dt t t t t

π π
π

−

−−

− −   Ε = + = + = ⋅ + + + + =     ∫ ∫

( )5 ln 5 2 .
2

π
π  + +  

 

 

3.8 Ειδικές εφαρµογές των ολοκληρωµάτων 

3.8.1 Καρτεσιανά εµβαδά 

1. Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από καµπύλη c (ορίζεται απο τη συνάρτηση y=f(x)) 

και τον άξονα xx΄, δίνεται απο τους τύπους  

( ) ,E f x dx

β

α

= ∫ αν ( ) 0, [ , ]f x x a β≥ ∀ ∈  (
1
Τ ) 

[ ]( )  ,E f x dx

β

α

= −∫  αν ( ) 0, [ , ]f x x a β≤ ∀ ∈  ( 2Τ ) 
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Τα όρια  ολοκλήρωσης βρίσκονται από τις ρίζες της εξίσωσης ( ) 0f x = . Οι 

προηγούµενοι τύποι εκφράζονται και απο τον  ( ) E f x dx

β

α

= ∫  ( 3Τ ) 

2. Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από µία καµπύλη c (που ορίζεται απο τη συνάρτηση 

( )y f x= ), τις ευθείες ,  x a x β= =  και τον άξονα xx′δίνεται απο τους τύπους  

( ) ,E f x dx

β

α

= ∫  αν  ( ) 0, [ , ]f x x a β≥ ∀ ∈  (
4

Τ ) 

 

[ ( )]f x dx

β

α

Ε = −∫ , αν ( ) 0f x < , [ , ]x α β∀ ∈  ( 5Τ ) 

 

Οι προηγούµενοι τύποι, εκφράζονται απο τον ( )f x dx

β

α

Ε = ∫ ( 6Τ ) 

Αν η f  δεν διατηρεί σταθερό πρόσηµο στο [ ],  α β  τότε χωρίζω το [ ],  α β σε 

υποδιαστήµατα στα οποία η f  διατηρεί σταθερό πρόσηµο και υπολογίζω τα αντίστοιχα εµβαδά. 

Έτσι, για το επόµενο σχήµα είναι  [ ]( ) ( )  ( ) f x dx f x dx f x dx

β γ δ

α β γ

Ε = + +∫ ∫ ∫  Τα άκρα 

ολοκλήρωσης στην περίπτωση αυτή δίνονται από τις ρίζες της εξίσωσης ( ) 0f x =  ή από τις 

σχετικές x λ= ∈ℝ . 
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3.  Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις τεµνόµενες καµπύλες 1c , 2c , που ορίζεται 

από τις συναρτήσεις ( ) ( ),  y f x y g x= = είναι [ ]( ) ( )  f x g x dx

β

α

Ε = −∫ , αν f(x)≥g(x),∀x∈[α,β] (

7Τ ) ή  [ ]( ) ( )  g x f x dx

β

α

Ε = −∫ , αν g(x)≥f(x), ∀x∈[α,β] ( 8Τ ) 

Τα άκρα ολοκλήρωσης είναι οι τετµηµένες των κοινών σηµείων των δύο καµπυλών και 

βρίσκονται από τη λύση του συστήµατος ( ) ( ),  y f x y g x= = . Οι προηγούµενοι τύποι 

εκφράζονται από τον κοινό τύπο [ ]( ) ( )  g x f x dx

β

α

Ε = −∫  ( 9Τ ) 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

4.   Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες 1c , 2c , που ορίζονται απο τις 

συναρτήσεις  ( ) ( ),  y f x y g x= =  και τις ευθείες ,  x a x β= = δίνεται από τους  ( 7Τ ) ή ( 8Τ ) . 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

5.   Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τον άξονα yy′  και την καµπύλη c που ορίζεται 

από τη συνάρτηση ( )x g y= , είναι  ( ) g y dy

β

α

Ε = ∫ ,αν ( ) [ ]0,  ,  g y y a β≥ ∀ ∈  ( 10Τ ) 
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ή  ( )  g y dy

β

α

Ε = −  ∫ , αν ( ) [ ]0,  ,  g y y a β≤ ∀ ∈ g(ψ)≤0, ( 11Τ ) 

Τα άκρα ολοκλήρωσης βρίσκονται από τη λύση της εξίσωσης ( ) 0g y = .  

 

 
 

 

 

 

 

6.   Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις ευθείες ,  y a y β= = ,  τον άξονα yy′  και 

την καµπύλη c, που ορίζεται από τη συνάρτηση ( )x g y= , δίνεται από τους ( 10Τ ) ή ( 11Τ ) 

(ανάλογα αν είναι ( ) 0g y ≥  ή ( ) [ ]0,  ,  g y y a β≤ ∀ ∈ . 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

7.   Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις τεµνόµενες καµπύλες 1 2,  c c  που ορίζονται 

από τις συναρτήσεις ( ) ( ),  x f y x g y= =  είναι [ ]( ) ( )  ,f y g y dy

β

α

Ε = −∫ αν 

( ) ( ) [ ], ,  f y g y y a β≥ ∀ ∈ ( )12Τ  ή [ ]( ) ( )  g y f y dy

β

α

Ε = −∫ , αν ( ) ( ) [ ], ,  g y f y y a β≥ ∀ ∈        

13( )Τ . Τα άκρα ολοκλήρωσης είναι οι τεταγµένες των κοινών σηµείων των δύο καµπυλών και 

βρίσκονται απο τη λύση του συστήµατος ( ) ( ),  x f y x g y= = . 
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8.   Το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις ευθείες ,  y a y β= = και  τις καµπύλες 

1 2,  c c  που ορίζονται από τις συναρτήσεις ( ) ( ),  x f y x g y= = , δίνεται από τους ( )12Τ  ή ( )13Τ  

(ανάλογα αν  ( ) ( )f y g y≥ ή ( ) ( ) [ ] , ,  g y f y y a β≥ ∀ ∈ .  

 

 

 

 

 

 

 

 
9.   Γιά την εύρεση του εµβαδού του χωρίου που περικλείεται από την κλειστή καµπύλη c, µε 

εξίσωση ( ), 0F x y = , εργαζόµαστε ως ακολούθως. 

� Αν κάθε παράλληλη προς τον άξονα yy′  τέµνει την κλειστή καµπύλη σε δύο το πολύ σηµεία, 

τότε λύνω την (1) ως προς y  και ορίζω τους δύο κλάδους της καµπύλης, τον πάνω, µε εξίσωση 

( )y f x=  και τον κάτω µε εξίσωση ( )y xσ= . 

Αν ,  α β  είναι αντίστοιχα η µικρότερη και η µεγαλύτερη τετµηµένη των σηµείων της 

καµπύλης, βρίσκονται από το σύστηµα ( ) ( ),  y f x y xσ= = , ισχύει  [ ]( ) ( )   f x x dx

β

α

σΕ = −∫ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Αν κάθε παράλληλη προς τον άξονα yy′  τέµνει την κλειστή καµπύλη, σε τρία τουλάχιστον 

σηµεία, λύνω την (1) ως προς x  και ορίζω τους κλάδους της καµπύλης ( ) ( ),  x g y x yσ= = . 

Αν ,α β  είναι αντίστοιχα η µικρότερη και µεγαλύτερη τεταγµένη των σηµείων της 

καµπύλης, βρίσκονται από το σύστηµα ( ) ( ),  x g y x yσ= =  και ισχύει [ ]( ) ( )  g y y dy

β

α

σΕ = −∫ . 
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Παρατήρηση  

Αν το χωρίο είναι συµµετρικό ως προς έναν τουλάχιστον άξονα υπολογίζω ένα µέρος του 

εµβαδού του χωρίου και παίρνω σαν ολικό εµβαδόν κατάλληλο πολλαπλάσιό του. Αυτό 

επιβάλλεται στην περίπτωση που τα όρια ολοκλήρωσης είναι αριθµοί αντίθετοι και η συνάρτηση 

περιττή, διότι τότε συχνά προκύπτει το εσφαλµένο αποτέλεσµα 0Ε = . 

� Γιά την εύρεση του εµβαδού του χωρίου που περικλείεται από το διάγραµµα της συνάρτησης 

( )y f x= , τον άξονα xx′ και από οριζόντιες ή κατακόρυφες ασύµπτωτες της f , τότε 

χρησιµοποιώ κατάλληλο συνδυασµό τύπων µε τη γεωµετρική ερµηνεία των ολοκληρωµάτων. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

10. Εύρεση του εµβαδού του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη 2 5 6y x x= − +  και τον 

άξονα xx′ . 
Λύση 

Είναι 2 5 6 0 ( 2,  3)x x x x− + = ⇔ = =  και 2 5 6 0, [2,  3].x x x− + ≤ ∀ ∈

( )
33 3 2

2

2 2

5
5 6  6

3 2

27 45 8 20
18 12 ...

3 2 3 2

x x
x x dx x

 
Ε = − − + = − + − = 

 

   − + − − + − =   
   

∫
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. ∆είξτε ότι τα εµβαδά 
0, 1, ..., , ...vS S S  των χωρίων που σχηµατίζονται απο τον άξονα xx′  και τις 

αψίδες της καµπύλης sinxy e xα−= , ( )0x ≥  σχηµατίζουν γεωµετρική πρόοδο µε λόγο 
/e απ βω −=  

Λύση 

Το διάγραµµα της συνάρτησης τέµνει τον ηµιάξονα Ox  στα σηµεία που οι τετµηµένες τους 

είναι λύσεις της εξίσωσης ( )sin 0xβ =  δηλαδή στα σηµεία µε τετµηµένες ,  1,2...v

v
x

π
ν

β
= =   

Είναι  
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 ( ) 2 2 1sin 0,  ( ,  ),  0,  1,  2,...y e x x x xαχ
κ κβ κ−

+= > ∀ ∈ = και 

 ( ) 2 1 2 2sin 0,  ( ,  ),  0,  1,  2,...y e x x x xαχ
κ κβ κ−
+ += > ∀ ∈ =  διότι το πρόσηµο της y  εξαρτάται από 

το πρόσηµο του ( 1)ν− . Άρα ( )

( 1) ( 1)

/

 ( 1) sin  .v xy dx e x dx

ν π ν π
β β

α

β νπ β

β

+ +

−= −∫ ∫  

Ισχύει ότι ( ) ( ) ( )
2 2

sin  cos
x

x e
e x dx sni x x c

α
α β α β β β

α β

−
− = − + +  +∫ . Έτσι  

 ( )

( 1)

1 ( 1)
1

2 2

/

( 1)
( 1) sin ( 1) ( 1)v x

v
S e x dx e e

ν π
π ανπβ ν α ν

α ν νβ β

νπ β

β β β
α β

+

+ − +
− +

 −
= − = − − − = 

+   
∫

2 2
(1 ).

a

e e

νπ απ
β ββ

α β

−
−

+
+

  Άρα ω=

( 1)

2 2
1

(1 )

2 2

a

v

ev

e
S

S
e

π
β

α ν π
β

ανπ
β

β
α β

β
α β

−

− +

+

− +

+
=

+

( 1)
e

e

e

απ
β

ανπ
β

α ν π
β −

−

− +

= =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

3.8.2 Πολικά εµβαδά 

Οι καµπύλες ορίζονται µε πολικές συντεταγµένες. 

� Το εµβαδόν του χωρίου που, ως προς ένα σύστηµα πολικών συντεταγµένων, περικλείεται απο 

την καµπύλη c, µε εξίσωση ( )ρ ρ θ= (όπου ρ η πολική ακτίνα του τυχαίου σηµείου Μ της 

καµπύλης και θ η αντίστοιχη πολική γωνία) και απο τις ηµιευθείες (ακτίνες) 1 2,  θ θ θ θ= =  είναι 

2

1

21
( ) 

2
E p d

θ

θ

θ θ= ∫  ( 1Τ ). Ο ίδιος τύπος δίνει και το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται απο 

την καµπύλη ( )ρ ρ θ= . 
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� Το εµβαδόν του χωρίου που, ως προς ένα συστηµα πολικών συντεταγµένων, περικλείεται 

µεταξύ των καµπυλών µε εξισώσεις ( ) ( ),  ρ σ θ ρ τ θ= =  και από τις ηµιευθείες 1 2,  θ θ θ θ= =

είναι 
2

1

2 21
( ) ( )  

2
E t d

θ

θ

σ θ θ θ = − ∫  ( 2Τ ) Ο ίδιος τύπος δίνει και το εµβαδόν του χωρίου που 

ορίζεται από τις καµπύλες ( ) ( ),  ρ σ θ ρ τ θ= = . 

 

3.8.3 Παρατηρήσεις 

Προκειµένου να βρούµε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη ( )ρ ρ θ= , 

τα όρια ολοκλήρωσης εξαρτώνται απο τη µορφή της καµπύλης. Έτσι:  

1. Αν η εξίσωση της καµπύλης  είναι της µορφής ( ) *
,  a sin k kρ θ= ⋅ ∈ℕ , τότε τα όρια  

ολοκλήρωσης είναι 
1 20,  

π
θ θ

κ
= = . 

� Αν ο k  είναι περιττός, τότε το ολικό εµβαδόν είναι ολ kΕ = Ε  (τότε έχουµε 

ισοεµβαδικά φύλλα και το 

2

2

1

1
( ) 

2
d

θ

θ

ρ θ θΕ = ∫  δίνει το εµβαδόν του ενός φύλλου). 

� Αν ο k  είναι άρτιος, τότε είναι ολ 2kΕ = ⋅Ε  (διότι η καµπύλη αποτελείται απο 2k  

φύλλα και E  είναι το εµβαδόν του ενός φύλλου). 

 

2. Αν η καµπύλη είναι της µορφής ( ) *,  a cos k kρ θ= ⋅ ∈ℕ , τότε τα όρια ολοκλήρωσης είναι 

1 20,  
2k

π
θ θ= = . 

� Αν ο k  είναι περιττός, τότε το ολικό εµβαδόν είναι 
2

2

ολ

1

1
2 ,  ( ) .

2
k d

θ

θ

ρ θ θΕ = Ε Ε = ∫  Η 

καµπύλη τότε αποτελείται από k  φύλλα και Ε είναι το εµβαδόν του µισού φύλλου.   

�  Αν ο k  είναι άρτιος τότε είναι 4kολΕ = Ε . Η καµπύλη τότε αποτελείται απο 2k  

φύλλα και Ε είναι το εµβαδόν του µισού φύλλου. 

 

3. Αν η εξίσωση της καµπύλης είναι της µορφής a cosρ β θ= + ⋅  ή a cosρ β θ= − ⋅  τότε: 

� Αν [α]>[β],(δηλαδή ρ≠0 για κάθε θ∈(0,2π)), τότε είναι  1 20,  2θ θ π= =  και ολΕ = Ε . 

� Αν  [α]≤[β] τότε 1 0θ = . Για να βρω το 2θ  βάζω στην εξίσωση της καµπύλης όπου ρ το 

0 και λύνω ως προς θ. Η µικρότερη τιµή του θ είναι το 2θ . 

Για να βρω ποιό µέρος του εµβαδού έχω υπολογίσει, πρέπει να χαράξω την καµπύλη 

ώστε να δω πόσα φύλλα έχει και ποιό εµβαδόν έχω υπολογίσει. 

 

4. Αν η εξίσωση της καµπύλης είναι της µορφής ( )a sin kρ β θ= + ⋅ ή  ( )a sin kρ β θ= − ⋅  τότε: 

� Αν [α] > [β] (δηλαδή είναι ρ≠0 ∀θ∈(0,2π))  είναι 1 20, 2θ θ π= =  και ολΕ = Ε . 
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� Αν [α] ≤ [β] είναι 
1

2

π
θ = . Για να βρω το 2θ  βάζω στην εξίσωση της καµπύλης όπου 

ρ=0 και λύνω ως προς θ. Σαν 2θ  παίρνω τη µικρότερη τιµή του θ, Για να βρω ποιό µέρος του 

εµβαδού έχω υπολογίσει, πρέπει να χαράξω την καµπύλη ώστε να δω το πλήθος των φύλλων και 

ποιό εµβαδόν έχω υπολογίσει. 

 

Σηµείωση 

Αν η καµπύλη είναι της µορφής ( )2 2
p a sin kθ= ⋅  ή ( )2 2

p a cos kθ=  είναι δυνατό να έχει 

το µισό αριθµό φύλλων από αυτο που δείχνουν οι τιµές k . Αυτό οφείλεται στο ότι τα υπόλοιπα 

φύλλα είναι φανταστικά. Στην περίπτωση αυτή, πρέπει να σχεδιάζουµε την καµπύλη για να 

δούµε ποιό µέρος του εµβαδού έχουµε υπολογίσει. 

 

5. Για να βρω τα όρια ολοκλήρωσης στον τύπο ( 2Τ ), αν οι καµπύλες τέµνονται, λύνω το 

σύστηµα ( ) ( ),  ρ σ θ ρ τ θ= = και βρίσκω τις τιµές των 
1 2,  θ θ . 

 

3.8.4 Παραµετρικά εµβαδά 

� Αν µια συνάρτηση ( )f x  ορίζεται απο τις πραµετρικές εξισώσεις ( ) ( ),  x x t y y t= =

µε [ ]1 2, t t t∈ , τότε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη c της f , τον άξονα 

xx′και τις ευθείες ,  x a x β= = είναι 
2

1

( ) '( ) 

t

t

E y t x t dt= ∫  ( )1T  εφόσον ( )1 ,a x t= ( )2x tβ = .  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

� Αν µια συνάρτηση ( )f y ορίζεται απο τις παραµετρικές εξισώσεις ( ) ( ),  x x t y y t= = , 

µε [ ]1 2, t t t∈ , τότε το εµβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την καµπύλη c της f , τον άξονα 

yy′και τις ευθείες ,  y a y β= = δίνεται απο τον τύπο 
2

1

( ) '( ) 

t

t

E x t y t dt= ∫  ( )2T  εφόσον ( )1 ,a y t=

( )2y tβ = . 
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� Εµβαδόν κυκλικού τοµέα. Θεωρώ καµπύλη c µε παραµετρικές εξισώσεις 

( ) ( ),  x x t y y t= = . Έστω Α, Β δύο σηµεία  της καµπύλης στα οποία αντιστοιχούν οι τιµές 1 2,t t  

( )1 2t t< της παραµέτρου. Όσο αυξάνεται το t  από 1t  έως 2t  , το σηµείο ( ),  M x y της καµπύλης 

c (και η επιβατική ακτίνα ΟΜ) κινείται πάντα κατά την ίδια φορά περιστροφής. Τότε το εµβαδόν 

του τοµέα ΟΑΒ που διαγράφεται από την επιβατική ακτίνα ΟΜ είναι 

[ ]
21

( ) '( ) ( ) '( )  
2

t

t

E x t y t y t x t dt= −∫    3( )T   

Το εµβαδόν Ε είναι θετικό ή αρνητικό αν η κίνηση της ΟΜ γίνεται κατά την θετική ή 

αρνηρική φορά αντίστοιχα. Αν η παράµετρος t  εκφράζει το συντελεστή διεύθυνσης της 

επιβατικής ακτίνας ΟΜ, δηλαδή αν ( ) ( )y t t x t= ⋅ , τότε είναι ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2x t y t y t x t x t′ ′− = . 

Άρα, 
2

1

2 ( )

t

t

E x t dt= ∫ . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.8.5 Παρατηρήσεις 

1. Προκειµένου να βρω το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από µια κλειστή καµπύλη c  θα 

χρησιµοποιήσω τον (
3Τ ). Στην περίπτωση αυτή οι τιµές της παραµέτρου 

1 2,t t  αντιστοιχούν στα 

σηµεία Α,Β που είναι η αρχή και το τέλος της καµπύλης όταν αυτή διαγράφεται κατά τη θετική 

φορά. 

2. Αν το χωρίο είναι συµµετρικό ως προς έναν τουλάχιστον άξονα συντεταγµένων,  βρίσκω το 

εµβαδόν µε κατάλληλο πολλαπλάσιο του, διότι είναι δυνατόν, αν δεν χωρίσουµε κατάλληλα το 

χωρίο, να βρούµε το εσφαλµένο αποτέλεσµα Ε=0. 

3. Αν είναι δύσκολο να βρω τα όρια ολοκλήρωσης 
1 2,t t  φέρνω την καµπύλη στη µορφή 

( ), 0f x y = (δηλαδή κάνω απαλοιφή της παραµέτρου). Ακολούθως, βρίσκω από το διάστηµα 

µεταβολής του x  ή του y  τις τιµές ( ),  x a x β= =  ή ( ),  y a y β= =  στις οποίες αντιστοιχούν οι 

τιµές 
1 2,t t της παραµέτρου, δηλαδή λύνω τις εξισώσεις ( ) ( ),  a x t x tβ= = ή ( ) ( ),  a y t y tβ= =  


