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Πρόλογος 

Ο πολιτισµός στις ηµέρες µας, δε βασίζεται µόνο σε γράµµατα και αριθµούς, 

αλλά είναι γεµάτος εικόνες, σχήµατα, φωτογραφίες και χάρτες. Αυτά τα σχήµατα, 

έχουν σηµεία και γραµµές που λέγονται γραφήµατα, αποτελούν αναπόσπαστο τοµέα 

των µαθηµατικών και βοηθούν στην επίλυση πολλών προβληµάτων. Θα 

παρουσιαστούν βασικές εφαρµογές των γραφηµάτων, ώστε να διαπιστωθεί η 

χρησιµότητα τους στην καθηµερινότητα µας. 

 

1. Ιστορικά δρώµενα 

Η θεωρία των γραφηµάτων, ξεκίνησε από ένα τουριστικό–ψυχαγωγικό 

πρόβληµα που έλυσε ο Leonhard Euler, ένας από τους σπουδαιότερους µαθηµατικούς 

όλων των εποχών. Γεννήθηκε στην Ελβετία, πέρασε µεγάλο µέρος της ζωής του στις 

ακαδηµίες της Αγίας Πετρούπολης και του Βερολίνου και διακρίθηκε σε πολλούς 

τοµείς. Εξέδωσε πάνω από 500 έργα και το 54% του έργου του πραγµατοποιήθηκε 

µετά την απώλεια όρασης, το 1766. Θεωρείται πρωτοπόρος της θεωρίας των 

γραφηµάτων για την επίλυση του προβλήµατος µε τις γέφυρες του Konigsberg.   

Η ιστορία λέει ότι το 1736 σε ένα από τα ταξίδια του, σταµάτησε στο 

Konigsberg της Πρωσίας (σηµερινό Καλίνινγκραντ). Η πόλη χωρίζεται σε τέσσερα 

µέρη που συνδέονται µε επτά γέφυρες, αφού διασχίζεται από ένα ποτάµι. Στο 

παρακάτω σχήµα φαίνεται η διάταξη της πόλης και οι τέσσερις διαφορετικές 

περιοχές.  

 

Στη συνέχεια, υπήρξαν και άλλοι επιστήµονες που για να ολοκληρώσουν το 

έργο τους χρησιµοποίησαν ως βάση τα γραφήµατα, όπως ο Kirchhoff το 1847, στα 

ηλεκτρικά κυκλώµατα. Η θεωρία των γραφηµάτων, αναπτύχθηκε ως τον 21ο αιώνα 

οπότε αποτέλεσε ισχυρό όπλο για την επίλυση προβληµάτων και σε άλλες 

ειδικότητες. 

 

2. Βασικοί ορισµοί της θεωρίας των γραφηµάτων 

2.1 Μη κατευθυνόµενο γράφηµα 

Μη κατευθυνόµενο γράφηµα G, είναι µια διατεταγµένη δυάδα (V, E) όπου:  

� V είναι το σύνολο των κορυφών (ή κόµβων): V=(v1,v2,…,vn) 

� Ε είναι το σύνολο των ακµών (ή πλευρών ή τόξων): E=(e1,e2,…,em) 

� Η ακµή θεωρείται µη διατεταγµένη (η ακµή (vi,vj) είναι ίδια µε την ακµή 

(vj,vi)), δηλαδή δεν υπάρχει κατεύθυνση. ∆εν έχει σηµασία στη σχηµατική 



5 

 

απεικόνιση η τοποθέτηση των κορυφών στο επίπεδο. Σηµασία έχει να έχει βάλεις τις 

κορυφές που φαίνονται στο σύνολο και να φαίνεται ποια είναι η συνδεσιµότητα των 

ακµών, όπως τονίζει το σύνολο ακµών.  

� Κάθε ακµή συνδέει δυο κορυφές, δηλαδή ek=(vi,vj) µε vi,vj να ανήκει στο V 

για κάθε k=1,2,…,m  

 

2.2 Κατευθυνόµενο γράφηµα 

Κατευθυνόµενο γράφηµα G, είναι µια διατεταγµένη δυάδα (V,E) όπου: 

� V είναι το σύνολο των κορυφών (ή κόµβων): V=(v1,v2,…,vn) 

� Ε είναι το σύνολο των ακµών (ή πλευρών ή τόξων): E=(e1,e2,…,em) 

� Κάθε ακµή συνδέει δυο κορυφές, δηλαδή ek=(vi,vj) µε vi,vj να ανήκει στο V 

για κάθε k=1,2,…,m 

� Η ακµή θεωρείται διατεταγµένη (δηλαδή η ακµή (vi,vj) είναι ίδια µε την 

ακµή (vj,vi)) δηλαδή υπάρχει κατεύθυνση. 

Στα δύο παραδείγµατα της παρακάτω εικόνας φαίνεται, από την κατεύθυνση 

που απεικονίζουν, πως τα σύνολα στη πραγµατικότητα είναι το γράφηµα. Σε ένα 

γράφηµα κατευθυνόµενο και µη, µε n συµβολίζουµε το πλήθος των κορυφών και µε 

m το πλήθος των ακµών. Ένα γράφηµα, έχει τουλάχιστον µια κορυφή (δεν υπάρχει 

γράφηµα χωρίς κορυφές).  

2.3 Ανακυκλώσιµες  και αντιπαράλληλες ακµές    

Ανακυκλώσιµες ακµές, είναι οι ακµές µε αρχή και τέλος την ίδια κορυφή, 

παράλληλες ακµές, οι οποίες είναι ακµές µε κοινά άκρα και κοινή φορά.  

Αντιπαράλληλες ακµές, είναι οι ακµές µε κοινά άκρα και αντίθετη φορά.  

          

2.4 Μονοπάτι 

Μονοπάτι Ρ µήκους n από µια κορυφή v0 σε µια κορυφή vn είναι µια 

ακολουθία  n ακµών, ακολουθώντας τις τυχόν κατευθύνσεις τους, άρα (n+1) 

κορυφών που ξεκινά από τη κορυφή v0 και καταλήγει στην κορυφή vn .  

 

2.5 Απλό µονοπάτι (ή µονοκονδυλιά) 

Απλό µονοπάτι, είναι ένα µονοπάτι χωρίς επαναλαµβανόµενες κορυφές. Στο 

παρακάτω παράδειγµα έχω ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα στο οποίο θέλω να βρω 

το µέγιστο µήκος του µονοπατιού, αλλά και το µέγιστο µήκος του απλού µονοπατιού.  

Για το 1ο ερώτηµα, από τη στιγµή που επιτρέπει να επαναλάβω όσες φορές 

θέλω, κορυφές και ακµές, σηµαίνει ότι µπορώ να πηγαίνω τον περίπατο πάνω στο 
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γράφηµα όσες φορές θέλω, οπότε µέγιστο µήκος δεν υπάρχει και µπορώ να 

συµβολίσω το αποτέλεσµα µε +∞ .   

Στο 2ο  ερώτηµα θέλω να βρω το µέγιστο µήκος του απλού µονοπατιού όπου 

δεν επιτρέπεται να πατήσω στην ίδια κορυφή και αυτό έχει ως αποτέλεσµα, το 

µέγιστο µήκος να είναι τέσσερα. Μπορώ να συµβολίσω το µονοπάτι που θα 

ακολουθήσω 1–7–4–5–6 δηλαδή µια ακολουθία διαδοχικών κορυφών. Βέβαια 

υπάρχουν και άλλες ισοδύναµες λύσεις.  

2.6 Κύκλος 

Κύκλος, είναι ένα µονοπάτι χωρίς επαναλαµβανόµενες ακµές, που αρχίζει και 

τελειώνει στην ίδια κορυφή. Επιτρέπεται να περάσω από την ίδια κορυφή και δεν 

επιτρέπεται να περάσω από την ίδια ακµή. 

 

2.7 Είδη γραφηµάτων 

Οι ακόλουθοι ορισµοί, αφορούν µόνο µη κατευθυνόµενα γραφήµατα τα οποία 

θα ακολουθήσουµε σε όλη την πτυχιακή εργασία. Ένα γράφηµα, θα χαρακτηρίζεται 

ως ακολούθως. 

� Απλό γράφηµα, χωρίς ανακυκλώσεις και παράλληλες ακµές. 

� Πλήρες (ή κλίκα) γράφηµα, είναι ένα απλό γράφηµα µε όλες τις δυνατές ακµές. 

� Συνδεόµενο (ή συνδεδεµένο) γράφηµα, αν κάθε δυο κορυφές του γραφήµατος 

συνδέονται µε µονοπάτι.  

Στο παρακάτω παράδειγµα, θα δούµε τρία γραφήµατα και ποια από αυτά είναι 

απλά, δηλαδή δεν περιέχουν ανακυκλώσεις και παράλληλες ακµές. Το G1 είναι απλό, 

το G2 δεν είναι απλό διότι περιέχει ανακύκλωση και αντίστοιχα το G3 δεν είναι απλό 

διότι περιέχει παράλληλες ακµές. Το πλήρες γράφηµα (ή κλίκα) των n κορυφών 

(συµβολισµός Κn) είναι ένα απλό γράφηµα G=(V,E) µε n κορυφές που περιέχει όλες 

τις δυνατές ακµές.   Τυπικά, για κάθε vi, vj να ανήκει στο V µε i≠j η ακµή (vi,vj) να 

ανήκει στο Ε. Σηµαντική παρατήρηση είναι ότι µια κλίκα n κορυφών έχει n(n–1)/2 

ακµές. (Ο προηγούµενος τύπος είναι οι συνδυασµοί των n κορυφών ανά 2 και 

προκύπτει από τη συνδυαστική). Στο παρακάτω σχήµα, φαίνονται οι 5 πρώτες κλίκες.  
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Στο επόµενο παράδειγµα, θα δούµε ποια από τα γραφήµατα είναι πλήρη και 

αν δεν είναι πλήρη, πόσες ακµές πρέπει να προσθέσουµε για να γίνει το κάθε 

γράφηµα πλήρες. Το 1ο  γράφηµα είναι πλήρες και κλίκα τεσσάρων κορυφών για Κ4.  

Στο 2ο  γράφηµα βλέπουµε ότι λείπουν κορυφές και για να είναι πλήρες 

πρέπει να προσθέσουµε πέντε ακµές ώστε να έχουµε κλίκα Κ5. Το 5 µπορούµε να το 

βγάλουµε και από τον σχετικό τύπο.  

 

Για n=5 έχω 10 ακµές και για αυτό µου υπολείπονται ακόµα 5 ακµές, αφού το 

γράφηµα από µόνο του, έχει 5 ακµές.  Ανάλογα και για το τρίτο γράφηµα, έχω 8 

ακµές και 5 κορυφές, από τον τύπο για n=5 έχω 10 ακµές, άρα υπολείπονται ακόµα 2 

ακµές. Στο τελευταίο γράφηµα για n=6 από τύπο έχω 15 ακµές. Στο γράφηµα έχω 

µόνο 4 ακµές και για αυτό υπολείπονται ακόµα 11 κορυφές. Σχηµατικά τα 

γραφήµατα 2, 3, 4 έχουν ως εξής. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.8 Συνδεόµενο γράφηµα 

Συνδεόµενο (ή συνδεδεµένο) καλείται ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα που 

οποιεσδήποτε δύο διαφορετικές κορυφές συνδέονται µε τουλάχιστον ένα µονοπάτι. 

Τυπικά, για κάθε vi,vj που ανήκει στο V µε i≠j υπάρχει µονοπάτι από την vi στη vj.  
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           Σχεδόν όλα τα γραφήµατα µέχρι τώρα ήταν συνδεόµενα. Στο παρακάτω 

παράδειγµα θα δούµε γραφήµατα µη συνδεόµενα. Το 1ο  γράφηµα αποτελείται από 

δυο κοµµάτια, τα οποία αναδεικνύουν πως υπάρχουν κορυφές αλλά δε συνδέονται 

µεταξύ τους µε µονοπάτι από την κορυφή 3 στην κορυφή 5.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Οπότε δεν έχω αυτή την προσβασιµότητα και έτσι έχω ένα µη συνδεόµενο 

γράφηµα. Και στα άλλα δυο γραφήµατα, έχω κάποια υπογραφήµατα στα οποία δεν 

υπάρχει κοινή σύνδεση µεταξύ των υπογραφηµάτων µε κάποιο µονοπάτι. ∆ηλαδή, αν 

ένα γράφηµα είναι µη συνδεδεµένο, τότε κάθε µεγιστοτικό (ως προς τις κορυφές) 

συνδεόµενο υπογράφηµα του λέγεται συνεκτική συνιστώσα ή ασύνδετο τµήµα.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

           Πρακτικά συνεκτική συνιστώσα, είναι ένα κοµµάτι του γραφήµατος στο οποίο 

µπορούµε να µεταβούµε µέσω ενός µονοπατιού, από κάθε κορυφή σε κάθε άλλη. 

Γενικά, ένα γράφηµα  είναι συνδεόµενο οπότε θα αποτελείται από µια συνεκτική 

συνιστώσα ή µη συνδεόµενο οπότε θα αποτελείται από τουλάχιστον δυο συνεκτικές 

συνιστώσες. Παρακάτω θα δοθεί ένα παράδειγµα µε συνδεόµενα γραφήµατα και 

όποια από αυτά δεν είναι, από πόσες συνεκτικές συνιστώσες αποτελούνται και πόσες 

ακµές πρέπει να προσθέσω, ώστε να γίνουν συνδεόµενα. 
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Το 1ο  γράφηµα είναι συνδεόµενο, αποτελείται από τέσσερις κορυφές και 

κάθε κορυφη είναι προσβάσιµη µέσω ενός µονοπατιού. Το 2ο  γράφηµα είναι µη 

συνδεόµενο και το µόνο που χρειάζεται είναι να τραβήξω την κορυφή 3 προς τα 

πανω, ώστε να χωρίσουν για να έχω δυο συνεκτικές συνιστώσες και να προσθέσω 

απλά µια ακµή για να γίνει συνδεόµενο.  

Στο 3ο  γράφηµα έχω δυο συνεκτικές συνιστώσες, οπότε είναι µη συνδεόµενο 

και αρκεί να προσθέσω µια µόνο ακµή για να γίνει το γράφηµα συνδεόµενο (µια 

κορυφή µόνη της θεωρείται συνδεόµενο γράφηµα). Για το 4ο  γράφηµα έχω τέσσερις 

συνεκτικές συνιστώσες, οπότε το γράφηµα είναι µη συνδεόµενο και για να γίνει 

συνδεόµενο πρέπει να προσθέσω τρεις ακµές. Τέλος, αφού το γράφηµα δεν είναι 

συνδεόµενο και αποτελείται από k συνεκτικές συνιστώσες και κάθε ακµή συνδέει δυο 

συνεκτικές συνιστώσες, θα χρειαστώ (k–1) ακµές αποδεικνύοντας το µε επαγωγή. 

 

2.9 Συµπλήρωµα γραφήµατος 

Έστω ένα απλό γράφηµα G=(V,E). Συµπλήρωµα του G, καλείται το γράφηµα 

Gc=(Vc,Ec) που έχει τις ίδιες κορυφές µε το G και έχει ως ακµές αυτές που δεν 

περιέχονται στο G. Άρα, θα έχω: 

ακµές γραφήµατος + ακµές συµπληρώµατος = ακµές κλίκας  

αλλιώς, από τον τύπο πρέπει να ισχύει ότι Ε+Εc=n(n–1)/2. Στο επόµενο παράδειγµα, 

έστω ένα γράφηµα G=(V,E). Θα κατασκευάσω µε τις ίδιες κορυφές το συµπλήρωµα 

του γραφήµατος, δηλαδή µε βάση τον προηγούµενο τύπο θα δω πόσες ακµές 

υπολοίπονται, ώστε βάζοντας το ένα γράφηµα πανω στο άλλο να έχω ένα πλήρες 

γράφηµα (ή κλίκα). Έστω ένα γράφηµα G=(V,E). Τότε υπογράφηµα του G καλείται 

ένα γράφηµα Gc=(Vc,Ec) που περιέχει κάποιες κορυφές και κάποιες ακµές του G που 

συνδέουν αυτές τις κορυφές. Απαγορεύεται στο υπογράφηµα να έχω ακµή που δεν 

ανήκει στο αρχικό γράφηµα. 
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2.10 Βαθµός της κορυφής 

Βαθµός της κορυφής vi, είναι το πλήθος των ακµών που προσπίπτουν σε 

αυτήν και συµβολίζεται µε d(vi). Για λόγους ευκολίας, θα το γράφω απλά βαθµός 

µιας συγκεκριµένης κορυφής. Ειδικά για µη απλά γραφήµατα, η ανακύκλωση µετρά 

κατά 2 στο βαθµό της κορυφής. Στα επόµενο παραδείγµα βλέπω το βαθµό κορυφής,  

ώστε να υπάρξει µια εξικοίωση.  

 

2.11 Θεώρηµα βαθµών των κορυφών ή λήµµα της χειραψίας 

Λέει ότι το άθροισµα των βαθµών των κορυφών σε κάθε µη κατευθυνόµενο 

γράφηµα είναι ίσο µε το διπλάσιο των ακµών, δηλαδή  ∑ �(��
�
��� ) = 2. Ισχύει ότι το 

άθροισµα των βαθµών των κορυφών σε κάθε µη κατευθυνόµενο γράφηµα, είναι 

άρτιος αριθµός και το πλήθος των κορυφών µε περιττό βαθµό, είναι άρτιος 

αριθµός. 

 

         Άλλος ένας ορισµός για ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα: Θα λέγεται k–

κανονικό αν και µόνο αν όλες οι κορυφές έχουν βαθµό k. Ενώ αν αναφέρεται ότι το 

γράφηµα είναι κανονικό, σηµαίνει ότι όλες οι κορυφές έχουν τον ίδιο βαθµό. Επίσης 

σε ένα k–κανονικό γράφηµα ισχύει m=nk/2. Στο παρακάτω παράδειγµα φαίνεται ποιο 
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γράφηµα είναι κανονικό. Στο 1ο γράφηµα όλες οι κορυφές του έχουν βαθµό τρία 

οπότε θα έχουµε 3–κανονικό γράφηµα. Στο 2ο  γράφηµα υπάρχει κορυφή που είναι 

διαφορετικού βαθµού από τις υπόλοιπες οπότε δεν είναι κανονικό. Στο 3ο  γράφηµα 

είναι 2–κανονικό για το λόγο ότι όλες οι κορυφές είναι βαθµού δύο και τέλος στο 

τελευταίο γράφηµα είναι και αυτό 2–κανονικό επειδή όλες οι κορυφές του έχουν 

βαθµό δύο. 

 

 

Τέλος αν µιλήσουµε για πλήρες γράφηµα (ή κλίκα) το Κn είναι ένα (n–1) 

κανονικό γράφηµα. Στο παραπάνω παράδειγµα στο 1ο γράφηµα βλέπουµε ότι ισχύει 

και τέτοιο και έτσι έχουµε ένα Κ4 πλήρες ή κλίκα γράφηµα.   

 

2.12 ∆ιχοτοµίσιµο ή διµερές γράφηµα 

  ∆ιχοτοµίσιµο ή διµερές γράφηµα είναι ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα G= 

(V, E) όταν οι κορυφές του µπορούν να διαµεριστούν (χωριστούν) σε δυο ξένα 

µεταξύ τους σύνολα V1 και V2  (δηλαδή �1∪	V2 =V και �1∩V2 = ∅ ) έτσι ώστε κάθε 

ακµή να έχει το ένα της άκρο σε κορυφή του �1 και το άλλο της άκρο της V2 . Τα 

σύνολα V1 και V2  καλούνται µερίδια κορυφών. Στο παρακάτω παράδειγµα θα δώ 

ποια γραφήµατα είναι διχοτοµίσιµα και ποια όχι.  

Το 1ο  γράφηµα είναι διχοτοµίσιµο µε διαίρεση τα  V1 και V2   ενώ το 2ο  

γράφηµα δεν είναι διχοτοµίσιµο διότι και η κορυφή 2 και η κορυφη 3 συνδέονται µε 
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τη κορυφη 1, οπότε θα πάνε να κάτσουν στη διαίρεση τη δεξιά και αφου µια ακµή 

συνδέει αυτές τις κορυφές που είναι του ίδιου µεριδίου, έπεται ότι το γράφηµα δεν 

είναι διχοτοµίσιµο. Το τελικό συµπέρασµα είναι ότι, όταν ένα γράφηµα περιέχει ένα 

τρίγωνο τότε αυτό δε µπορεί να είναι διχοτοµίσιµο.  Στο παρακάτω παράδειγµα θα 

δω ποια γραφήµατα είναι διχοτοµίσιµα. 

Μπορώ να διαπιστώσω πως το 1ο  γράφηµα δεν είναι διχοτοµίσιµο διότι 

περιέχει τρίγωνο. Το 2ο  γράφηµα, ανήγοντας το σε ένα πεντάγωνο θα δούµε πως δυο 

κορυφές που βρίσκονται στο ίδιο µερίδιο ενώνονται και για αυτό το γράφηµα δεν 

είναι διχοτοµίσιµο. Στο 3ο  γράφηµα φτιάχνοντας τη κατασκευή µε τα δυο µερίδια 

και βάζοντας τις κορυφές, βλέπω πως το γράφηµα είναι διχοτοµίσιµο. Στο τελευταίο 

γράφηµα έχω έναν κύκλο µε 4 κορυφές και άλλες 2 κορυφές άκυρες, φτιάχνω τα δυο 

µεριδια και βάζοντας τις 4 κορυφες χωρίς να υπάρχει κάποιο θέµα, µας µένουν οι 

κορυφές 5 και 6 και αφού δεν υπάρχει κάποια ένωση µε ακµή απλά µπορούµε να τις 

τυπώσουµε µε οποιαδήποτε µορφή στα δυο µερίδια, οπότε χωρίς κάποιο πρόβληµα 

θα χαρακτηρίσουµε το γράφηµα ως διχοτοµίσιµο. Ως αποτέλεσµα των παραπάνω 

είναι στο ότι ένα γράφηµα είναι διχοτοµίσιµο αν και µόνο αν δεν περιέχει κύκλους 

περιττού µήκους. 

 

2.13 Χρωµατίσιµο  γράφηµα 

 Ένα γράφηµα G=(V,E) είναι k–χρωµατίσιµο αν οι κορυφές του µπορούν να 

χρωµατιστούν µε k–χρώµατα, ώστε δυο γειτονικές κορυφές να µην έχουν το ίδιο 

χρώµα, ή ισοδύναµα αν µπορώ να διαµερίσω τις κορυφές σε k–σύνολα ανεξαρτησίας 

(µε κάθε σύνολο να χρωµατίζεται µε ένα χρώµα). Ένα k–χρωµατίσιµο γράφηµα θα 

λέγεται και k–µερές (σε αναλογία το 2–χρωµατίσιµο γράφηµα έχει 2 σύνολα 

ανεξαρτησίας να καλείται διµερές). Στο επόµενο παράδειγµα, φαίνεται ο 

χρωµατισµός των γραφηµάτων, αναλόγως της γειτονία των κορυφών. Σύµφωνα µε τα 

παραπάνω, το 3ο  γράφηµα που είναι 2–χρωµατίσιµο εκτός από αυτό επειδή 

χωρίζεται σε δύο µέρη όπως φαίνεται θα λέγεται και διµερές γιατί ένα µέρος µπορεί 

να χρωµατιστεί µε το ίδιο χρώµα.  
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Ένα πόρισµα που προκύπτει από τον χρωµατισµό των γραφηµάτων, είναι ότι 

ένας έγκυρος χρωµατισµός δεν απαιτεί τον χρωµατισµό των κορυφών µε το ελάχιστο 

δυνατό πλήθος χρωµατών. Έτσι, αν ένα γράφηµα είναι π.χ. 2–χρωµατίσιµο τότε 

µπορεί να είναι και 3–χρωµατίσιµο και n–χρωµατίσιµο, δηλαδή δεν υπάρχει 

περιορισµός. Άλλος ενας ορισµός είναι ότι, το 2–χρωµατίσιµο γράφηµα λέγεται και 

2–µερές διότι, δεδοµένου ενός 2–χρωµατισµού µπορώ να χωρίσω τις κορυφές σε δυο 

σύνολα ανεξαρτησίας, ώστε οι κορυφές κάθε συνόλου να είναι χρωµατισµένες µε το 

ίδιο χρώµα. Ένα  k–χρωµατίσιµο γράφηµα λέγεται και k–µερές για τον ίδιο λόγο που 

αναφέραµε για το διµερές γράφηµα. Ένα παράδειγµα είναι το ακόλουθο, που δείχνει 

ακριβώς ότι ένα 2–χρωµατίσιµο είναι και διµερές και πως ένα 3–χρωµατίσιµο είναι 

και τριµερές.  

2.14 Χρωµατικός αριθµός 

Χρωµατικός αριθµός ενός γραφήµατος G=(V,E) καλείται το ελάχιστο k για το 

οποίο ο γράφος είναι k–χρωµατίσιµος και θα συµβολίζεται ως χ(G).  
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2.14.1 Εφαρµογή 

Έστω τα χωρία σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6. Βάζω χρώµατα και όταν υπάρχει ακµή 

ενδιάµεσα, αλλάζω χρώµα. Προσοχή ακµή όχι σηµείο. Άρα, έχω ότι τα χωρία σ5, σ2, 

σ3 θα έχουν χρώµα µπλε, τα χωρία σ1, σ4 θα έχουν χρώµα ροζ και το χωρίο σ6 θα έχει 

χρώµα πορτοκαλί. Επειδή το σ5 είναι σηµείο και όχι ακµή, µπορεί να πάρει και το 

χρώµα ροζ. Σύµφωνα µε τα παραπάνω, τα χρώµατα θα είναι τρία διότι δεν έχω µόνο 

άρτιο βαθµό κορυφών. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Αντίστοιχα, για το δίπλα σχήµα έχω 3 χρώµατα µε εφτά χωρία. Προσοχή.  Στα 

χωρία σ3, σ2 έχω ίδιο χρώµα διότι το Α είναι σηµείο και όχι ακµή. Άρα, το χρώµα δεν 

αλλάζει στους δύο κύκλους. 
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2.15 Κύκλος του Euler 

O Euler, ως φοιτητής στο Konigsberg αναρωτιέται πως µπορώ να κάνω 

περίπατο και να περάσω από κάθε µια από τις 7 γέφυρες της πόλης ακριβώς µια 

φορά; Αυτό που έκανε ήταν να µοντελοποιήσει το πρόβληµα, µε το 1ο  γράφηµα που 

κατασκευάστηκε ποτέ, µε αποτέλεσµα να αναζητήσει έναν κύκλο που διέρχεται από 

κάθε ακµή, ακριβώς µια φορά.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

   Ένας κύκλος Euler σε γράφηµα G=(V,E), είναι ένας κύκλος που περιέχει όλες τις 

κορυφές του γραφήµατος και διέρχεται, από κάθε ακµή, ακριβώς µια φορά. Αν 

ισχύουν όλα τα παραπάνω, το γράφηµα λέγεται κύκλος του Euler. 
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2.15.1 Θεώρηµα του Euler    

Για το λόγο αυτό, έχω το θεώρηµα του Euler για την ύπαρξη του κύκλου 

Euler, που λέει πως ένα µη κατευθυνόµενο γράφηµα έχει κύκλο Euler αν και µόνο 

αν είναι συνδεόµενο και αν όλες οι κορυφες του έχουν άρτιο βαθµό. Στο επόµενο 

παράδειγµα θα δω τι σηµαίνει αυτό σχηµατικά.  

          Στο 1ο  και στο 3ο  γράφηµα δεν υφίσταται κύκλος του Euler, διότι οι κορυφές 

δεν είναι άρτιου βαθµού. Στο 2ο γράφηµα, παρατηρώ πως οι κορυφές έχουν άρτιο 

βαθµό  και για αυτό έχω κύκλο Euler. Για να κλείσω πάνω στο γράφηµα του Euler 

παρατηρώ ότι το γράφηµα έχει τουλάχιστον µια κορυφή περιττού βαθµού, άρα 

αυτοµάτως το γράφηµα δεν έχει κύκλο του Euler οπότε δε µπορεί να γίνει περίπατος 

που να περνά από κάθε γέφυρα του Konigsberg ακριβώς µια φορά. Ένα µονοπάτι 

(κύκλος) του Euler σε ένα γράφηµα, είναι ένα µονοπάτι του γραφήµατος που 

διέρχεται από όλα τα σηµεία ακριβώς µια φορά. Το επόµενο παράδειγµα έχει 

κύκλωµα Euler; 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Με βάση τα προηγούµενα, όλες οι κορυφές του γραφήµατος είναι άρτιου 

βαθµού, οπότε είναι κύκλωµα Euler. Αυτό, έχει ως αποτέλεσµα ότι µπορώ να 

διακρίνω αν ένα κύκλωµα είναι Euler,  απλά µετρώντας τους βαθµούς των κορυφών.  

Υπάρχει η δυνατότητα, αν ένα γράφηµα δεν είναι κύκλωµα Euler, να το 

µετατρέψω σε γράφηµα Euler, µε την προσθήκη µιας καινούργιας ακµής. Στο 

επόµενο σχήµα, βλέπω µια πιθανή µετατροπή γραφήµατος σε Euler. Αυτή η 

µετατροπή, βοηθά στο σχεδιασµό διαδροµών, µέσω υπολογιστών, ώστε να 

διευκολύνονται στη καθηµερινή τους ζωή επαγγέλµατα που έχουν σχέση µε ειδικές 

διανοµές ή παραλαβές. 
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Ακολουθεί παράδειγµα που ζητά το ελάχιστο πλήθος των ακµών που πρέπει 

να προσθέσω στο παρακάτω γράφηµα, ώστε το γράφηµα που θα προκύψει να έχει 

κύκλο του Euler και αφου γίνει αυτό, να βρω έναν κύκλο του Euler, δήλαδη ένα 

µονοπάτι στο γράφηµα που προκύπτει. 

 Στο παραπάνω σχήµα, βλέπω ένα γράφηµα γνωστό ως γράφηµα Petersen και 

είναι ευρεως γνωστό διότι αν µια πρόταση µπορεί να αποδειχθεί στο γράφηµα 

Petersen, θα ισχύει για όλα τα γραφήµατα, αφού είναι ένα από τα πιο περίπλοκα 

γραφήµατα που έχουν κατασκευαστει ποτέ. Είναι εµφανές ότι, το συγκεκριµένο 

γράφηµα δεν έχει κύκλο Euler, διότι όλες οι κορυφές του είναι περιττού βαθµού.  

 Αρκεί µια κορυφή να έχει περιττό βαθµό, ώστε να µην ισχύει το θεώρηµα του 

Euler για αυτό προκειµένου να έχει κυκλο του Euler, πρεπει να προσθέσω το 

ελάχιστο πλήθος των ακµών. Αν προσθέσω µια ακµή, αυτοµάτως θα διορθώσει το 

βαθµό των δυο κορυφών, σε άρτιο βαθµό. Το γράφηµα έχει 10 κορυφές, οπότε πρέπει 

να προσθέσω 5 ακµές. Άρα, το σχήµα θα έχει τη διπλανή µετατροπή. Στο τέλος, ζητά 

να κατασκευάσω έναν κύκλο του Euler από το γράφηµα που προκύπτει και µε βάση 

το θεώρηµα, πατάω όσες φορές θέλω στις κορυφές, αλλα ακριβώς µια φορά στις 

ακµές. Συνεπώς, θα έχω τον κύκλο 1–4–10–9–2–1–6–7–3–8–5–6–4–8–10–7–9–5–2–

3–1 δηλαδή, από την κορυφή που θα ξεκινήσω, εκεί θα τελειώσω. Βέβαια, ο κύκλος 

που κατέγραψα δεν είναι ο µοναδικός και για αυτό υπάρχουν και άλλες τέτοιες 

ακολουθίες. Είναι πολύ σηµαντικό ότι τα γραφήµατα θέλουν εξάσκηση και τίποτα δε 

γίνεται τυχαία.  

 

2.16 William Hamilton 

Ο Hamilton (1805–1865), σε ηλικία 13 ετών γνώριζε 13 γλώσσες, µεταξύ των 

οποίων και ελληνικά, σε ηλικία 17 ετών επεσήµανε λάθος στο έργο του Laplace 

«Πραγµατεία για την ουράνια µηχανική», σε ηλικία 22 ετών διορίστηκε καθηγητής 

της  αστρονοµίας στο Πανεπιστήµιο του ∆ουβλίνου και διετέλεσε πρόεδρος της 

Ακαδηµίας της Ιρλανδίας. Τη φήµη του οφείλει στην επινόηση και επεξεργασία ενός 

ιδιότυπου συστήµατος αριθµών, το λεγόµενο 

κβαντέρνιο (λογισµός τετραέδρων) και για αυτό 

θεωρείται ένας από τους ιδρυτές του 

διανυσµατικού λογισµού. 

  Το 1859, έγινε ιδιαίτερα γνωστός όταν 

πήρε ένα δωδεκάεδρο, δηλαδή ένα κανονικό 

πολύεδρο µε 20 κορυφές, έβαλε 20 ονόµατα 

πόλεων στις κορυφές αυτές και σκέφτηκε το 

παιχνίδι της εύρεσης µίας διαδροµής στο 

δωδεκάεδρο στην οποία αναχωρώντας κάποιος 

από τη µία πόλη να επιστρέψει στην ίδια, έχοντας 

επισκεφτεί τις άλλες 19 πόλεις µια µόνο φορά. 
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2.16.1 Κύκλος του Hamilton 

Κύκλος του Hamilton, σε ένα γράφηµα G=(V,E) είναι ένας κύκλος που 

περιέχει όλες τις κορυφές του γραφήµατος και διέρχεται από κάθε κορυφή ακριβώς 

µια φορά. Αν ισχύουν τα παραπάνω,  λέµε πως το γράφηµα είναι κύκλος Hamilton 

και δείχνω την ακολουθία κορυφών µε τη φορά που τις επισκέφτηκα. ∆ηλαδή, για να 

έχω κύκλο του Hamilton, πρέπει ο βαθµός κορυφής να είναι µικρότερος ή ίσος µε δυο 

και οι κορυφές να είναι ίσες µε τις ακµές m=n. Στο παρακάτω παράδειγµα φαίνεται 

κατασκευαστικά, πως λειτουργεί ένας τέτοιος κύκλος.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

Στο 1ο   και στο 2ο  γράφηµα, φαίνεται ξεκάθαρα πως υπάρχει κύκλος του 

Hamilton, έχοντας γράψει την αντίστοιχη ακολουθία στο κάτω µέρος του σχήµατος.  

Στο 3ο  και στο 4ο  γράφηµα, δεν υφίσταται κύκλος του Hamilton, διότι 

περνάω από µια συγκεκριµένη κορυφή για 2η φορά, γεγονός που έρχεται σε αντίθεση 

µε τον ορισµό. Τέλος, έχω τον ορισµό για το µονοπάτι του Hamilton που είναι ένα 

µονοπάτι το οποίο διέρχεται ακριβώς µια φορά από κάθε κορυφή του γραφήµατος και 

ισχύει (k) κορυφές µε (k–1) ακµές. Σηµαντική παρατήρηση είναι πως αν και 

οµοιάζουν µεταξύ τους τα κυκλώµατα του Hamilton και του Euler, δεν πρέπει να 

συγχέονται, διότι στο κύκλωµα Euler είναι δυνατή η διέλευση µόνο µια φορά από τις 

ακµές, ενώ στη περίπτωση των κυκλωµάτων του Hamilton αυτό που δε µπορεί να 

επαναληφθεί, είναι οι κορυφές. Άλλο ένα παράδειγµα κυκλώµατος του Hamilton 

είναι το παρακάτω, που έχει 11 κορυφές και κάνοντας τα ακόλουθα βήµατα 

ξεκινώντας από την κεντρική κορυφή και συνεχίζοντας προς τις άλλες κορυφές, θα 

καταφέρω να δηµιουργήσω µια διαδροµή, επιστρέφοντας στην αρχική κορυφή. Είναι 

δύσκολο το να βρω έναν κύκλο του Hamilton σε ένα γράφηµα που έχει χαµηλή 

συνδεσµολογία ακµών και για αυτό χρειάζεται  εξάσκηση για την ανάπτυξη των  

δεξιοτήτων πάνω στη θεωρία γραφηµάτων. Η διαίσθηση το πως θα κατασκευάσω 

έναν κύκλο του Hamilton, είναι καθαρά και µόνο θέµα εµπειρίας για αυτό θέλει 

εξάσκηση.  
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        Στο επόµενο παράδειγµα, θα δω αν στο σχήµα έχω κύκλο του Hamilton. Έχω 7 

κορυφές και 12 ακµές. Αρχικά, βρίσκω τις κορυφές µε το µεγαλύτερο βαθµό. Η 

κορυφή Ε είναι βαθµού 5, άρα δε χρειάζοµαι 3 ακµές. Η κορυφή Α, είναι βαθµού 4, 

άρα δε χρειάζοµαι 2 ακµές.  

        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

       Οι κορυφές Β, Γ, ∆, Ζ, Η είναι βαθµού 3, όµως οι κορυφές Β, ∆, Η είναι 

γειτονικές µε την Α και η Γ είναι γειτονική µε την Ε, οπότε αυτές δεν τις πειράζουµε. 

Η κορυφή Ζ είναι βαθµού 3, άρα δε χρειαζόµαστε 1 ακµή. Συνεπώς, δε χρειάζοµαι 6 

ακµές, άρα από τις 12 ακµές µένουν 6 συνολικά ακµές. Όµως, έχουµε 7 κορυφές και 

θέλουµε 7 ακµές και έτσι δεν έχω κύκλο του Hamilton.  Στα παρακάτω γραφήµατα 

φαίνεται σχηµατικά η διαφορά Euler–Hamilton. Για αρχή, η άσκηση ζητά να 

κατασκευάσω 4 απλά µη κατευθυνόµενα γραφήµατα 6 κορυφών, όπου το 1ο 

γράφηµα δείχνει ότι έχει κύκλο του Hamilton και κύκλο του Euler.  

Το 2ο γράφηµα δείχνει ότι δεν έχει κύκλο του Hamilton και έχει κύκλο του 

Euler. Το 3ο  γράφηµα δείχνει ότι δεν έχει κύκλο του Hamilton και δεν έχει κύκλο 

του Euler και το 4ο  γράφηµα δείχνει ότι δεν έχει ούτε κύκλο του Hamilton ούτε 

κύκλο του Euler. Βλέποντας τα σχήµατα από πάνω, συµπεραίνω πως το 1ο  γράφηµα 

έχει κύκλο του Euler, διότι διέρχεται από τις ακµές µια φορά και οι κορυφές είναι 

άρτιου βαθµού και επίσης έχει κύκλο του Hamilton, διότι διέρχεται από όλες τις 

κορυφές µια φορά. Στο 2ο γράφηµα, έχω  κύκλο του Euler, διότι διέρχεται από όλες 

τις ακµές µια φορά και οι κορυφές είναι άρτιου βαθµού και δεν είναι κύκλος του 

Hamilton διότι ότι υπάρχει κορυφή από την οποία πρέπει να ξαναπεράσουµε ώστε να 

ολοκληρωθεί ο κύκλος.  

Στο 3ο  γράφηµα δεν υπάρχει κύκλος του Euler, διότι δε µπορεί να περάσει 

από όλες τις ακµές µια φορά  ενώ υπάρχει κορυφή βαθµού 3 και έχουµε κύκλο του 

Hamilton, διότι διέρχεται από όλες τις κορυφές µια φορά. Στο 4ο γράφηµα, 

παρατηρώ πως δεν υπάρχει κύκλος του Euler, διότι ξαναπερνά από ίδια ακµή και 

υπάρχουν κορυφές µονού βαθµού και επίσης δεν υπάρχει κύκλος του Hamilton, διότι 
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διέρχεται ξανά από ίδια κορυφή. Συµπεραίνω πως παρά τη δυσκολία εντοπισµού τους 

σε µεγάλα γραφήµατα, τα κυκλώµατα του Hamilton είναι πολύ σηµαντικά για την 

οργάνωση ταξιδιών, για τις παραλαβές κάθε τύπου, για τη διανοµή των 

εµπορευµάτων σε αλυσίδες supermarket, κτλ.   

 

2.17 Ισοµορφισµός γραφηµάτων 

∆ύο γραφήµατα είναι ισόµορφα, όταν διατηρούνται οι κορυφές και η µεταξύ 

τους συνδεσµολογία, δηλαδή πρέπει να υπάρχει µια αντιστοιχία 1–1 και επί µεταξύ 

κορυφών και ακµών, ώστε να διατηρούνται οι βαθµοί των κορυφών. Αλλιώς, τα 

G1(V1,E1) και G2(V2,E2) είναι ισοµορφικά αν υπάρχει συνάρτηση f από το V1 στο V2 

1–1 και επί τέτοια ώστε (vi,vj)∈  Ε1 και (f(vi),f(vj))∈  E2 (αν µπορώ να κάνω µια 

αντιστοίχιση των κορυφών του V1 στις κορυφές του V2 τέτοια ώστε αν η ακµή (vi,vj ) 

ανήκει στο σύνολο ακµών του 1ου γραφήµατος τότε και η εικόνα αυτής της ακµής στο 

2ο γράφηµα θα ανήκει στο σύνολο των ακµών του 2ου γραφήµατος). ∆ηλαδή, υπάρχει 

αντιστοίχιση των κορυφών ώστε να ταυτίζονται οι ακµές. Στο παραδίπλα παράδειγµα 

βλέπω δυο ισόµορφα γραφήµατα. Η συνάρτηση ισοµορφισµού είναι �: �1 → �2 

οπότε  f(v1)=v2, f(v2)=v5,  f(v3)=v1, f(v4)=v4,  f(v5)=v3. Το ένα µπορεί να ζωγραφιστεί 

ξανά στο επίπεδο, ώστε να ταυτίζονται οι ακµές. Τα γραφήµατα δεν είναι ίσα είναι 

ισοµορφικά.  

Στο επόµενο παράδειγµα, θα δείξω ότι δυο γραφήµατα είναι ισοµορφικά. 

Αφού δώσω πρώτα τη συνάρτηση ισοµορφισµού, θα προσπαθήσω να κάνω µια 

αντιστοίχιση των κορυφών ώστε να ταυτίζονται οι κορυφές, µε αποτέλεσµα τα 

γραφήµατα να είναι ισοµορφικά.  
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Παρατηρώ πως το εσωτερικό τρίγωνο του 1ου  γραφήµατος, αν το ανοίξω προς 

τα έξω, θα δώσει το τρίγωνο του 2ου  γραφήµατος. Ακολουθώντας τα βήµατα του 

προηγούµενου παραδείγµατος η συνάρτηση ισοµορφισµού �: �1 → �2 έχει ως εξής. 

f(v1)=v6, f(v2)=v7, f(v3)=v3, f(v4)=v4, f(v5)=v1, f(v6)=v9, f(v7)=v5, f(v8)=v8, f(v9)=v2. 

Άρα, καταλήγω στο αποτέλεσµα πως αυτά τα δυο γραφήµατα είναι ισοµορφικά. 

 

2.18 Επίπεδα γραφήµατα 

Ένα γράφηµα G=(V,E) είναι επίπεδο, αν µπορώ να το απεικονίσω στο 

επίπεδο, χωρίς να τέµνονται οι ακµές του. Για να δείξω ότι ένα γράφηµα είναι 

επίπεδο, ζωγραφίζω ξανά τις ακµές του γραφήµατος χωρίς αυτές να τέµνονται. Στο 

παρακάτω παράδειγµα, φαίνεται πως τα γραφήµατα είναι επίπεδα, κάνοντας έναν 

απλό µετασηµατισµο των ακµών χωρίς να τέµνονται µεταξύ τους οι ακµές. 

Για να αποδείξω πως ένα γράφηµα είναι επίπεδο, µπορώ από το µαθηµατικό 

τύπο του Euler που ισχύει µόνο για τα συνδεόµενα γραφήµατα και σχετίζει το πλήθος 

των χωρίων µε το πλήθος των ακµών και των κορυφών ενός γραφήµατος. Ο τύπος 

λέει ότι: σ=m–n+2. Ένα παράδειγµα για να γίνει κατανοητός ο µαθηµατικός τύπος 

είναι το παρακάτω όπου γράφοντας τον τύπο του Euler και κάνοντας ακριβές 

αντικατάσταση θα δούµε πως τα γραφήµατα είναι επίπεδα. 
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Από την άλλη, υπάρχουν σχήµατα που  δεν είναι επίπεδα γραφήµατα, τα 

λεγόµενα προβλήµατα των οικογενειών και των πηγαδιών, που συµβολίζονται ως K3,3 

αλλά και του µη επίπεδου γραφήµατος K5  αυτά είναι τα εξής παρακάτω.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Από ορισµό ισχύει πως δυο γραφήµατα καλούνται οµοιοµορφικά, αν µπορούν 

να απλοποιηθούν, µε απλοποιήσεις σειράς, σε ισοµορφικά γραφήµατα.  

 

2.19 Απλοποίηση σειράς   

Απλοποίηση σειράς, είναι µια πράξη σε γράφηµα που απαλείφει κορυφές 

βαθµού 2. Σε περίπτωση που για ένα γράφηµα θέλουµε να αποδείξουµε πως δεν είναι 

επίπεδο και φέρνει σχηµατικά σε ένα από τα παραπάνω σχήµατα, τότε κάνουµε αυτή 

την οµοιοµορφία ώστε να πούµε πως υπάρχει αυτή η ισοµορφία για να αποφύγουµε 

το µπλέξιµο. Για αυτό  έχουµε  το  θεώρηµα του Kuratowski που λέει πως ένα 

γράφηµα είναι επίπεδο αν και µόνο αν δεν περιέχει υπογράφηµα οµοιοµορφικά προς 

Κ5 , Κ3,3. Στο επόµενο σχήµα, θα σκεφτούµε το µετασχηµατισµό που πρέπει να γίνει 

ώστε το σχήµα που θα ακολουθήσει να είναι επίπεδο. Για αυτό, είναι σηµαντικό για 

να αποδείξουµε πως ένα σχήµα είναι επίπεδο να υπάρχει µια τριβή και εξάσκηση 

πάνω στους µετασχηµατισµούς.  
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Στο παρακάτω σχήµα, το γράφηµα δεν είναι επίπεδο, διότι οι κορυφές Η, Θ 

είναι βαθµού 2 οπότε δεν την λαµβάνω υπόψη ενώ όλες οι άλλες είναι βαθµού 3 και 

βλέπω αν είναι οµοιόµορφο µε το γράφηµα Κ3,3 και σύµφωνα µε το παραπάνω 

θεώρηµα, το γράφηµα δεν είναι επίπεδο.  

Βάρος ενός µονοπατιού, είναι το άθροισµα των βαρών των ακµών του. 

Συντοµότερο µονοπάτι, είναι το µονοπάτι µε το ελάχιστο βάρος. Στο παρακάτω 

γράφηµα, έχουν αντιστοιχηθεί βάρη στις ακµές και θέλοµε να βρούµε το 

συντοµότερο δροµολόγιο µε το ελάχιστο βάρος. Το µονοπάτι αυτό είναι Α–∆–Ε–Γ–Ζ 

µε βάρος 6. Το συγκεκριµένο παράδειγµα είναι ένας ο αλγόριθµος Dijkstra που 

χρησιµοποιείται στο GPS για τον υπολογισµό συντοµότερης διαδροµής ώστε να 

κερδίσουµε χρόνο και βενζίνη κατά τις µετακινήσεις µας.  Ένα γράφηµα µε βάρη (ή 

βεβαρηµένο γράφηµα) είναι ένα γράφηµα που σε κάθε ακµή έχει αντιστοιχηθεί ένα 

βάρος (που συνήθως συµβολίζει χιλιοµετρική απόσταση, χρόνο διέλευσης κλπ.).     

 

2.20 ∆έντρο 

Ένα γράφηµα G=(V,E) είναι δένδρο, αν υπάρχει απλό µονοπάτι από κάθε 

κορυφή vi	∈ � σε κάθε κορυφή vj	∈ �	  µε i� �  χωρίς να σχηµατίζεται κύκλος. Στο 

επόµενο γράφηµα βλέπουµε µια ριζωµένη απεικόνιση ενός δένδρου.  
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Μια ριζωµένη απεικόνιση είναι όταν επιλέγουµε ως ρίζα ενός δένδρου µια 

κορυφή. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα έχουµε επιλέξει την κορυφή 11. Επίσης, στο 

γράφηµα ορίζουµε ως επίπεδο (ή βάθος) κορυφής την απόσταση κορυφής από τη ρίζα 

(στο παράδειγµα µας το επίπεδο της κορυφής 6 από τη ρίζα είναι 3). Το ύψος του 

δένδρου, είναι το µέγιστο επίπεδο κορυφής που στο παράδειγµα είναι το 4. Τέλος, ο 

βαθµός του δένδρου είναι ο µέγιστος βαθµός της κορυφής που στο παράδειγµα είναι 

η κορυφή 4 που έχει βαθµό 6.  

 

2.21 ∆άσος 

Ένα γράφηµα G=(V, E) είναι δάσος, αν είναι η ένωση των δένδρων είναι ένα 

µη συνδεόµενο γράφηµα, που κάθε συνεκτική συνιστώσα είναι δένδρο. Αν ένα δάσος 

αποτελείται από k δένδρα, τότε έχει n–k ακµές. Στο παρακάτω γράφηµα βλέπουµε 

ένα δάσος που αποτελείται από 3 δένδρα.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Με βάση τα παραπάνω έχοµε το θεώρηµα των δένδρων και τα  ακόλουθα 

είναι ισοδύναµα.  

� Το γράφηµα είναι δένδρο δηλαδή υπάρχει απλό µονοπάτι από κάθε κορυφή σε κάθε 

κορυφή.  

� Το γράφηµα είναι συνδεόµενο και άκυκλο.  

� Το γράφηµα είναι συνδεόµενο και έχει n–1 ακµές.  

� Το γράφηµα είναι άκυκλο και έχει n–1 ακµές.  

Το συµπέρασµα είναι ότι το θεώρηµα δίνει τις αναγκαίες και ικανές συνθήκες 

για να είναι ένα γράφηµα δένδρο και τελικά το δένδρο είναι ένα άκυκλο συνδεόµενο 

γράφηµα µε (n–1) ακµές που υπάρχει µοναδικό µονοπάτι µεταξύ κάθε δυο 

διαφορετικών κορυφών. Επίσης έχουµε δυο ακόµα ικανές και αναγκαίες συνθήκες 

του θεωρήµατος ώστε ένα γράφηµα να είναι δένδρο.  

� Το γράφηµα είναι ελαχιστοτικά συνδεόµενο (δηλαδή είναι συνδεόµενο και αν του 

αφαιρέσουµε έστω µια ακµή τότε παύει να είναι συνδεόµενο).  

� Το γράφηµα να είναι µεγιστοτικά άκυκλο (δηλαδή να είναι άκυκλο και αν του 

προσέσθουµε έστω µια ακµή τότε παύει να είναι άκυκλο). 

Ο αλγόριθµος του Dijkstra (τον επινόησε το 1956 και τον δηµοσίευσε το 

1959) είναι ευρέως διαδεδοµένος και χρησιµοποιείται σε πολλές εφαρµογές. Χρήση 

του αλγόριθµου αυτού κάνει το πρωτόκολλο OSPF (Open shortest path first), το 

οποίο είναι το εσωτερικό πρωτόκολλο πύλης δικτύου του ∆ιαδικτύου. Ο 

συγκεκριµένος αλγόριθµος, υπολογίζει τα συντοµότερα µονοπάτια και αναλόγως το 

βάρος που θα έχει η κάθε ακµή θα υπολογίζεται συνολικά από το τελικό δένδρο που 

θα µείνει. Στο παρακάτω γράφηµα ξεκινάω από τις πλευρές µε µεγαλύτερο µήκος και 

όταν ανήκουν σε κύκλο µπορώ να τις διώξω από το σχήµα. Την πλευρά 30 µπορώ να 

τη διώξω αφού ανήκει στο τρίγωνο, ενώ τη πλευρά 29 δε µπορώ να τη διώξω αφού 

δεν ανήκει σε κύκλο. Αφού έχω διώξει κάποιες πλευρές, µεταφέρω το σχήµα που 

περισσεύει και υπολογίζω το ελάχιστο βάρος, αθροίζοντας τις πλευρές που 

απόµειναν, ή αλλιώς την ελάχιστη διαδροµή, οπότε το ελάχιστο βάρος είναι 62.  
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Άλλα παραδείγµατα µε γραφήµατα δέντρων στην καθηµερινότητα µας 

µπορούµε να συναντήσουµε στο µετρό, στα γενεαλογικά δέντρα, στα µαθηµατικά, 

στις πιθανότητες κλπ. Παρακάτω, θα δούµε ένα γράφηµα δένδρων από το µετρό της 

Αγγλίας που παρόλο το µέγεθος µπορούµε να διακρίνουµε τις κορυφές αλλά και τα 

διαφορετικά χρώµατα των κάθε γραµµών.  

 
 

Είναι σηµαντικό να µπορώ να διαβάσω και να κατανοήσω τα γραφήµατα, 

διότι παρά την απλότητα τους είναι εύκολα διαχειρίσιµα, ώστε να µπορέσουµε να τα 

απλοποιήσουµε για καλύτερη κατανόηση. Στο παρακάτω γράφηµα φαίνεται µια 

τυπική εργάσιµη ηµέρα ενός Αµερικάνου ηλικίας 25–54 ετών, µε παιδιά. Τα 

δεδοµένα είναι από την αµερικάνικη στατιστική υπηρεσία.   
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Έρευνα του πανεπιστηµίου Harvard έδειξε ότι υπερεκτιµούµε πόσο 

ευτυχισµένοι είµαστε στα γενέθλια µας, υποτιµούµε πόσο ευτυχισµένοι είµαστε τη 

∆ευτέρα το  πρωί και κάνουµε συνέχεια τις ίδιες  εκτιµήσεις ανεξαρτήτως τι συνέβη 

στο παρελθόν. Οι Παρασκευές τις περισσότερες φορές δεν είναι τόσο ωραίες όσο 

φανταζόµαστε. Η πραγµατική µας διάθεση και η διάθεση που περιµέναµε ότι θα 

είχαµε κατά τη διάρκεια της εβδοµάδας φαίνεται στο παρακάτω γράφηµα. 

 

 

3. Εφαρµογές των γραφηµάτων 

3.1 Γραφήµατα και ∆ιαδίκτυο 

Τα δίκτυα των υπολογιστών συνδέονται µε πολλαπλούς τρόπους, 

δηµιουργώντας συγκεκριµένους τύπους γραφηµάτων, όπως το: 

� δίκτυο δακτυλίου,  

� δίκτυο αστέρα,  

� δίκτυο αρτηρία ή δίκτυο δέντρου  

και για αυτό αναφερόµαστε σε τοπολογίες δικτύων. 
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3.2 Γραφήµατα στη χηµεία 

Τα γραφήµατα έχουν ιδιαίτερη εφαρµογή στην αναπαράσταση και µελέτη 

ειδικών των µοριακών δοµών. Στη χηµεία, χρησιµοποιούνται τα γραφήµατα για να 

αναπαραστήσουν διάφορες ενώσεις.  

 

 

3.3 Γραφήµατα στην αρχιτεκτονική 

Για τη διεθνή έκθεση του 1958 στις Βρυξέλλες δηµιουργήθηκε το Atomium, 

µια εντυπωσιακή χαλύβδινη κατασκευή ύψους 103 m. Ο µηχανικός Andre Waterkeyn 

εµπνεύστηκε το σχέδιο του από το γράφηµα που αναπαριστά το µόριο του σιδήρου 

κατασκευάζοντας 9 σφαίρες και 20 συνδέσεις.  
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3.4 Γραφήµατα στα κοινωνικά δίκτυα 

Τα γραφήµατα, είναι πολύτιµα εργαλεία στις κοινωνικές επιστήµες και 

ιδιαίτερα στις κοινωνιολογικές, ανθρωπολογικές, γεωγραφικές και οικονοµικές 

µελέτες καθώς και στις µελέτες επικοινωνίας κοινωνικής ψυχολογίας κτλ. που 

αναλύουν κοινωνικά δίκτυα. Μια κοινωνική δοµή αναπαρίσταται σε ένα γράφηµα, 

µέσων κόµβων και οι ακµές µεταξύ αυτών των κόµβων δείχνουν τις σχέσεις 

συνάφειας. 

3.5 Ψυχαγωγικά γραφήµατα 

Υπάρχουν πολλά παιχνίδια που αφορούν τη σχεδίαση γραφηµάτων ή τη 

διαπίστωση µέσω αυτών για το αν υπάρχει νικηφόρα στρατηγική ή όχι. Ένα από τα 

ιστορικά παιχνίδια είναι ο λαβύρινθος του Rouse Ball. Στο διάσηµο παιχνίδι 

σηµειώνεται η είσοδος, η έξοδος και η θέση του θησαυρού. Η διαδροµή για το 

θησαυρό, αποτελείται από γραµµές και σηµεία διακλάδωσης. Κάθε γραµµή, πρέπει 

να διανυθεί δύο φορές. Έχοντας κορυφές άρτιου βαθµού, µπορούµε να διανύσουµε τη 

διαδροµή βάζοντας σηµάδια στο έδαφος, ώστε να µην ξαναπεράσουµε. 
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3.6 Η διαδροµή του αλόγου στο σκάκι 

Στο σκάκι, το άλογο µπορεί να κινηθεί από ένα δεδοµένο τετράγωνο σε µια 

από τις το πολύ 8 θέσεις όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο πίνακας των µετρήσεων του αλόγου στη σκακιέρα έχει ως εξής: 
 

 1 2 3 4 5 6 7 8 

1   55       57 48   

2   44 53 56 39 46 51 58 

3 54 31 42 45 52 49 38 47 

4 43 34 29 40 23 36 27 50 

5 30 41 32 35 28 25 22 37 

6 33 16 13 24 21 8 5 26 

7 12 1 18 15 10 3 20 7 

8 17 14 11 2 19 6 9 4 

 

  

Ο αριθµός των κινήσεων είναι 57. O Euler το 1759 ανέλυσε τη σπαζοκεφαλιά 

της διαδροµής του αλόγου στο σκάκι, αναζητώντας έναν κύκλο του Hamilton. Στο 

ακόλουθο σχήµα φαίνεται µια τέτοια λύση. Υπάρχουν αρκετές επιστήµες που έχουν 

ως κύρια βάση τους τη θεωρία των γραφηµάτων και χάρη σε αυτήν εξελίχθηκαν ένα 

βήµα παραπάνω, µε αποτέλεσµα σήµερα να µπορούµε να χρησιµοποιούµε αυτό το 

εργαλείο µάθησης για την επίλυση προβληµάτων και για την κατανόησης των 

µαθηµατικών. 
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3.7 Covid–19 

 Ένας θανατηφόρος ιός που έχει δηµιουργηθεί το τελευταίο χρόνο και έχει 

εξαπλωθεί σε όλο το πλανήτη έχοντας σπείρει σε πολλές ανθρώπινες ζωές το θάνατο.        

Στην Ελλάδα ο καθηγητής λοιµωξιολογίας κ. Τσιόρδας ενηµέρωνε σε τακτά χρονικά 

διαστήµατα για τα καθηµερινά κρούσµατα µε χρήση γραφηµάτων, όπως το 

παρακάτω.  

 

 
 

 

Στο τελευταίο γράφηµα, έχουµε µια αναφορά της εξάπλωσης, ανάλογα µε την 

ηλικία. Μεγάλη έξαρση του ιού γίνεται στις νεαρές ηλικίες. Τα παιδιά και η σχέση 

τους µε τον Covid–19 έχουν βρεθεί πάλι στο προσκήνιο αφενός γιατί καιρό έχει πέσει 

ο µέσος όρος ηλικίας των κρουσµάτων που καταγράφονται στην χώρα µας, αφετέρου 

διότι ξεκινάν οι σχεδιασµοί για την έναρξη της σχολικής χρονιάς τον 

Σεπτέµβριο.  Παρόλο που µελέτες δείχνουν ότι τα παιδιά µικρότερων ηλικιών 

ενδέχεται να είναι λιγότερο πιθανό να προσβληθούν από τον ιό, στη χώρα µας τον 

τελευταίο καιρό καταγράφεται σηµαντική αύξηση κρουσµάτων στις παιδικές ηλικίες. 

 

 
 

4. Συµπεράσµατα 

Ανάµεσα στα εκπαιδευτικά πλεονεκτήµατα των γραφηµάτων µπορούµε να 

ξεχωρίσουµε τα ακόλουθα: 

� Τα γραφήµατα, είναι συχνά πολύ επιτυχηµένα παραδείγµατα µαθηµατικής 

µοντελοποίησης. Παρά την απλότητα τους, βοηθούν ιδιαίτερα στην περιγραφή και 

στη µελέτη πολλών ενδιαφερόντων και πραγµατικών προβληµάτων 

� Τα γραφήµατα, προσφέρουν χρήσιµες εφαρµογές και συνδέσεις των µαθηµατικών 

µε την καθηµερινή ζωή, κάτι που είναι πολύ σηµαντικό. 

� ∆ουλεύοντας µε γραφήµατα, ερχόµαστε σε επαφή µε καθαρά µαθηµατικές 

συλλογιστικές µορφές υψηλής εκπαιδευτικής αξίας. 

� Τα γραφήµατα, επιτρέπουν την επίλυση προβληµάτων και αυτό έχει ως αποτέλεσµα 

την βαθύτερη και ουσιαστικότερη κατανόηση των µαθηµατικών. 
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� Ένα διάγραµµα, είναι µια απλοποιηµένη και δοµηµένη οπτική παρουσίαση εννοιών, 

ιδεών, κατασκευών, σχέσεων, στατιστικών δεδοµένων, ανατοµίας κλπ. 

Χρησιµοποιείται σε όλες τις ανθρώπινες δραστηριότητες για να παρουσιάσει, για να 

απλοποιήσει και γενικά για να κάνει κατανοητό το θέµα µε το οποίο σχετίζεται. Τα 

διαγράµµατα είναι χρήσιµα διότι µπορούµε να προβλέψουµε εξελίξεις που δε 

φαίνονται και για να µελετάµε καταστάσεις εκεί που δε µπορούµε να κατανοήσουµε 

τι συµβαίνει. 

� Τα γραφήµατα, µας βοηθούν να απεικονίζοµε τα δεδοµένα µας µε τέτοιο τρόπο 

ώστε να έχοµε τον µέγιστο δυνατό αντίκτυπο στο ακροατήριό µας. 
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