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1. Περίληψη 

Ο David Hilbert (1862–1943), είναι ο µοναδικός µαθηµατικός του 20ού αιώνα, 
στη ζωή του οποίου απεικονίζεται ολόκληρη η ιστορία των µαθηµατικών της εποχής 
του. Για τον Hilbert, «στα µαθηµατικά δεν υπάρχει δεν θα µάθουµε ποτέ». Στον τάφο 
του, είναι γραµµένη η φράση που χαρακτήριζε τη ζωή και τη φιλοσοφία του «Πρέπει 
να µάθουµε και θα µάθουµε».   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Το ανήσυχο πνεύµα του, οραµατίστηκε το µέλλον της µαθηµατικής σκέψης 

και στις 08.08.1900, στη διάρκεια του 2ου Παγκόσµιου µαθηµατικού συνεδρίου στο 
Παρίσι (Σορβόννη), έκανε µια σηµαντικότατη διάλεξη, όπου διατύπωσε τα 23 άλυτα 
προβλήµατα και παρουσίασε 10 από αυτά (1, 2, 6, 7, 8, 13, 16, 19, 21, 22). Όταν 
παρουσίασε τη λίστα µε τα 23 προβλήµατα, είχε δηλώσει ότι το καλύτερο τεστ για 
ένα πρόβληµα ήταν το τεστ «του πρώτου τυχόντα». Αν µπορούσες να εξηγήσεις στο 
1ο άτοµο που θα συναντούσες στο δρόµο το πρόβληµα και να το καταλάβαινε, τότε 
είχες µπροστά σου το τέλειο πρόβληµα, δηλαδή ήταν διατυπωµένο µε τον καλύτερο 
τρόπο. Τα προβλήµατα, ήταν όλα άλυτα εκείνη την περίοδο και πολλά από αυτά 
είχαν µεγάλη επιρροή στους µαθηµατικούς του 20ου αιώνα. Ωστόσο, η διάλεξή του 
είχε εκτοπιστεί σε ένα από τα δευτερεύοντα τµήµατα του συνεδρίου, µαζί µε µια 
µελέτη για τους αρχαίους Ιάπωνες γεωµέτρες και την πρόταση υιοθέτησης µιας 
κοινής επιστηµονικής γλώσσας από όλες τις χώρες. Ο David Hilbert, είχε επιλεγεί 
φυσικά για να δώσει µια από τις βασικές διαλέξεις στη συνάντηση στο Παρίσι, αλλά 
ο Γερµανός µαθηµατικός είχε καθυστερήσει τόσο πολύ να διαλέξει το θέµα του που 
οι διοργανωτές αναγκάστηκαν τελικά να τον αποκλείσουν από το πρόγραµµα. 
Βλέποντάς τον να ανεβαίνει στο βήµα φορώντας τα τόσο χαρακτηριστικά γυαλιά του, 
το κοινό αναρωτήθηκε τι µπορεί να έκανε όλον αυτόν τον καιρό. Η διάδοση του 
παράδοξου του συνόλου όλων των συνόλων που δεν ανήκουν στον εαυτό τους, ήταν 
γρήγορη και κινητοποίησε τους κύκλους των Ευρωπαίων µαθηµατικών: στην Αγγλία, 
ο Whitehead θα ανακοίνωνε το τέλος των «ευτυχισµένων και ήρεµων πρωινών».  

Στη Γερµανία, ο Frege αναγκάστηκε να προσθέσει ένα παράρτηµα στις Βάσεις 
της αριθµητικής του, ενώ στη Γαλλία, ο Henri Poincare, εχθρός της µαθηµατικής 
λογικής, θα επαναλάµβανε νικητήρια «η τυπική λογική δεν είναι στείρα: παράγει 
αντιφάσεις». Η πλήρης λίστα µε τα 23 προβλήµατα δηµοσιεύθηκε αργότερα, µε πιο 
σηµαντική τη µετάφραση της το 1902 από τη Μαρί Φρανσέ Ουίνστον Νίουσον στο 
περιοδικό της αµερικάνικης µαθηµατικής εταιρείας. Ο «προκλητικός» Hilbert, έριξε 
το γάντι στους µαθηµατικούς του 20ού αιώνα. Μέχρι σήµερα, τα περισσότερα από τα 
περίφηµα 23 προβλήµατα του επιλύθηκαν, ενώ άλλα παραµένουν ανεπίλυτα.  

 

2. Πρόλογος 

Γεννήθηκε την 23.01.1862  και φοίτησε στο  γυµνάσιο  και Πανεπιστήµιο της 
περιοχής. Ήταν το πρώτο από τα δυο παιδιά του Ότο και της Maria Therese 
(Erdtmann) Hilbert. Γεννήθηκε στο Konigsberg της Πρωσίας  (σύµφωνα µε δήλωση 
του ιδίου) ή στο Wehlau (γνωστό από το 1946 ως Znamensk) κοντά στο Konigsberg, 
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όπου ο πατέρας του εργάζονταν την περίοδο γέννησης του. Το φθινόπωρο του 1872 

πήγε στο Friedrichskolleg γυµνάσιο του Friedrichskolleg (Collegium fridericianum, 
το ίδιο σχολείο που παρακολούθησε και ο  Καντ 140 χρόνια αργότερα), αλλά ύστερα 
από µια δυστυχή περίοδο µεταφέρθηκε (φθινόπωρο του 1879) και αποφοίτησε 
(άνοιξη 1880) από το Wilhelm Gymnasium που προσανατολιζόταν στις επιστήµες.  

Μετά την αποφοίτηση, εγγράφηκε (φθινόπωρο του 1880) στο Πανεπιστήµιο 
του Konigsberg. Την άνοιξη του 1882 ο Hermann Minkowski (2 έτη νεότερος από 
τον Hilbert, καταγόµενος από το Konigsberg, ήταν τόσο ταλαντούχος που 
αποφοίτησε νωρίτερα από το  γυµνάσιο και πήγε στο Βερολίνο για 3 εξάµηνα), 
επέστρεψε στο Konigsberg και µπήκε στο πανεπιστήµιο. «Ο Hilbert ήξερε την τύχη 
του από τη στιγµή που την είδε». Παρά την αποδοκιµασία του πατέρα του, έγινε 
σύντοµα φίλος µε τον ντροπαλό, προικισµένο Minkowski. Τo 1884, o Adolf Hurwitz 
έφτασε από το Gottingen σαν αναπληρωτής καθηγητής. Προέκυψε µια έντονη και 
προσοδοφόρα επιστηµονική ανταλλαγή µεταξύ των τριών και κυρίως µεταξύ των 
Minkowski και Hilbert, οι οποίοι ασκούσαν µια αµοιβαία επιρροή ο ένας στον άλλο, 
σε διάφορες περιόδους στην επιστηµονική τους καριέρα.  

Το 1884 εκπόνησε τη διδακτορική του διατριβή, το 1885 απέκτησε το 
διδακτορικό του µε διατριβή, γραµµένη από τον Ferdinand von Lindemann, υπό τον 
τίτλο «Über invariante Eigenschaften spezieller binärer Formen, insbesondere der 
Kugelfunktionen» (Οι αµετάβλητες ιδιότητες των ειδικών δυαδικών µορφών, κυρίως 
των σφαιρικών αρµονικών συναρτήσεων). Το 1886, αναγορεύτηκε  καθηγητής του 
ίδιου Πανεπιστηµίου. Στη συνέχεια, κλήθηκε στο Πανεπιστήµιο του Gottingen,  όπου 
και διατήρησε έδρα  µέχρι το τέλος της καριέρας του, το 1930. Μέχρι το 1895 ήταν 
Privatdozent (λέκτορας) στο Πανεπιστήµιο. Νυµφεύτηκε την Käthe Jerosch (1864–
1945), κόρη εµπόρου από το Konigsberg, µια ειλικρινή, νέα κοπέλα µε ανεξαρτησία 
µυαλού, που ταίριαζε στο δικό του. Μια ιστορία λέει ότι κατά τη διάρκεια µιας 
δεξίωσης, η σύζυγός του τον έστειλε στην κρεβατοκάµαρά του να αλλάξει ρούχα.  

Εκείνος, ανέβηκε στο δωµάτιό του και άρχισε να αλλάζει, αλλά 
απορροφηµένος από τη ρουτίνα της αλλαγής ρούχων, ξεχάστηκε και έπεσε για ύπνο. 
Η ιστορία τελειώνει µε τη γυναίκα του να τον σηκώνει από το κρεβάτι έξαλλη.  Στο 
Konigsberg απέκτησαν το παιδί τους, τον Φραντς (1893–1969). Το 1895, ως 
αποτέλεσµα παρέµβασης του Felix Klein, διατήρησε τη θέση του καθηγητή 
µαθηµατικών στο Πανεπιστήµιο του Gottingen, που εκείνη την περίοδο ήταν το 
καλύτερο κέντρο έρευνας µαθηµατικών στον κόσµο. Παρέµεινε εκεί για το υπόλοιπο 
της ζωής του. Ο γιος του Φραντς υπέφερε κατά τη διάρκεια της ζωής του από µη 
διαγνώσιµη ψυχική ασθένεια, η κατώτερη του νοηµοσύνη ήταν απογοήτευση για τον 
πατέρα του. Ο Minkowski, ο καλύτερος και πιο αληθινός φίλος του Hilbert, πέθανε 
πρόωρα από ρήξη εντέρου το 1909. Ο Hilbert, απέκτησε γρήγορα ιδιαίτερα µεγάλη 
φήµη, αφού απέδειξε µε καινοφανείς και µεγαλοφυείς µεθόδους το γενικό θεώρηµα 
που καθορίζει το πέρας της βάσης στο σύστηµα των αµετάβλητων και των 
συµµεταβλητών ενός αλγεβρικού τύπου, µε οποιοδήποτε αριθµό µεταβλητών.  

Το πρώτο του έργο, µε τίτλο «Zahlbericht», παρέµεινε επί 40 χρόνια στην 
κορυφή του τοµέα της θεωρίας των αλγεβρικών αριθµών. Γνωστότερο και 
σηµαντικότερο έργο του θεωρείται το βιβλίο «Οι βάσεις της γεωµετρίας» που 
κυκλοφόρησε το 1899. Σε αυτό, προσπάθησε να συµβιβάσει τα «Στοιχεία» του 
Ευκλείδη, µε τις αυστηρά αµετάβλητες βάσεις που απαιτεί η κλασική γεωµετρία, 
προκαλώντας έντονες συζητήσεις και σηµειώνοντας τη γέννηση της γενικής 
τοπολογίας. Σηµαντικότατη, ήταν η συµβολή του στη θεωρία των ολοκληρωτικών 
εξισώσεων, που δηµιούργησε ο Fredholm, ενώ σε αυτόν οφείλεται, η πρώτη γενική 
απόδειξη της περίφηµης υπόθεσης του Ε. Waring, σχετικά µε τη δυνατότητα να 
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εκφραστεί κάθε ακέραιος αριθµός ως άθροισµα δυνάµεων ακέραιων αριθµών. Με το 
έργο του αυτό, o Hilbert συνέβαλε στην εξέλιξη της µαθηµατικής φυσικής, της 
κινητικής θεωρίας των αερίων και της θεωρίας της σχετικότητας.   

«Τι ευτυχία να είναι κανείς µαθηµατικός σήµερα! Παντού τα µαθηµατικά 
ανθίζουν και καινούργιοι βλαστοί ξεπετάγονται. ∆ιότι µε τις εφαρµογές τους στις 
φυσικές επιστήµες και µε τη σύνδεσή τους µε τη φιλοσοφία, τα µαθηµατικά γίνονται όλο 
και πιο σηµαντικά και βρίσκονται στη διαδικασία επανάκτησης της παλιάς, κεντρικής 
τους θέσης!» 

Τα προβλήµατα, έχουν µεγάλη κύµανση σε θεµατολογία και ακρίβεια 
διατύπωσης. Μερικά, είναι διατυπωµένα µε τόση ακρίβεια, ώστε είναι δυνατό να 
απαντηθούν µε µια θετική ή αρνητική απάντηση όσον αφορά την ισχύ τους, όπως το 
3ο (πιθανώς το πιο εύκολο για κάποιον µη µυηµένο στα µαθηµατικά  και ήταν το 1ο 
που λύθηκε) ή το διαβόητο 8ο (η υπόθεση του Riemann). Υπάρχουν άλλα 
προβλήµατα (σηµειωτέων το 5ο) για τα οποία οι ειδικοί έχουν συµφωνήσει σε µια 
διατύπωση και λύση, στη µετάφραση που δόθηκε, αλλά παραµένουν και άλυτα 
προβλήµατα που συνδέονται µεταξύ τους, γεγονός το οποίο ενδέχεται να επιδίωκε ο 
ίδιος ο Hilbert. Μερικές φορές οι διατυπώσεις του Hilbert δεν ήταν αρκετά ακριβείς, 
έτσι ώστε να προσδιορίσουν πλήρως ένα πρόβληµα, ωστόσο υποδηλώνονται σε 
ικανοποιητικό βαθµό, έτσι ώστε τα συγκεκριµένα προβλήµατα να µπορούν να 
προσεγγιστούν σήµερα, για παράδειγµα οι περισσότεροι αλγεβριστές θα προτιµούσαν 
το 9ο πρόβληµα να αναφέρεται ως (εικασία) η αλληλογραφία του Lagrange στις 
παραστάσεις της απολύτου οµάδας του Galois ενός σώµατος αριθµών. Ακόµη, άλλα 
προβλήµατα (π.χ. 11ο, 16ο) αποτελούν ακµάζοντες υποκλάδους των σύγχρονων 
µαθηµατικών, όπως η θεωρία των τετραγωνικών µορφών και οι πραγµατικές 
αλγεβρικές καµπύλες.  

 
3. Το έργο του Hilbert στα θεµέλια των µαθηµατικών 

H έρευνα του Hilbert στα θεµέλια των µαθηµατικών, έγινε κατά τη διάρκεια 
δύο ξεχωριστών περιόδων στην αρχή και στο τέλος της καριέρας του. Οι δύο 
περίοδοι χωρίζονται από ένα διάστηµα περίπου 12 ετών. Στην 1η  περίοδο, ανήκουν 
οι τρεις πρώτες εκδόσεις του  έργου του µε τον τίτλο «Grundlagen der geometrie», 
δύο άρθρα σχετικά µε τα θεµέλια της Αριθµητικής (Hilbert 1900 και 1904). Στη 2η  

περίοδο, ανήκουν τα βιβλία που συνέγραψε µε τον Wilhelm Ackerman (Grundzüge 
der theoretischen Logik, 1928) και τον  Paul Bernays (Grundlagen der Mathematik, 
σε δύο τόµους το 1934 και το 1939)  και 8 άρθρα σχετικά µε τη θεωρία της 
απόδειξης, τη λογική και τη φιλοσοφία των µαθηµατικών. Η παρούσα εργασία, 
βασίζεται στα δηµοσιευµένα άρθρα του Hilbert πάνω στα θεµέλια των µαθηµατικών.  

Τα πρώτα τρία από αυτά τα άρθρα, είναι ζητήµατα καίριας σηµασίας για τα 
θεµέλια των µαθηµατικών. Έχουν µεταφραστεί από τον Stefan Bauer–Mengelberg 
και είναι άµεσα διαθέσιµα στο  van Heijenoort το 1967.  Πέρα από αυτό το 
δηµοσιευµένο υλικό, η περιουσία του Hilbert στο Gottingen περιλαµβάνει µια 
εκτεταµένη συλλογή από επιστολές και χειρόγραφα στην βιβλιοθήκη 
«Niedersächsische Staats–und Universitätsbibliothek» και µια συλλογή από 80 
ογκώδεις τόµους των επίσηµων πρακτικών από τις διαλέξεις του. Οι σηµειώσεις 
έγιναν από τους βοηθούς του (µεταξύ των οποίων, οι Ackerman, Courant, Hellinger, 
Schinfinkel και Bernays), διορθώθηκαν από τον Hilbert, δεσµεύτηκαν και έχουν 
κατατεθεί στη βιβλιοθήκη του Ινστιτούτου Μαθηµατικών στο Gottingen.  Ένας 
κατάλογος των θεµάτων που καλύπτει ο Hilbert στις διαλέξεις του Gottingen 
βρίσκεται στο προσάρτηµα του 3ου τόµου του έργου του Hilbert µε τον τίτλο 
«Gesammelte Abhandlungen» (1932–19355). Περίπου 20 από αυτούς τους τόµους, 
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ασχολούνται µε θέµατα λογικής, θεωρίας συνόλων, θεωρίας της απόδειξης, τα 
θεµέλια της γεωµετρίας και τη φιλοσοφία των µαθηµατικών και της φυσικής.  

Το µεγαλύτερο  έργο του,  όσο έζησε στην  Καινιξβέργη, ήταν πάνω στην 
τότε ανθούσα θεωρία των αλγεβρικών σταθερών. Αποδεικνύοντας την τελική βάση 
του θεωρήµατος,  έλυσε  το κεντρικό πρόβληµα στον τοµέα και  έθεσε το 
επιστέγασµα σχετικά µε τη θεωρία των σταθερών, των οποίων η προέλευση ανάγεται  
στην εποχή του George Boole. Κατά τη διάρκεια αυτής της περιόδου στην 
Konigsberg,  απλοποιεί τις υπάρχουσες αποδείξεις της υπερβατικότητας των 
σταθερών e και π.  
  
4. Ιστορική αναδροµή στα θεµέλια των µαθηµατικών 

Οι πιο σηµαντικές πρόοδοι στα θεµέλια των µαθηµατικών έχουν συµβεί κατά 
τη διάρκεια τριών περιόδων: της κλασικής αρχαιότητας, του 17ου αιώνα και της 
σύγχρονης περιόδου. Σε αυτές τις περιόδους, µεγάλοι φιλόσοφοι είναι επίσης  
µεγάλοι µαθηµατικοί και τα µεγάλα προβλήµατα των µαθηµατικών είναι µεγάλα 
προβλήµατα της φιλοσοφίας. Η 1η  περίοδος έδωσε τους Αριστοτέλη, Ευκλείδη, 
Πλάτωνα, Πυθαγόρα, Ζήνωνα και Αρχιµήδη. Οι µελέτες και σκέψεις τους για  τους  
άρρητους αριθµούς, τα παράδοξα της κίνησης, τις µαθηµατικές αποδείξεις, τα 
αξιώµατα της γεωµετρίας, τη συλλογιστική λογική  «έριξαν»  τα θεµέλια για όλα όσα 
επρόκειτο να ακολουθήσουν. 

Η 2η περίοδος έδωσε τους Galileo, Descartes, Newton και Leibniz.  Την 
περίοδο αυτή  εµφανίστηκε ο απειροστικός λογισµός,  η αναλυτική γεωµετρία, ο 
διαφορικός και ολοκληρωτικός λογισµός, η µαθηµατική φυσική και µια πληθώρα 
εµπνευσµένων µαθηµατικών  συστηµάτων της µεταφυσικής. Αυτή η περίοδος, έχει 
λιγότερο διερευνηθεί. Τα γραπτά είναι ογκώδη,  η γλώσσα αρχαΐζουσα  και τα 
µαθηµατικά κείµενα πολύπλοκα και δυσανάγνωστα. Για παράδειγµα, ακόµη και 
σήµερα τα γραπτά του Leibniz εξακολουθούν να δηµοσιεύονται.  Γραπτές µελέτες  µε 
λιγότερα αριθµητικά στοιχεία, συχνά θάβονται σε σκοτεινά αρχεία κάποιας 
βιβλιοθήκης.  Παρά την ύπαρξη κάποιων υπέροχων  µονογραφιών, ο 17ος αιώνας 
παραµένει η λιγότερο κατανοητή και λιγότερο προσιτή από τις τρεις περιόδους. Η 
σύγχρονη περίοδος, χωρίζεται  σε δύο υποπεριόδους που επικαλύπτονται τόσο 
χρονολογικά όσο και εννοιολογικά. Η 1η  υποπερίοδος αρχίζει µε τον Cant και 
διαρκεί µέχρι τον Hilbert.  Η 2η υποπερίοδος αρχίζει µε τον Frege και συνεχίζει µέχρι 
σήµερα.   
 

5. Η λογική θεµελίωση των µαθηµατικών 

Τον Σεπτέµβριο 1922  στη Λειψία, έδωσε διάλεξη στην «Deutche 
Naturforscher Gesellschaft»  όπου παρουσίασε  τη θεωρία των αποδείξεων του, ως 
πλέον µια ώριµη θεωρία, εισάγοντας διάφορες τεχνικές βελτιώσεις και διευκρινίσεις. 
Συγκεκριµένα:  

� Βελτιώνει το τυπικό σύστηµα, προσθέτοντας ένα ειδικό σύµβολο, την 
τυπική άρνηση. (Προηγουµένως είχε επιτραπεί µόνο το αρχικό σύµβολο σηµάδι ≠ για 
την αριθµητική ανισότητα). 

� Τελειοποιεί την αναφορά του για τη διάκριση, µεταξύ τυπικής γλώσσας και 
µεταγλώσσας και ο ίδιος διακρίνει τώρα σαφώς τους τρόπους εξαγωγής 
συµπερασµού που επιτρέπονται σε κάθε µία. Στη µεταγλώσσα, κάποιος κάνει πράξεις 
µε την πεπερασµένη λογική, δηλαδή µια λογική που ασχολείται µε πεπερασµένες 
οντότητες, αλλά στην επίσηµη γλώσσα οι τρόποι εξαγωγής συµπερασµάτων είναι πιο 
ισχυροί. Στις παραγράφους 13–15 της διάλεξης, ο Hilbert βεβαιώνει την ύπαρξη των 
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ποσοδεικτών στις άπειρες οντότητες, ως το ακριβές σηµείο όπου τα παραδοσιακά 
µαθηµατικά αποµακρύνονται  από την πεπερασµένη λογική.  

� Ο ίδιος, περιγράφει µια απόδειξη της συµβιβαστότητας ενός στοιχειώδους, 
χωρίς ποσοδείκτες,  τυπικού συστήµατος της θεωρίας των αριθµών. 

     � Αρχίζει να επεκτείνει τη θεωρία της απόδειξης του για την ανάλυση και τη 
θεωρία των συνόλων και στο τέλος της µελέτης, σκιαγραφεί µια στρατηγική για την 
απόδειξη της συµβιβαστότητας µιας έκδοσης του αξιώµατος της επιλογής του 
Zermelo, για τους πραγµατικούς αριθµούς.  

   � Χειρίζεται  µεταβατικά τµήµατα  των µαθηµατικών, εισάγει ένα ειδικό 
τελεστή "τ" στις προτάσεις. Το "τ" διέπετε από ένα ενιαίο µεταβατικό αξίωµα Α (τΑ) 
→ Α (α). Ο "τ" πρέπει να θεωρηθεί ως τελεστής αντιπαραδείγµατος. ∆ηλαδή, για 
κάθε πρόταση Α, ο τΑ υποτίθεται ότι επιλέγει ένα αντιπαράδειγµα για το Α, εφόσον 
υπάρχει ένα τέτοιο αντιπαράδειγµα. Με λίγα λόγια, το αξίωµα λέει ότι αν το A ισχύει, 
ακόµη και στο υποτιθέµενο αντιπαράδειγµα, τότε ισχύει γενικά. Ο Hilbert µπορεί 
τώρα να καθορίσει τους ποσοδείκτες µε όρους του  "τ". Γιατί το (⍱x)A(x) ισχύει 
µόνο στην περίπτωση που το A(x) ισχύει για κάθε τ(Α).  
Έτσι ορίζουµε (⍱x)A(x)≡A (τ(Α))  Και µε την ίδια συλλογιστική (∃x)A(x)≡A (τ̅ ) 
 Έτσι ο τελεστής «τ» συνδέει τους ποσοδείκτες, µια αρχή της µεταβατικής επιλογής, 
και το tertium non datur για τις άπειρες οντότητες. Από το µεταβατικό αξίωµα και τον 
ορισµό των ποσοδεικτών, προκύπτει ότι  ⍱α ( )≡( ∃)−(∃x)A(x)≡A (τ̅ ) 

Τον τύπο αυτό, ο Hilbert τον αναγνωρίζει ως «tertium non datur» για τις 
άπειρες οντότητες. Ο ειδικός τελεστής «τ» (που ο Hilbert και ο Μπέρνεϋς 
αντικατέστησαν γρήγορα µε το γνωστό, ελληνικό ε) επιτρέπει επίσης στον Hilbert 
την εξάλειψη των ποσοδεικτών από την τυπική γλώσσα του: Γιατί έχουν 
αντικατασταθεί από τον τελεστή «ε», ο οποίος διέπετε από ένα µεµονωµένο 
µεταβατικό αξίωµα. Αυτό, απλοποιεί σηµαντικά τη θεωρία αποδείξεων. Γιατί η 
τυπική απόδειξη, αποτελείται αποκλειστικά από αντικαταστάσεις και από εφαρµογές 
του προτασιακού λογισµού. Η στρατηγική του Hilbert για την απόδειξη της 
συµβιβαστότητας, ήταν η εξής «Να αντικαταστήσει τους (πεπερασµένου πλήθους) «ε-
όρους» σε όλες τις αποδείξεις από διαδοχικές αριθµητικές τιµές µε τον πιο  
αποτελεσµατικό τρόπο. Η ελπίδα του ήταν ότι, η διαδικασία αυτή θα µπορούσε να 
αποδειχθεί ότι θα κατέληγε σε έναν πεπερασµένο αριθµό βηµάτων, αφήνοντας τύπους 
παραδεκτούς από όλους, χωρίς ποσοδείκτες.»  
 
6. Λογική και η γνώση της φύσης 

H παρακάτω διάλεξη, δόθηκε στην Konigsberg το φθινόπωρο του 1930 µε την 
ευκαιρία της απονοµής στον Hilbert, του τιµητικού τίτλου της πόλης.  Ο Hilbert είχε 
αποσυρθεί και εδώ συνοψίζει την αντίληψή του για την πρακτική των µαθηµατικών. 
Λίγα χρόνια αργότερα, ο κύκλος Hilbert στο Gottingen εκκαθαρίσθηκε από τους ναζί. 
Πολλοί από τους φίλους και συνεργάτες του, οδηγήθηκαν στην εξορία. Ο Hilbert στα 
70 του, έµεινε πίσω. Του δίνονταν µια απλή σύνταξη  στο Gottingen, όπου και πέθανε 
το 1943. Οι ακροτελεύτιες λέξεις που είπε στη διάλεξη στην Konigsberg, χαράχτηκαν 
στον τάφο του. 
 

7. Η διάλεξη του Hilbert για τη λογική και τη γνώση της φύσης 

Ξεκινά τη διάλεξή του, εξετάζοντας ένα παλιό φιλοσοφικό πρόβληµα, δηλαδή το 
επίµαχο ερώτηµα σχετικά µε τι ποσοστό σκέψης και εµπειρίας, έχουν οι γνώσεις µας. 
Το ερώτηµα αυτό είναι βασικό, µιας και από την απάντησή του, θα εξακριβώσει το 
γενικό χαρακτήρα της γνώσης του στις φυσικές επιστήµες.  Ισχυρίζεται ότι, µπορούµε 
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να δώσουµε σήµερα µια σωστή απάντηση σε αυτό το ερώτηµα, µε περισσότερη 
βεβαιότητα για δύο λόγους: 

� «Ο 1ος λόγος, είναι ο ταχύς ρυθµός µε τον οποίο οι επιστήµες µας αναπτύσσονται 
σήµερα. Οι πιο σηµαντικές ανακαλύψεις της προηγούµενης περιόδου, από τον 
Κοπέρνικο, τον Κέπλερ, τον Γαλιλαίο και τον Νεύτωνα  ως τον Μάξγουελ, 
κατανέµονται σε µεγάλα χρονικά διαστήµατα σχεδόν τεσσάρων αιώνων. Η σύγχρονη 
περίοδος, αρχίζει µε την ανακάλυψη των ερτζιανών κυµάτων. Από τότε τα γεγονότα 
εξελίσσονται µε ταχύ ρυθµό: Ο Ρέντγκεν ανακαλύπτει τις ακτίνες Χ, η  Κιουρί 
ανακαλύπτει την ραδιενέργεια, ο Plank  καθιερώνει την κβαντική θεωρία. Και στην πιο 
πρόσφατη περίοδο, οι ανακαλύψεις των νέων φαινοµένων και οι εκπληκτικές συνδέσεις 
τους έρχονται συσσωρευτικά, έτσι ώστε η αφθονία των προσδοκιών γίνεται σχεδόν 
ανησυχητική: η θεωρία του Rutherford  της ραδιενέργειας, η εξήγηση του νόµου hv του 
Einstein, του φάσµατος  του Bohr, η αρίθµηση των στοιχείων του Mosley, η θεωρία της 
σχετικότητας του Einstein, η αποσύνθεση του αζώτου του Rutherford, η δοµή των 
στοιχείων του Bohr, η θεωρία των ισοτόπων του Άστον.» 

 Έτσι, κατά τον Hilbert στο πεδίο της φυσικής και µόνο, υπήρξε µια ατέλειωτη 
αλληλουχία ανακαλύψεων, όπου  η  θεωρία και η πράξη, η σκέψη και η εµπειρία 
συνεχώς αποδεικνύονται να διαπλέκονται πολύ στενά. Προχωρούσε πότε η θεωρία 
και πότε το πείραµα,  πάντα επιβεβαιώνοντας αµοιβαία, την ολοκλήρωση και την 
ενδυνάµωσή τους. Το ίδιο ισχύει για τη χηµεία, για την αστρονοµία και για τις 
βιολογικές επιστήµες.  Ως εκ τούτου, σύµφωνα µε τον Hilbert  υφίστανται δύο 
πλεονεκτήµατα σε σχέση µε τους παλαιούς φιλοσόφους:  «Πρώτον, έχουµε ζήσει 
µέσα από έναν µεγάλο αριθµό τέτοιων ανακαλύψεων, και έχουµε εξοικειωθεί µε τις 
προκύπτουσες νέες απόψεις κατά τη διάρκεια του σχηµατισµού τους. Και δεύτερο, 
µεταξύ των νέων ανακαλύψεων υπήρχαν πολλές που τροποποίησαν τις παλαιές, για 
παράδειγµα, η νέα αντίληψη του χρόνου στη θεωρία της σχετικότητας, ή της 
αποσύνθεσης των χηµικών στοιχείων, καθώς και για το πώς εξαλείφονται 
προκαταλήψεις που  παλαιότερα δεν µπορούσε κανένας να αγγίξει.» 
  � Ο 2ος  λόγος, ισχυρίζεται ο Hilbert είναι ότι η τεχνική του πειραµατισµού και 
η τέχνη της δηµιουργίας θεωρητικών κατασκευασµάτων στη φυσική, έφθασε τότε σε 
νέα ύψη, αλλά η οµόλογή τους επιστήµη, αυτή της λογικής,  είχε επίσης σηµειώσει 
σηµαντική πρόοδο. Υπήρχε µια γενική µέθοδος για τη θεωρητική επεξεργασία των 
ζητηµάτων στις φυσικές επιστήµες, η οποία σε κάθε περίπτωση διευκόλυνε την 
ακριβή διατύπωση του προβλήµατος και βοηθούσε στην προετοιµασία της λύσης του, 
δηλαδή  η αξιωµατική µέθοδος. Το ερώτηµα που θέτει ο Hilbert είναι, τι συµβαίνει  
µε αυτή την αξιωµατική µέθοδο, η οποία είναι σήµερα στα χείλη όλων µας; Η βασική 
της ιδέα, στηρίζεται στο γεγονός ότι γενικά ακόµη και σε ολοκληρωµένους τοµείς της 
γνώσης, µερικές προτάσεις (που ονοµάζονται αξιώµατα) αρκούν για την εύστοχη 
λογική κατασκευή ολόκληρου του οικοδοµήµατος της θεωρίας. Αλλά η σηµασία τους 
δεν έχει εξηγηθεί πλήρως µε αυτή την παρατήρηση. Τα  παραδείγµατα σύµφωνα µε 
τον Hilbert,  θα είναι ο ευκολότερος τρόπος για να διευκρινιστεί η αξιωµατική 
µέθοδος. Το παλαιότερο και πιο γνωστό παράδειγµα της αξιωµατικής µεθόδου, είναι 
η ευκλείδεια γεωµετρία. Αλλά ο Hilbert προτιµά να απεικονίσει την αξιωµατική 
µέθοδο αρκετά σύντοµα µε δύο παραδείγµατα: ένα παράδειγµα από τη σύγχρονη 
βιολογία, και ένα άλλο παράδειγµα από τις θεωρητικές επιστήµες. Ξεκινά πρώτα µε 
ένα παράδειγµα από τη βιολογία: 

«Η ∆ροσοφίλα (Drosophila) είναι µια µικρή µύγα, αλλά το ενδιαφέρον µας σε 
αυτήν είναι µεγάλο. Είναι το αντικείµενο του πιο εκτεταµένου, προσεκτικού, και 
επιτυχηµένου πειράµατος αναπαραγωγής. Είναι συνήθως γκρι, µε κόκκινα µάτια, χωρίς 
κηλίδες , µε στρογγυλά και µακριά φτερά. Αλλά υπάρχουν επίσης µύγες  µε αποκλίνοντα 
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ιδιαίτερα χαρακτηριστικά: είναι κίτρινες µέχρι  γκρι, έχουν άσπρα µάτια ή κόκκινα 
µάτια κ.λπ. Αυτά τα πέντε ειδικά χαρακτηριστικά συχνά συνδυάζονται. ∆ηλαδή, όταν 
µια µύγα είναι κίτρινη, έχει επίσης λευκά µάτια και κηλίδες, µε σχισµένα και κολοβά 
φτερά. Και όταν έχουν κολοβά φτερά τότε έχουν επίσης κίτρινα µε λευκά µάτια και 
ούτω καθεξής. Αλλά τώρα µε κατάλληλες διασταυρώσεις – παράγουµε µελλοντικές 
γενιές που εµφανίζουν µικρότερο αριθµό αποκλίσεων από αυτές που συµβαίνουν στους 
συνηθισµένους συνδυασµούς – µάλιστα το ποσοστό είναι ένας σταθερός αριθµός. Οι 
αριθµοί που έτσι κάποιος βρίσκει πειραµατικά, συµπίπτουν µε τα  ευκλείδεια αξιώµατα 
της γραµµικής ισοτιµίας  και µε τα αξιώµατα της γεωµετρικής έννοιας του «µεταξύ» και 
έτσι οι νόµοι της κληρονοµικότητας  εφαρµόζονται ως εφαρµογές τέλειων  αξιωµάτων 
τόσο εκπληκτικά, που πιθανότατα ούτε η πιο τολµηρή φαντασία δεν θα µπορούσε να 
επινοήσει.»  

Στη συνέχεια, αναπτύσσει  ένα δεύτερο παράδειγµα για την αξιωµατική 
µέθοδο,  από τις θεωρητικές επιστήµες.   

«Στις θεωρητικές επιστήµες, έχουµε συνηθίσει την εφαρµογή των τυπικών 
διαδικασιών σκέψης και των αφηρηµένων µεθόδων. Η αξιωµατική µέθοδος, ανήκει 
στη λογική. Με τη λέξη λογική, πολλοί καταλαβαίνουν κάτι πολύ βαρετό και πολύ 
δύσκολο. Σήµερα, η επιστήµη της λογικής έχει γίνει εύκολο να κατανοηθεί και είναι 
πολύ ενδιαφέρουσα. Για παράδειγµα, κάποιος ξέρει ότι υπάρχουν ήδη στην καθηµερινή 
ζωή, µέθοδοι και σχηµατισµοί εννοιών που χρησιµοποιούνται και απαιτούν µεγάλο 
ποσό αφαίρεσης και ότι µπορεί να γίνουν κατανοητοί µόνο από την ασυνείδητη 
εφαρµογή της αξιωµατικής µεθόδου. Για παράδειγµα, η γενική διαδικασία της άρνησης 
και ιδίως η έννοια του «άπειρου».  Όσον αφορά την έννοια  του «άπειρου», θα 
συνειδητοποιήσουµε ότι το «άπειρο»  δεν έχει διαισθητική έννοια και ότι χωρίς 
λεπτοµερέστερη έρευνα δεν έχει απολύτως κανένα νόηµα., διότι παντού υπάρχουν 
καθορισµένα αντικείµενα. ∆εν υπάρχει άπειρη ταχύτητα και καµία δύναµη ή 
αποτέλεσµα δεν µπορεί να διαδίδεται απείρως γρήγορα. Επιπλέον, το ίδιο το 
αποτέλεσµα είναι αδύνατον να µπορεί να διαιρεθεί απείρως. Ακόµη και το φως έχει 
ατοµική δοµή, όπως ακριβώς και τα  κβάντα της δράσης του. Πιστεύω ακράδαντα ότι 
ακόµη και το διάστηµα είναι πεπερασµένο και ότι µια ηµέρα οι αστρονόµοι θα είναι σε 
θέση να µας πουν πόσα χιλιόµετρα µακρύ, ψηλό και µεγάλο είναι. Και παρόλο που 
υπάρχουν στην πραγµατικότητα συχνά περιπτώσεις πολύ µεγάλων αριθµών (για 
παράδειγµα, η απόσταση των άστρων σε χιλιόµετρα, ή ο  αριθµός των διαφορετικών 
παρτίδων στο σκάκι), ωστόσο η  απεραντοσύνη ή η γιγαντιαία αφαίρεση,  είναι εφικτή 
µόνο µέσα από τη συνειδητή ή ασυνείδητη εφαρµογή της αξιωµατικής µεθόδου. Αυτή η 
αντίληψη του απείρου, το οποίο έχω θεµελιώσει µέσω λεπτοµερών ερευνών, απαντά σε 
µια σειρά από σηµαντικά ερωτήµατα. Ειδικότερα, αυτό δείχνει την αβασιµότητα των 
αντινοµιών του Καντ  για τον χώρο και της απεριόριστης δυνατότητας της διαίρεσης 
και εποµένως, τις δυσκολίες που ανακύπτουν µε αυτόν τον τρόπο.»   
Ο Hilbert έγραψε το 1919:  

«∆εν µιλάµε σε καµία περίπτωση για αυθαιρεσία. Τα µαθηµατικά δεν είναι 
όπως ένα παιχνίδι του οποίου τα καθήκοντα καθορίζονται αυθαίρετα από θεσπισµένους 
κανόνες. Αντίθετα, είναι ένα εννοιολογικό σύστηµα που διαθέτει εσωτερική ανάγκη που 
δεν µπορεί παρά να είναι έτσι και µε κανένα τρόπο διαφορετικά. Ποιος από εµάς  δεν 
θα ήταν ευτυχής να σηκώσει το πέπλο πίσω από το οποίο βρίσκεται  κριµένο το µέλλον; 
Να ρίξει µία µατιά στην επερχόµενη πρόοδο της επιστήµης µας και να µάθει τα µυστικά 
αυτής της ανάπτυξης στους επόµενους αιώνες; Να µάθει ποιοι θα είναι οι 
συγκεκριµένοι στόχοι προς τους οποίους οι κορυφαίες µαθηµατικές διάνοιες των 
επερχόµενων γενεών θα στρέψουν τις προσπάθειές τους; Ποιες νέες µέθοδοι και νέες 
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αλήθειες από το ευρύ και πλούσιο φάσµα των µαθηµατικών σκέψεων θα 
αποκαλυφθούν στους επόµενους αιώνες;»  
 
8. Τα θεµέλια της γεωµετρίας (1889) 

8.1 Αξιώµατα σύνδεσης 

 1. Για κάθε δύο διαφορετικά σηµεία Α, Β υπάρχει πάντα µια ευθεία a, η οποία τα 
περιέχει.  
2. Για κάθε δύο διαφορετικά σηµεία Α, Β δεν υπάρχουν περισσότερες από µια ευθείες 
που να τα περιέχουν. 
 3. Επί µιας ευθείας, υπάρχουν τουλάχιστον δύο σηµεία. Υπάρχουν τουλάχιστον τρία 
σηµεία που δεν βρίσκονται πάνω σε µια ευθεία.  
4. Προς τρία οποιαδήποτε σηµεία Α, Β, C, που δεν βρίσκονται πάνω σε µία ευθεία, 
υπάρχει ένα επίπεδο α το οποίο περιέχει τα τρία σηµεία Α, Β, C.  
5. Προς τρία οποιαδήποτε σηµεία Α, Β, C, τα οποία δεν ανήκουν (συγχρόνως) πάνω 
σε µία ευθεία, δεν υπάρχει παρά ένα και µόνον ένα επίπεδο που τα περιέχει. 
6. Αν δύο σηµεία Α, Β µιας ευθείας a βρίσκονται σε ένα επίπεδο α τότε κάθε σηµείο 
της a βρίσκεται στο επίπεδο α.  
7. Αν δύο επίπεδα α, β έχουν ένα κοινό σηµείο Α, τότε αυτά έχουν τουλάχιστον ένα 
ακόµα κοινό σηµείο Β.  
8. Υπάρχουν τουλάχιστον τέσσερα διαφορετικά σηµεία που δεν βρίσκονται σε ένα 
επίπεδο. 

 

8.2 Αξιώµατα διάταξης 

1. Αν ένα σηµείο Β κείται µεταξύ δύο σηµείων Α και C, (συµβολικά Α– Β– C) τότε 
τα Α, Β, C είναι τρία διαφορετικά σηµεία µιας ευθείας και το Β κείται επίσης µεταξύ 
των C και Α (συµβολικά C– Β– A).  
2. Ως προς δύο σηµεία Α και C, υπάρχει πάντοτε ένα σηµείο Β της ευθείας ΑC, 
τέτοιο ώστε το C να κείται µεταξύ των Α και Β, (συµβολικά Α– C– B). 
3. Σε ότι αφορά τρία οποιαδήποτε διαφορετικά σηµεία µιας ευθείας, ένα και µόνο ένα 
από αυτά κείται µεταξύ των δύο άλλων. 
4. Οποιαδήποτε τέσσερα διαφορετικά σηµεία A, B, C, D µιας ευθείας, µπορούν πάντα 
να διαταχθούν έτσι ώστε το Β να κείται µεταξύ του Α και του C και επίσης µεταξύ 
των Α και D και επιπροσθέτως, έτσι ώστε το C να κείται µεταξύ του Α και D και 
επίσης µεταξύ του Β και D. 
5. (Αξίωµα του Pasch) Ας είναι Α, Β, C τρία σηµεία µη κείµενα σε ευθεία γραµµή 
και a µια ευθεία στο επίπεδο ΑΒC , η οποία δεν συναντά κανένα από τα σηµεία Α, 
Β,C. Αν κατ’ ακολουθία η ευθεία a διέρχεται από ένα σηµείο του τµήµατος ΑΒ, τότε 
αυτή θα διέρχεται επίσης οπωσδήποτε από ένα σηµείο του τµήµατος ΑC ή από ένα 
σηµείο του τµήµατος ΒC.  
 
8.3 Αξιώµατα ισότητας 

1. Αν Α, Β είναι δύο σηµεία µιας ευθείας a και ακόµα Α΄ είναι ένα σηµείο πάνω στην 
ίδια ή σε µια άλλη ευθεία a΄, τότε σε µια καθορισµένη µεριά της a΄ ως προς το Α΄ 
µπορούµε να προσδιορίσουµε ένα και µόνον ένα σηµείο Β΄, τέτοιο ώστε το 
ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ να είναι ίσο µε το Α΄Β΄.  
2. Αν ένα ευθύγραµµο τµήµα Α΄Β΄ και ένα τµήµα Α˝Β˝ είναι ίσα προς το αυτό τµήµα 
ΑΒ, τότε και το Α΄Β΄ είναι ίσο προς το τµήµα Α˝Β˝. Συντοµότερα, αν δύο τµήµατα 
είναι ίσα προς ένα τρίτο, τότε αυτά είναι και µεταξύ τους ίσα.  
3. Έστω ΑΒ και BC δύο ευθύγραµµα τµήµατα πάνω σε µια ευθεία a, χωρίς κοινά 
εσωτερικά σηµεία και ακόµα A΄Β΄ και Β΄C΄ είναι δύο τµήµατα πάνω στην ίδια ή σε 
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άλλη ευθεία a΄, επίσης χωρίς κοινά εσωτερικά σηµεία αν είναι ΑΒ ≡ A΄Β΄ και BC ≡ 
Β΄C΄, τότε θα είναι επίσης και AC ≡ Α΄C΄. 
 4. Θεωρούµε γωνία  (h, k) κορυφής Ο και µια ευθεία a΄.  Αν h΄ είναι ηµιευθεία της a΄ 
εκπορευόµενη από ένα σηµείο Ο΄ επί της ευθείας τότε υπάρχει µία και µόνο µία 
ηµιευθεία k΄ έτσι ώστε η γωνία  (h, k) να είναι ίση προς τη γωνία  (h΄, k΄). Συµβολικά 
γράφουµε  (h, k) ≡  (h΄, k΄). Κάθε γωνία είναι ίση µε τον εαυτό της, δηλαδή  (h, k) ≡  
(h, k) και (h, k) ≡  (k, h). 
5. Αν σε δύο τρίγωνα ABC και A΄B΄C΄ ισχύουν οι ισότητες ΑΒ ≡ Α΄Β΄, ΑC ≡ Α΄C΄ 
και BAC ≡ B΄A΄C΄ τότε θα εκπληρώνονται επίσης και οι ισότητες AΒC ≡ Α΄Β΄C΄ και 
ACΒ ≡ Α΄C΄B΄.  
6. Αξίωµα παραλληλίας (Ευκλείδειο Αξίωµα).  
7. (Αξίωµα Playfair) Αν a ευθεία και Α ένα σηµείο κείµενο εκτός της ευθείας a, τότε 
υπάρχει µια και µόνο µία ευθεία που διέρχεται από το Α και δεν τέµνει την a. Η 
ευθεία αυτή καλείται παράλληλη προς την a που διέρχεται από το Α. 
 
8.4 Αξιώµατα συνέχειας 

1. (Αρχιµήδειο αξίωµα) Αν ΑΒ και CD είναι δυο ευθύγραµµα τµήµατα, τότε πάνω 
στην ευθεία ΑΒ υπάρχει ένα πεπερασµένο πλήθος από σηµεία Α1, Α2, Α3, .., Αν-1, 
Αν τέτοια ώστε τα τµήµατα ΑΑ1, Α1Α2, Α2Α3, ..., Αν–1, Αv , να είναι ίσα προς το 
τµήµα CD και το σηµείο Β να κείται µεταξύ των Αν–1 και Αν.    
2. (Αξίωµα πληρότητας) Τα σηµεία µιας ευθείας a συγκροτούν ένα τέτοιο σύστηµα, 
το οποίο µε τις σχέσεις της διάταξης και της ισότητας, δεν µπορεί να επεκταθεί 
(δηλαδή να του επισυνάψουµε και άλλα σηµεία) µε τρόπο ώστε να παραµένουν 
αληθείς οι σχέσεις που υφίστανται µεταξύ των στοιχείων του καθώς και οι βασικές 
ιδιότητες που απορρέουν από τα αξιώµατα Ι–ΙΙΙ και VΙ. 
 
9. Το ξενοδοχείο του Hilbert 

Αποτελεί κοινό τόπο σε κάθε βιβλίο της ιστορίας των µαθηµατικών µια 
καταπληκτική ιστορία για τις παραξενιές του µαθηµατικού απείρου που αποδίδεται 
στο µαθηµατικό Hilbert. Ένα βράδυ ένας ταξιδιώτης µπαίνει στο ξενοδοχείο «Το  
άπειρο». «Ατύχησες µεγάλε.» Απαντά ευγενέστατα ο ξενοδόχος, «είµαστε γεµάτοι.» 
Το ξενοδοχείο διαθέτει µια απειρία δωµατίων. Ο ξενοδόχος προσθέτει: Περίµενε 
λίγο, έχω µια ιδέα που θα µου επιτρέψει να σε φιλοξενήσω. Όταν όλοι οι ένοικοι του 
ξενοδοχείου ξυπνήσουν και µαζευτούν στο εντευκτήριο, θα παρακαλέσω τον καθένα 
να µετακοµίσει σε δωµάτιο µε νούµερο που βρίσκεται στην αµέσως επόµενη θέση 
από το δικό του νούµερο δωµατίου, δηλαδή ο ένοικος του δωµατίου 1 θα πάει στο 
δωµάτιο 2, αυτός του δωµατίου 2 θα πάει στο δωµάτιο 3, αυτός του δωµατίου 3 στο 
δωµάτιο 4 κτλ. µέχρι το άπειρο. Ορίστε η λύση, λέει ο ξενοδόχος δίνοντας στον 
επισκέπτη το κλειδί του δωµατίου 1. 

Την επόµενη νύχτα φτάνει στο ξενοδοχείο ένα λεωφορείο. Ένα ιδιαίτερο 
λεωφορείο που περιέχει άπειρο αριθµό επιβατών. Αλλά το ξενοδοχείο «Το άπειρο» 
ήταν ακόµη γεµάτο. Ο ξενοδόχος επιλύει αυτό το νέο πρόβληµα µε τον εξής τρόπο: ο 
ένοικος του δωµατίου 1 θα περάσει στο δωµάτιο µε αριθµό 2, αυτός του δωµατίου 2 
στο δωµάτιο µε αριθµό 4, αυτός του δωµατίου 3 στο δωµάτιο µε αριθµό 6, αυτός του 
δωµατίου 4 στο δωµάτιο µε αριθµό 8 κτλ. µέχρι το άπειρο. Χάρη σε αυτές τις 
µετακινήσεις, ο άπειρος αριθµός των παλαιών επισκεπτών θα τοποθετηθεί στα 
δωµάτια µε άρτιο αριθµό και έτσι ο άπειρος αριθµός των νέων επισκεπτών θα 
τοποθετηθεί στα δωµάτια µε περιττό αριθµό. Και έτσι βολεύτηκαν όλοι οι 
επισκέπτες. Εκείνη τη στιγµή ο ξενοδόχος κατάλαβε ότι δεν θα είχε πότε πληρότητα. 
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10. Τα προβλήµατα του Hilbert 

Ο Hilbert, ήταν ένας ιδιαίτερα χαρισµατικός µαθηµατικός που είχε ευρείες 
γνώσεις στους περισσότερους τοµείς των µαθηµατικών και προσέφερε πολλά στη 
θεωρία των αναλλοίωτων, στη θεµελίωση της ευκλείδειας γεωµετρίας, στη 
συναρτησιακή ανάλυση µε τους χώρους Hilbert και σε άλλες περιοχές των 
µαθηµατικών και της φυσικής. Σε συνεργασία µε τους µαθητές του, συνέβαλε στη 
µαθηµατική υποδοµή που χρειαζόταν στην κβαντοµηχανική και σε άλλους κλάδους 
της φυσικής. Αξίζει να αναφερθούν κάποια από τα ονόµατα των µαθητών του (75 
υποψήφιοι διδάκτορες) οι οποίοι στη συνέχεια έγιναν διάσηµοι µαθηµατικοί. Είναι οι 
Hermann Weyl, Hugo Steinhaus, Ernst Zermelo, Otto Blumenthal, Wilhelm 
Ackermann και άλλοι. Ο Hilbert υποστήριζε ότι κάθε µαθηµατικό πρόβληµα έπρεπε 
ή να έχει λύση ή απόδειξη ότι είναι αδύνατο. Πίστευε ότι στα µαθηµατικά δεν 
υπάρχει το άγνωστο (ignorabimus). Ο Hilbert, ξεκίνησε την παρουσίαση των 23 
προβληµάτων του  µε ένα µεγάλο πρόλογο θέτοντας κάποιες ερωτήσεις: 

«Ποιος από εµάς δεν θα ήταν ευτυχής να σηκώσει το πέπλο πίσω από το οποίο 
βρίσκεται κριµένο το µέλλον; Να ρίξει µία µατιά στην επερχόµενη πρόοδο της 
επιστήµης και να µάθει τα µυστικά αυτής της ανάπτυξης στους επόµενους αιώνες; Να 
µάθει ποιοι θα είναι οι συγκεκριµένοι στόχοι προς τους οποίους οι κορυφαίες 
µαθηµατικές διάνοιες των επερχόµενων γενεών θα στρέψουν τις προσπάθειές τους; 
Ποιες νέες µέθοδοι και νέες αλήθειες από το ευρύ και πλούσιο φάσµα των 
µαθηµατικών σκέψεων θα αποκαλυφθούν στους επόµενους αιώνες;» 
    Έπειτα συνέχισε µιλώντας για την φύση των µαθηµατικών προβληµάτων και 
λέγοντας ότι η επίλυση τους  είναι αυτή που βοηθά τα µαθηµατικά να αναπτύσσονται. 
Τα προβλήµατα, όπως χαρακτηριστικά είπε, αποτελούν ένδειξη ότι ένας 
επιστηµονικός κλάδος είναι ζωντανός! Ένα πρόβληµα είναι πρώτης τάξης αν ανοίγει 
ένα νέο θέµα οδηγώντας το ενδεχοµένως σε ένα νέο επίπεδο έρευνας. Ένα τέτοιο 
πρόβληµα θα επιβιώσει και αν κάποτε λυθεί. Ξεκίνησε αναφέροντας δύο ονοµαστά 
προβλήµατα την εποχή εκείνη.   

Το πρόβληµα του Bernoulli της βραχυστόχρονης καµπύλης ή καµπύλης 
ταχύτερης καθόδου που έθεσε το 1696, που ήταν το έναυσµα για να διατυπωθούν µία 
σειρά από σηµαντικά προβλήµατα. Καθώς και το τελευταίο θεώρηµα του Fermat: Η 
ξίσωση xν+yν=zν δεν έχει µη  µηδενικές ακέραιες λύσεις για κανένα ν µεγαλύτερο του 
2. Το τελευταίο θεώρηµα του Fermat το 1900 παρέµενε άλυτο, αν και είχε αποδειχθεί 
για πολλούς εκθέτες (τελικά λύθηκε το 1995 από τον Andrew Wiles). Παρόλα αυτά, 
είχε δώσει το έναυσµα για τη διερεύνηση ενός νέου κλάδου των µαθηµατικών, της 
θεωρίας αλγεβρικών σωµάτων. Ο Hilbert, µίλησε για την αυστηρότητα που 
χρειάζεται µία απόδειξη. Για να λυθεί ένα πρόβληµα, πρέπει να υπάρχει ένα 
πεπερασµένο πλήθος σαφώς διατυπωµένων υποθέσεων που να καταλήγουν στο 
συµπέρασµα ύστερα από ένα πεπερασµένο πλήθος βηµάτων.  

Αυστηρότητα δεν θα πρέπει να υπάρχει µόνο σε κάποιους κλάδους των 
µαθηµατικών, αλλά σε όλους τους τοµείς της επιστήµης. Στη συνέχεια, άρχισε την 
παρουσίαση των προβληµάτων. Στην πραγµατικότητα στην οµιλία του δεν ανέφερε 
και τα 23 προβλήµατα, αλλά επέλεξε κάποια από αυτά. Ο πλήρης κατάλογος των 
προβληµάτων δηµοσιεύτηκε στο γερµανικό περιοδικό Göttingen Nachrichtento. 
 
10.1 Το πρόβληµα του Cantor για τους πληθικούς αριθµούς του συνεχούς. Η 

υπόθεση του συνεχούς 

Το 1ο  πρόβληµα στο οποίο αναφέρθηκε ο Hilbert, σε αυτή την ιστορική 
οµιλία, ήταν του Cantor (1845–1918) και ανήκει στον κλάδο της θεωρίας συνόλων. Ο 
Cantor, ασχολήθηκε µε τον πληθάριθµο των άπειρων συνόλων. Εισήγαγε τον 
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πληθάριθµο για να µπορέσει να συγκρίνει το µέγεθος των άπειρων συνόλων και 
απέδειξε ότι ο πληθάριθµος του συνόλου των φυσικών αριθµών είναι αυστηρά 
µικρότερος από αυτόν του συνόλου των πραγµατικών αριθµών. Ωστόσο, οι 
αποδείξεις που έδωσε δεν έδειχναν τι γίνεται ανάµεσα στους δύο πληθάριθµους.  

Έτσι, εισήγαγε την υπόθεση του συνεχούς, η οποία λέει ότι δεν υπάρχει 
σύνολο του οποίου ο πληθάριθµος να βρίσκεται αυστηρά µεταξύ αυτού των φυσικών 
αριθµών και αυτού των πραγµατικών αριθµών. Ο Cantor προσπάθησε για πολλά 
χρόνια να το αποδείξει, αλλά µάταια. Το πρόβληµα αυτό επανάφερε ο Hilbert, µε την 
οµιλία του. Το 1938 ο Kurt Godel, απέδειξε ότι η γενικευµένη υπόθεση του συνεχούς 
είναι συνεπής µε τα αξιώµατα της θεωρίας συνόλων των Zermelo – Fraenkel. 
Αργότερα, το 1963, ο Paul Cohen απέδειξε ότι και η άρνηση της υπόθεσης είναι 
επίσης συνεπής µε τα αξιώµατα της θεωρίας συνόλων των Zermelo – Fraenkel.  

Συνεπώς, αποδείχθηκε ότι είναι αδύνατο να αποδειχθεί ή να µην 

αποδειχθεί η υπόθεση του συνεχούς µε βάση τα αξιώµατα αυτά. Το συνεχές του 
τίτλου, αναφέρεται στο συνεχές των αριθµών όπως έχει επικρατήσει να λέγεται η 
ευθεία των πραγµατικών και αυτό συµβολίζεται µε το σύµβολο R. Ο πιο γρήγορος 
τρόπος προσέγγισης του προβλήµατος είναι ο διαισθητικός, τον οποίο µπορεί να 
κατανοήσει ο καθένας. Τα σύνολα, µπορούν να ταξινοµηθούν σε διακριτές δοµές 
(δηλαδή, χωρίς κοινά στοιχεία), τις λεγόµενες κλάσεις ισοδυναµίας µε τη βοήθεια 
µιας σχέσης R ανάµεσα σε σύνολα η οποία ονοµάζεται σχέση ισοδυναµίας. Αν ένα 
αντικείµενο x συνδέεται µε κάποιο άλλο γ µέσω της σχέσης R, γράφουµε xRy. 
Καλούµε την R σχέση ισοδυναµίας αν η R πληρεί τρεις βασικές ιδιότητες: 

� Η R είναι ανακλαστική: δηλαδή xRx για κάθε x 
� Η R είναι συµµετρική: δηλαδή, αν xRy, τότε yRx 
� Η R είναι µεταβατική: αν xRy και yRz, τότε xRz 
 
Μια κλάση ισοδυναµίας συνόλων που καθορίζεται από την R, µπορεί να 

οριστεί επιλέγοντας ένα από τα στοιχεία της, έστω το στοιχείο α: 
Κλάση τον a={xl xRa}. 

∆ηλαδή, ανήκουν στην ίδια κλάση τα σύνολα εκείνα τα οποία συνδέονται 
µεταξύ τους µέσω της R. Όπως είναι λογικό, αν aRb, τότε: 

Κλάση τον a = Κλάση τον b. 
Παρατηρούµε ότι, ο καθορισµός µιας κλάσης µπορεί να γίνει µέσω 

οποιουδήποτε από τα στοιχεία της, τα οποία καλούνται αντιπρόσωποι της κλάσης. Οι 
κλάσεις ισοδυναµίας, είναι εξ’ ορισµού µη κενές (σε µαθηµατική γλώσσα γράφουµε 
τάξη τον α * 0) αφού λόγω της ανακλαστικότητας, x € κλάση τον x. 

Οι διαφορετικές κλάσεις είναι διακριτές, αφού αν οι α και b είχαν κάποιο 
κοινό στοιχείο x, θα διαπιστώναµε ότι: 

� xRa και xRb εξ’ ορισµού 
� xRa => aRx λόγω συµµετρίας 
� aRx και xRb => aRb λόγω µεταβατικότητας  
� κλάση του α = κλάση τον b εξ’ ορισµού. 

και άρα οι κλάσεις ταυτίζονται. Ας µεταφέρουµε τα παραπάνω στη γλώσσα των 
συνόλων. Αντικαθιστούµε το R µε τον τελεστή ο οποίος διαβάζεται «σε ένα προς ένα 
αντιστοιχία µε το b». Ορίζουµε τη σχέση ~ µε πολύ απλά λόγια: δύο σύνολα Α και Β 
συνδέονται µέσω του τελεστή και γράφουµε Α~Β, όταν µπορεί να οριστεί ανάµεσά 
τους µια αµφιµονοσήµαντη (ή ένα προς ένα) αντιστοιχία: Είναι διαισθητικά προφανές 
ότι η σχέση ~ ορίζει µια σχέση ισοδυναµίας ανάµεσα σε σύνολα. Αυτό µπορεί να 
ελεγχθεί εύκολα. Ας δούµε ένα σχεδιάγραµµα των κλάσεων που προκύπτουν: 
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Η κλάση του I, του 2, του 3 κ.ο.κ. 
 
Ανήκουν στην ίδια κλάση τα σύνολα εκείνα ανάµεσα στα οποία µπορεί να 

υπάρξει ένα προς ένα αντιστοίχιση. Τα σύνολα που συνδέονται µεταξύ τους, ανήκουν 
στην ίδια κλάση και οι κλάσεις είναι διακριτές και µη κενές. Μπορούµε να πούµε ότι 
κάθε κλάση είναι πληθαριθµική. Σε απλή γλώσσα, αυτό σηµαίνει ότι τα στοιχεία κάθε 
κλάσης έχουν τον ίδιο πληθάριθµο. Στη γλώσσα των συµβόλων, µπορούµε να 
γράψουµε και να διαβάσουµε: Κλάση τον A = Πληθάριθµος τον A = #Α.   

Όταν ένα σύνολο είναι πεπερασµένο, συνηθίζουµε να µιλάµε για το «πλήθος» 
των στοιχείων του, αντί για τον «πληθάριθµο» αυτών. Συµβολίζουµε τον πληθάριθµο 
του κενού συνόλου µε «0». Οι πληθάριθµοι που παρουσιάζουν το µεγαλύτερο 
ενδιαφέρον καθώς είναι οι τελευταίοι που ανακαλύφθηκαν και έχουν τις πιο 
ενδιαφέρουσες ιδιότητες, είναι οι λεγόµενοι υπερπεπερασµένοι πληθάριθµοι. 

Είναι εύκολο να δούµε, όπως ακριβώς το είδε και ο άνθρωπος στον οποίο 
οφείλουµε τον ορισµό του απείρου, Georgee Cantor (1845–1918), ότι τα βασικά 
αριθµητικά σύνολα έχουν τον ίδιο πληθάριθµο, ο οποίος συµβολίζεται µε Ν0 και είναι 
ο πρώτος από τους πληθάριθµους απείρων συνόλων, οι οποίοι ονοµάζονται και 
υπερπεπερασµένοι πληθάριθµοι.  #Ν = #Ζ = #Q = Ν0 

Όταν ένα σύνολο έχει πληθάριθµο Ν0, λέγεται ότι είναι αριθµήσιµο. Επίσης 
παράξενο είναι το γεγονός ότι διαφορετικά σύνολα έχουν τον ίδιο πληθάριθµο. Για 
παράδειγµα, το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών, που παραδοσιακά ταυτίζεται µε 
την ευθεία, έχει τον ίδιο πληθάριθµο µε τα R2, R3..., Rn, αφού φαίνεται αντιφατικό το 
ότι µια ευθεία µπορεί να έχει τον ίδιο αριθµό σηµείων µε ένα τετράγωνο και µε έναν 
κύβο. Όταν ο Cantor έδειξε ότι ο πληθάριθµος των σηµείων της ευθείας είναι ίδιος µε 
τον πληθάριθµο του χώρου, σκόνταψε πάνω στη δυσπιστία των συγχρόνων του. 

 
10.2 Η συνέπεια των αξιωµάτων της αριθµητικής 

Μια θεωρία λέγεται συνεπής όταν δεν είναι δυνατό να αποδειχθεί ταυτόχρονα 
µια πρόταση και το αντίθετό της, από τους επαγωγικούς κανόνες του συστήµατος. 
∆εν είναι αποδεκτό, για παράδειγµα, από τη µία να αποδεικνύεται ότι 2+2=4 και από 
την άλλη ότι 2 2 4+ ≠ . Είναι αναµενόµενο, ένα σύστηµα που στηρίζεται στις λογικές 
συνεπαγωγές να είναι πλήρες. Αυτό σηµαίνει ότι κάθε πρόταση του συστήµατος η 
οποία είναι αληθής πρέπει να είναι δυνατόν να αποδειχτεί. Για παράδειγµα, η πρό-
ταση 2+2 = 4 πρέπει να µπορεί να αποδειχθεί µε τα εργαλεία της αριθµητικής. 
Βεβαίως, µιλάµε για προτάσεις µέσα στο ίδιο το σύστηµα. Έτσι, η πρόταση, «Ίσως, 
να βρέξει την Κυριακή» δεν έχει κανένα απολύτως νόηµα στο πεδίο της αριθµητικής. 

Αυτό που διερωτάται ο Hilbert στο 2ο πρόβληµα, δεν είναι αρκετά ξεκάθαρο 
µε την πρώτη µατιά. Σε γενικές γραµµές, διερευνά τη συνέπεια ενός µαθηµατικού 
συστήµατος όπως η αριθµητική που για τον ίδιο ήταν προφανής αν και αναπόδεικτη. 
Αυτό που απέδειξε ο Godel, στο επονοµαζόµενο θεώρηµα της µη πληρότητας το 
1933, είναι λίγο αναπάντεχο. Απέδειξε ότι ένα αξιωµατικό σύστηµα όπως η βασική 
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αριθµητική, το οποίο δεχόµαστε ως συνεπές είναι αναγκαστικά µη πλήρες. Με άλλα 
λόγια, έχοντας στη διάθεσή µας τα εργαλεία που µας δίνει το σύστηµα, θα υπάρχουν 
πάντα αληθείς προτάσεις οι οποίες δεν θα µπορούν να αποδειχτούν. Μπορούν πάντα 
να δειχτούν διευρύνοντας το σύστηµα (µια προφανής διαδικασία είναι να δεχτούµε 
αυτές τις προτάσεις ως αξιώµατα), αλλά βρισκόµαστε µε δεµένα τα χέρια αν 
περιοριστούµε µέσα σε αυτό. Πάντα θα υπάρχουν αναπόδεικτες προτάσεις. Αυτή 
είναι η απάντηση στο 2ο  πρόβληµα του Hilbert. Με το 2ο πρόβληµα ζητούσε να 
απαλειφθεί κάθε ενδεχόµενο µίας αντίφασης στα µαθηµατικά. Έτσι, έθεσε το 
παρακάτω πρόβληµα:  

«Να αποδειχθεί ότι τα αξιώµατα της αριθµητικής δεν είναι αντιφατικά, δηλαδή 
ότι ένα πεπερασµένο πλήθος λογικών βηµάτων που βασίζεται πάνω σε αυτά δεν θα 
οδηγήσει ποτέ σε αντιφατικά αποτελέσµατα.»  

Ενώ ζητούσε την απόδειξη ότι τα αξιώµατα της αριθµητικής έχουν συνέπεια,  
το 1933, µε το 2ο θεώρηµα της µη πληρότητας έδειξε ότι καµία θεωρία δεν είναι 
αρκετά ισχυρή ώστε να αποδείξει τη συνέπεια της.  

 

 
 

10.3 Η ισότητα των όγκων δύο τετράεδρων µε ίσες βάσεις και ίσα ύψη 

Ήταν από τα πιο εύκολα σε σχέση µε τα υπόλοιπα και το πρώτο που λύθηκε. 
Ο Hilbert αναφέρθηκε στο θεώρηµα του Ευκλείδη που λέει  «∆ύο τριγωνικές 
πυραµίδες µε ίσα ύψη, έχουν η µία προς την άλλη ίσους λόγους µε τους λόγους των  
βάσεων τους». Ο Gerling απέδειξε την ισότητα των όγκων δύο συµµετρικών 
πολύεδρων, διαµερίζοντας τα σε ίσα µέρη. Ο Hilbert και ο Gauss, πίστευαν ότι δεν 
γίνεται να λυθεί η γενική πρόταση του Ευκλείδη µε αυτήν τη µέθοδο. Ο Hilbert, 
υποστήριζε ότι για τη λύση θα ήταν απαραίτητη η χρήση του απειροστικού λογισµού.  

Για να διευκρινιστεί το πρόβληµα αυτό, ο Hilbert ζητούσε µία αυστηρή 
απόδειξη της αδυναµίας να λυθεί έτσι το πρόβληµα, δηλαδή  να καθοριστούν δύο 
τετράεδρα µε ίσες βάσεις και ίσα ύψη, που δεν θα µπορούσαν να διαµεριστούν σε ίσα 
ανά δύο τετράεδρα και ούτε θα µπορούσαν µε την πρόσθεση ίσων τετραέδρων να 
µετασχηµατιστούν σε πολύεδρα που αυτά να µπορούν να αναλυθούν σε ίσα 
τετράεδρα. Η αρνητική απάντηση, δόθηκε από τον Max Dehn το 1900 και το 1903 ο 
Kagan κατέληξε ανεξάρτητα στα ίδια αποτελέσµατα. 
 
10.4 Το πρόβληµα της ευθείας γραµµής ως η µικρότερη απόσταση µεταξύ δύο 

σηµείων. Εναλλακτικές γεωµετρίες 

Το πρόβληµα αυτό κατηγορήθηκε ότι δεν ήταν σαφώς διατυπωµένο και ότι 
δεν γίνεται να πάρει µία σαφή απάντηση. Το αρχικό ζητούµενο του προβλήµατος, 
ήταν να καταγραφούν όλες οι µετρικές στις οποίες οι ευθείες γραµµές είναι 
γεωδαισιακές. Το ζητούµενο αυτό, είναι υπερβολικά αόριστο. Για την ακρίβεια, δεν 
υπάρχει σαφής απάντηση σε ένα πρόβληµα που διατυπώνεται µε αυτόν τον τρόπο. 
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10.5 Η αρχή του Lie για συνεχείς οµάδες µετασχηµατισµών χωρίς την υπόθεση 

της διαφορισιµότητας των συναρτήσεων που ορίζουν τις οµάδες 

Μέχρι ποιο σηµείο είναι απαραίτητη η διαφορισιµότητα στην έννοια των 
οµάδων συνεχών µετασχηµατισµών, γνωστών µε το όνοµα οµάδες του Lie; Ο Hilbert 
θέτει το ερώτηµα, αν µπορεί να αποφευχθεί η υπόθεση της διαφορισιµότητας των 
συναρτήσεων που ορίζουν τις συνεχείς οµάδες µετασχηµατισµών. Το πρόβληµα αυτό 
δεν έχει αόριστη διατύπωση όπως το προηγούµενο, όµως ούτε αυτό αποτελεί ένα 
στοιχειώδες πρόβληµα. Λύθηκε µε τη συµβολή των John von Neumann (1903–1957), 
Andrew Gleason (1921–2008), Deane Montgomery (1909–1992), Leo Zippin (1905–
1995) και Hidehiko Yamabe (1923–1960). Ο Lie, ύστερα από πολύχρονη µελέτη 
γεωµετρικών µετασχηµατισµών, θεµελίωσε µία νέα θεωρία, υποθέτοντας ότι οι 
συναρτήσεις που ορίζουν τις οµάδες του, ότι είναι διαφορίσιµες.  

 
10.6 Αξιωµατικοποίηση της µαθηµατικής φυσικής 

Αφορά την αξιωµατική θεµελίωση της φυσικής η οποία έχει επιτευχθεί εν 
µέρει. Ωστόσο, η ξαφνική εισβολή των νέων θεωριών όπως η κβαντική φυσική ή η 
θεωρία της σχετικότητας έχει περιπλέξει το πρόβληµα, κάτι που δεν ήταν 
αναµενόµενο την εποχή του Hilbert. Το ενδιαφέρον για µια τέτοια θεµελίωση δεν 
είναι σήµερα πρώτης προτεραιότητας καθώς υπάρχουν άλλα πολύ πιο ενδιαφέροντα 
προβλήµατα που περιµένουν λύση. Ως προς αυτή την κατεύθυνση υπάρχει η εξής 
πρόοδος: Η κλασική µηχανική, αξιωµατικοποιήθηκε από τον Hamel (1877–1954) το 
1903, η θερµοδυναµική αξιωµατικοποιήθηκε από τον Κ. Καραθεοδωρή (1873–1950) 
το 1909, η ειδική σχετικότητα από τον Robb το 1914 και ανεξάρτητα από τον 
Καραθεοδωρή το 1924, η θεωρία πιθανοτήτων από τον A.N. Kolmogorov (1903–
1987) το 1930, η κβαντική θεωρία πεδίου από τον Whiteman στα τέλη της δεκαετίας 
του 1950. 
 

10.7 Η αρρητότητα και η υπερβατικότητα κάποιων συγκεκριµένων αριθµών 

Ας θεωρήσουµε την αριθµητική έκφραση ah, όπου ο α είναι αλγεβρικός (α*0 
ή 1 για προφανείς λόγους) και ο b άρρητος. Είναι ο ab υπερβατικός; Η απάντηση ήρθε 
από δύο µαθηµατικούς, τους Alexander Gelfond (1906–1968) και Theodor Schneider 
(1911–1988) οι οποίοι απέδειξαν ανεξάρτητα αλλά σχεδόν την ίδια χρονική στιγµή, 
το 1934 και το 1935 αντιστοίχως, την πρόταση, γνωστή σήµερα ως θεώρηµα Gelfond 
– Schneider. Η διατύπωση έχει ως εξής:  

«Αν οι α και b είναι µιγαδικοί αριθµοί, όπου ο α αλγεβρικός και ο b άρρητος, 
τότε κάθε τιµή του ab είναι υπερβατικός».  

Η φράση «κάθε τιµή» σηµαίνει ότι καθώς οι α και b είναι µιγαδικοί, το ab 
είναι δύναµη µιγαδικών και ως τέτοια, µπορεί να λαµβάνει πάνω από µια τιµή. Το 
θεώρηµα αυτό λύνει το πρόβληµα της υπερβατικότητας που τέθηκε από τον Hilbert. 
Συγκεκριµένα, το θεώρηµα Gelfond – Schneider δίνει ως πόρισµα την πολυπόθητη 
υπερβατικότητα που έψαχνε ο Hilbert. 
 

10.8 Προβλήµατα πρώτων αριθµών (Η κατανοµή των πρώτων και η υπόθεση 

του Riemann) 

Είναι η υπόθεση Riemann, το µοναδικό από τα 23 προβλήµατα που 
συµπεριελήφθη από το ινστιτούτο Clay ανάµεσα στα λεγάµενα προβλήµατα της 
χιλιετίας. Αυτό είναι ένα από τα πιο γνωστά προβλήµατα το οποίο παραµένει άλυτο 
µέχρι και σήµερα. Η υπόθεση αυτή εµφανίστηκε για πρώτη φορά σε µία εργασία του 
Riemann (1826–1866) το 1859 µε τίτλο Ueber die Anzahl der Primzahlen unter eine 
gegebener Gr¨osse. Ο Riemann υπέθεσε ότι θα µπορούσε να περιγράψει επακριβώς 
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την κατανοµή των πρώτων αριθµών, αν κατάφερνε να αποδείξει την ύπαρξη µίας 
συγκεκριµένης ιδιότητας για τις ρίζες της συνάρτησης ζήτα ζ(s), η οποία ορίζεται για 
όλους τους µιγαδικούς αριθµούς που είναι διαφορετικοί από το 1. Οι τετριµµένες 
λύσεις της συνάρτησης, είναι όλοι οι άρτιοι αρνητικοί αριθµοί. Ο Riemann, 
διατύπωσε την εικασία ότι οι µη τετριµµένες λύσεις της είναι µιγαδικοί αριθµοί µε 
πραγµατικό µέρος ίσο µε 1/2. Η υπόθεση αυτή έχει επαληθευτεί για περίπου 1,5 
δισεκατοµµύρια ρίζες, παρ’ όλα αυτά η τελική αυστηρή απόδειξη δεν έχει δοθεί 
ακόµα. Αν µπορούσε να βρεθεί η κατανοµή των πρώτων αριθµών, συµπληρώνει ο 
Hilbert, ίσως να ήµασταν σε θέση να αποδείξουµε αυστηρά ένα σωρό προβλήµατα.  

Ένα από αυτά είναι η εικασία του Goldbach, κάθε άρτιος αριθµός 
µεγαλύτερος του 2 µπορεί να γραφεί ως άθροισµα δύο πρώτων αριθµών. Καθώς 
επίσης και το πρόβληµα του αν η γραµµική διοφαντική εξίσωση αx+βy+c=0, µε 
ακέραιους συντελεστές πρώτους µεταξύ τους, έχει πάντα λύση (x,y), όπου x,y πρώτοι 
αριθµοί. 
 

10.9 Η  απόδειξη του γενικότερου νόµου της αντιστροφής σε κάθε αριθµητικό 

σώµα 

Το πρόβληµα αυτό, λύθηκε µερικώς από τον Emil Artin το 1923. Συνίσταται 
στην απόδειξη του νόµου της γενικής αντιστρεψιµότητας σε ένα σώµα αλγεβρικών 
αριθµών. Ο νόµος της αντιστρεψιµότητας που είχε τεράστιες επιπτώσεις τον 19ο 

αιώνα, διέπετε από το σύµβολο του Legendre, 
n

p

 
 
 

 που έχει τις ακόλουθες ιδιότητες: 

 

( )

( ) ( )2

0,  αν n 0 mod

1,  αν n 0 mod και  τέτοιο ώστε  mod

1,  σε όλες τις άλλες περιπτώσεις

n
p

p

n
p x x n p

p

n

p

 
= ≅ 

 
 

= ≠ ∃ ≅ 
 
 
 = − 
 

 

Και από εκεί προκύπτει ένας ολόκληρος λογισµός, που δίνει µια πληθώρα χρήσιµων 
τύπων από τους οποίους ξεχωρίζουµε τον ακόλουθο. Αν ρ ,q είναι περιττοί πρώτοι 

αριθµοί, τότε  ( )
1 1

2 21
p qq p

p q

− −   
= −   

   
 έκφραση η οποία πήρε το όνοµα «χρυσό 

θεώρηµα» από την εποχή του Gauss, ο οποίος υπήρξε ένας ένθερµος οπαδός τέτοιου 
είδους εκφράσεων. Ο Gauss τελικά απέδειξε ότι: 

«Για δύο οποιουσδήποτε περιττούς πρώτους ρ y q ισχύει, 
� ο q είναι τετράγωνο (mod ρ) ⇔  ο ρ είναι τετράγωνο (mod q) εκτός από την 
περίπτωση όπου και οι δύο αριθµοί ισούνται µε 4η-1, οπότε και ισχύει, 
� ο q είναι τετράγωνο (mod ρ) ⇔  ο ρ δεν είναι τετράγωνο (mod q)». 

Η τετραγωνική αντιστρεψιµότητα που πρότεινε ο Hilbert, εξελίχτηκε από τον 
Emil Artin (1898–1962) την περίοδο 1924–1930 και είναι µια κοµψότατη θεωρία, 
όπως και ότι άλλο οφείλεται στον Artin, όπου οι ιδανικοί αριθµοί αντικαθιστούν τους 
απλούς.   
 
10.10 Καθορισµός της επιλυσιµότητας µίας διοφαντικής εξίσωσης 

Συνίσταται στην εύρεση µιας διαδικασίας ή αλγορίθµου, για να καθορίσουµε 
αν µια διοφαντική εξίσωση είναι επιλύσιµη ή όχι. Πρόκειται για ένα πρόβληµα 
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επιλυσιµότητας, που εµπίπτει στην κατηγορία των προβληµάτων που επικράτησε να 
λέγονται «προβλήµατα γενίκευσης», δεδοµένου ότι η ενδεχόµενη επιλυσιµότητά του 
επηρεάζει πολλές διαφορετικές (άπειρες) περιπτώσεις και όχι κάποιες καθορισµένες.  

Είναι προφανές ότι, υπάρχουν κάποιες διοφαντικές εξισώσεις για τις οποίες 
έχουµε αλγόριθµο που να δίνει τη λύση, όµως το ερώτηµα είναι αν υπάρχει ένας 
αλγόριθµος ο οποίος να λειτουργεί για όλες. Τα ονόµατα που εργάστηκαν πάνω στο 
πρόβληµα και είχαν µεγάλη συνεισφορά ήταν οι Martin Davis (γεν. 1928), Julia 
Robinson (1919–1985) και Hilary Putnam (γεν. 1926), οι οποίοι απέδειξαν το 
τελευταίο αλλά σηµαντικό βήµα του τότε νεαρού (1970) αλλά ιδιοφυούς Ρώσου Yuri 
Matiyasevich (γεν. 1947). Σαν αξιοπερίεργο αναφέρουµε ότι, στο συλλογισµό του 
χρησιµοποίησε µια διοφαντική εξίσωση που προκύπτει από τους αριθµούς Fibonacci.  

Επίσης, είναι αξιοσηµείωτο ότι το συµπέρασµα του Matiyasevich (που 
αναφέρει ότι «Κάθε αναδροµικό αριθµήσιµο σύνολο είναι διοφαντικό») αντιστοιχεί 
στο θεώρηµα µη πληρότητας του Godel. Το 10ο πρόβληµα, ζητούσε αν για κάθε 
διοφαντική εξίσωση µε ρητούς συντελεστές υπάρχει διαδικασία σύµφωνα µε την 
οποία καθορίζεται µε πεπερασµένο πλήθος βηµάτων, κατά πόσο η εξίσωση αυτή έχει 
ακέραιες λύσεις. Το 1970, αποδείχθηκε από τον Yuri Matiyasevich ότι δεν υπάρχει 
τέτοια µέθοδος. 

  
10.11 Τετραγωνικές µορφές µε τυχαίους αλγεβρικούς συντελεστές 

Με δεδοµένη µία τετραγωνική εξίσωση µε οποιοδήποτε πλήθος µεταβλητών και 
µε αλγεβρικούς συντελεστές, να βρεθούν οι ακέραιες ή οι κλασµατικές της λύσεις 
που ανήκουν στο αλγεβρικό σύνολο που καθορίζουν οι συντελεστές της.  

Επικεντρώνεται στη µελέτη των τετραγωνικών µορφών µε αλγεβρικούς συ-
ντελεστές. Παρόλο που οι εν λόγω µορφές είχαν διερευνηθεί εξονυχιστικά επί των 
σωµάτων Μ και C, απέµενε να γίνει το ίδιο και για το Q  και για τα σώµατα Qp. Ο H. 
Hasse, έλυσε το 1923–24 το πρόβληµα για τους ρητούς αριθµούς και ο Siegel, τη 
δεκαετία του 1930, έλυσε το πρόβληµα για τους ακεραίους. Ο Hasse, ο οποίος ήταν 
εβραϊκής καταγωγής, αιτήθηκε το 1937 την είσοδό του στο ναζιστικό κόµµα, κάτι 
που δείχνει ότι επειδή κάποιος είναι µαθηµατικός δεν σηµαίνει ότι έχει και µυαλό. Ο 
Siegel ήταν ορκισµένος αντιναζί. 

 
10.12 Επέκταση του θεωρήµατος του Kronecker για τα αβελιανά σώµατα σε 

οποιοδήποτε ρητό αλγεβρικό σύνολο 

Το θεώρηµα του Kronecker είναι το εξής: «Κάθε αβελιανό αριθµητικό σώµα που 
προκύπτει από το σύνολο των ρητών αριθµών, παράγεται από µία σύνθεση σωµάτων 
ριζών της µονάδας». Ο Hilbert, τόνισε τη µεγάλη σηµασία της επέκτασης αυτού του 
θεωρήµατος του Kronecker στην περίπτωση που, αντί για το σύνολο των ρητών 
αριθµών πάρουµε ως βάση ένα οποιοδήποτε σώµα αλγεβρικών αριθµών. Η λύση του 
προβλήµατος ήρθε το 1920 µε τη δηµιουργία της θεωρίας των αβελιανών σωµάτων 
από τον Takagi. Ο Leopold Kronecker (1823–1891) είχε ως νέος ένα όραµα που 
αφορούσε τις αβελιανές επεκτάσεις, τα φανταστικά τετραγωνικά σώµατα, τους 
αλγεβρικούς αριθµούς, τις επεκτάσεις σωµάτων, τις κυκλοτοµικές ρίζες και άλλα 
αλγεβρικά τέρατα που απείχαν αρκετά από την πραγµατικότητα. Ο Hilbert, παρότι το 
έκανε µε τρόπο που προκαλεί κάποια σύγχυση, ενοποίησε αυτά τα αντικείµενα, τα 
γενίκευσε και τα έκανε πρωταγωνιστές του 12ου προβλήµατος του. Το θεώρηµα 
Kronecker –Weber του 1886, αναφέρεται στις αβελιανές επεκτάσεις του σώµατος Q 
των ρητών αριθµών, ως υποσώµατα ενός κυκλοτοµικού σώµατος (δηλαδή ως ρίζες 
τις µονάδας). Το πρόβληµα σήµερα είναι ελάσσονος σηµασίας και εξακολουθεί να 
µην έχει βρεθεί ακόµα µια κατάλληλη θεωρία που να το εκπροσωπεί. 
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10.13 Αδυναµία λύσης της γενικής εξίσωσης 7ου βαθµού θεωρώντας 

συναρτήσεις δύο µόνο µµεταβλητών 

Είναι γνωστό ότι οι εξισώσεις βαθµού ίσου ή µεγαλύτερου του πέντε δεν 

δέχονται λύσεις µε ριζικά. Ο Hilbert αναρωτιόταν αν, ανατρέχοντας στις πιο γενικές 
συναρτήσεις δύο µεταβλητών, µπορούσε να βρεθεί κάποια λύση εξισώσεων που να 
ίσχυε για όλες τις εξισώσεις 7ου βαθµού. Ο Hilbert θέτει το εξής ερώτηµα: Είναι 
πιθανό οι λύσεις των εξισώσεων 7ου βαθµού να είναι συναρτήσεις των συντελεστών 
τους που να µη µπορούν να κατασκευαστούν από µία πεπερασµένη διαδοχή 
συναρτήσεων µε δύο µόνο µεταβλητές; Για να αποδειχθεί αυτό, όπως τονίζει ο 
Hilbert, αρκεί να δειχθεί ότι η εξίσωση του 7ου βαθµού x7+ax3+bx2+cx+1=0 δεν είναι 
επιλύσιµη µέσω οποιωνδήποτε συνεχών συναρτήσεων µε δύο µόνο µεταβλητές.  

Το πρόβληµα αυτόλύθηκε αρνητικά από τους Andrei Kolmogorov και 
Vladimir Arnold το 1957. Στην πραγµατικότητα, απέδειξαν και κάτι παραπάνω: κάθε 
συνεχής συνάρτηση πολλών µεταβλητών µπορεί να αναλυθεί πεπερασµένα σε 
συναρτήσεις δύο µεταβλητών. Πολλοί υποστηρίζουν ότι ο Hilbert δεν αναφερόταν σε 
συνεχείς, αλλά σε αλγεβρικές συναρτήσεις (δηλαδή, πολυώνυµα µε πολυωνυµικούς 
συντελεστές) και ως εκ τούτου, το πρόβληµα δεν έχει λυθεί ακόµα. Αν ο Hilbert 
αναφερόταν σε τέτοιες συναρτήσεις, τότε όντως το πρόβληµα περιµένει ακόµα τη 
λύση του. 

 
10.14 Απόδειξη ότι ορισµένα πλήρη συστήµατα συναρτήσεων είναι πεπερασµένα 

Αποτελεί ένα αρκετά περίπλοκο αλγεβρικό πρόβληµα σχετικό µε τη θεωρία 
των αναλλοίωτων. Σύµφωνα µε τη γεωµετρική θεώρηση του προβλήµατος, αυτό 
αφορά πολλαπλότητες και υποσύνολα αυτών, που παράγονται από τοµές µε άλλες 
πολλαπλότητες, οι οποίες αναπαριστούν µια καθορισµένη πεπερασµένα παραγόµενη 
δοµή (πολυωνυµική) και τη «µεταφέρουν» στην αρχική µεταβλητή. Το πρόβληµα, 
έχει µεγάλη σηµασία για όσους ασχολούνται µε τον κλάδο και λύθηκε όταν ο 
Ιάπωνας µαθηµατικός Masayoshi Nagata (1927–2008) βρήκε ένα αντιπαράδειγµα και 
ξεµπέρδεψε οριστικά µε το πρόβληµα το 1958. 

 

10.15 Αυστηρή θεµελίωση της απαριθµητικής γεωµετρίας του Schubert 

Είναι το εξής: Να γίνει αυστηρός προσδιορισµός των αριθµών της 
απαριθµητικής γεωµετρίας, µε ακριβέστερο προκαθορισµό των ορίων της ισχύος 
τους και ιδιαίτερα των αριθµών που βρήκε ο Cesar Hannibal Schubert (1848–1911) 
βασιζόµενος στην αρχή του απαριθµητικού λογισµού του, την αρχή της ειδικής θέσης 
ή της διατήρησης του αριθµού. Μία αυστηρή µαθηµατική θεωρία οφείλεται στον Van 
Der Waerden, στα τέλη της δεκαετίας του 1930. Ο λεγόµενος λογισµός του Schubert 
είναι ένα πεδίο ανάµεσα στη συνδυαστική και στην αλγεβρική γεωµετρία το οποίο 
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είναι αρκετά στρυφνό. Η θεωρία πάνω στην οποία στηριζόταν ο περίπλοκος αυτός 
λογισµός, δεν ήταν ακόµα αρκετά ώριµη και µόνο µετά τα µισά του 20ου αιώνα 
τέθηκαν οι αυστηρές βάσεις που ευνόησαν τη συστηµατική καλλιέργεια του εν λόγω 
πεδίου. Αυτό που ήθελε να κάνει ο Hilbert ήταν να θεµελιώσει το λογισµό του 
Schubert και για αυτό, το πρόβληµα δεν µπορεί παρά να θεωρηθεί εν µέρει λυµένο.  

Σε ότι αφορά τον λογισµό αυτόν καθ’ αυτόν, τα πράγµατα είναι ξεκάθαρα, αν 
και αρκετά περίπλοκα. Η απαριθµητική γεωµετρία, που είναι ο κλάδος που 
περιλαµβάνει τον λογισµό είναι ένας τοµέας που χρειάζεται ακόµα πολλή έρευνα. 

 
10.16 Πρόβληµα στην τοπολογία των αλγεβρικών καµπυλών και επιφανειών 

Το πρόβληµα αυτό, χωρίζεται σε δύο επιµέρους προβλήµατα. Το 1ο ζητά να 
ερευνηθούν οι σχετικές θέσεις των κλάδων των αλγεβρικών καµπυλών βαθµού n και 
των αλγεβρικών επιφανειών.  Το 2ο ζητά να καθοριστεί το άνω φράγµα για τον 
αριθµό των οριακών κύκλων, σε  πολυωνυµικά διανυσµατικά σώµατα βαθµού n και 
να µελετηθούν οι σχετικές θέσεις τους. Σχετικά µε την τοπολογία των καµπυλών, τα 
καλύτερα αποτελέσµατα οφείλονται στους Ilya Itenberg και Oleg Viroτο 1996.  

Σχετικά µε τους οριακούς κύκλους των ροών που δίνονται από πολυώνυµα, τα 
καλύτερα µερικά αποτελέσµατα οφείλονται στον Yuri Ilyashenko στις αρχές του 
1990. Και τα δύο µέρη του προβλήµατος 16, θεωρούνται ότι βρίσκονται σε προχω-
ρηµένο ερευνητικό στάδιο και οι επιστήµονες πλησιάζουν όλο και περισσότερο στη 
λύση. 
 
10.17 Παράσταση ορισµένων µορφών ως αθροίσµατα τετραγώνων 

Θέτει το ερώτηµα: Αν κάθε πολυώνυµο πολλών µεταβλητών το οποίο παίρνει 
µόνο µη αρνητικές τιµές στους πραγµατικούς, µπορεί να παρασταθεί ως άθροισµα 
τετραγώνων ρητών συναρτήσεων. Λύθηκε για πραγµατικά κλειστά σώµατα από τον 
Emil Artin το 1927, µέσα σε 15 σελίδες. Το άνω φράγµα του αριθµού των µορφών 
που απαιτούνται, οφείλεται στον A. Pfister το 1967. Η αρνητική λύση στη γενική 
περίπτωση, οφείλεται στον D.W. Dubois. Ακόµα και τώρα που διαθέτοµε έναν αλγό-
ριθµο, δεν µπορούµε να πούµε πόσα τετράγωνα ρητών συναρτήσεων χρειάζονται. 
Ξέρουµε µόνο ότι το πλήθος τους είναι µικρότερο από 2n όπου n είναι το πλήθος των 
µεταβλητών. 

  
10.18 ∆ιαµέριση του χώρου σε ίσα πολύεδρα 

Είναι χωρισµένο σε τρία ερωτήµατα. Το 1910, ο Ludwig Bieberbach απέδειξε ότι 
µόνο ένα πεπερασµένο πλήθος οµάδων πλακοστρώνουν τον χώρο των ν διαστάσεων. 
Το 1928, ο Karl Reinhardt έλυσε το πρόβληµα των θεµελιωδών περιοχών στις τρεις 
διαστάσεις και το 1935, ο Kurt Hensel το έλυσε στις δύο διαστάσεις. Το 3ο ερώτηµα, 
αφορούσε το πρόβληµα της στοίβαξης των σφαιρών ή άλλων συγκεκριµένων 
σχηµάτων. Λύθηκε στο τέλος του 20ου αιώνα, µε τη βοήθεια υπολογιστών. 
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10.19 Είναι πάντα οι λύσεις των κανονικών προβληµάτων του λογισµού 

µεταβολών αναγκαστικά αναλυτικές; 

Το πρόβληµα 19 λύθηκε για 1η φορά από τον Serge Bernstein, το 1904. Ο 
Hilbert, αναρωτιόταν αν οι λύσεις των λαγκρανζιανών είναι πάντα αναλυτικές 
συναρτήσεις. Το πρόβληµα, είναι αρκετά τεχνικό και αποτελεί αγαπηµένο θέµα όσων 
ασχολούνται µε το συγκεκριµένο πεδίο. Το 1904, ο Ρώσος Sergei Natanovic 
Bernstein (1880–1968) το έλυσε µε άµεσο τρόπο εφαρµόζοντας κάποιες αρχικές 
προϋποθέσεις που δεν φαίνονταν ιδιαίτερα σηµαντικές, αλλά τελικά ήταν. Έπρεπε να 
περιµένουµε µέχρι το 1956 για να δοθεί µια λύση χωρίς περιορισµούς, από τον Ιταλό 
Ennio de Giorgi (1928–1996). 
 
10.20 Το γενικό πρόβληµα των οριακών τιµών 

Από την εποχή του προβλήµατος της βραχυστόχρονης, έχουν αλλάξει πολλά 
στο πεδίο της µαθηµατικής ανάλυσης και ο λογισµός των µεταβολών έχει κάνει 
τεράστια βήµατα. Όταν ο Hilbert διατύπωσε το πρόβληµα 20, υπήρχε µεγάλο 
ενδιαφέρον για αυτό. Το πρόβληµα που έθεσε, αφορούσε µια συγκεκριµένη πλευρά 
του λογισµού των µεταβολών, αυτή των συνοριακών συνθηκών. Όταν απαιτούµε η 
συνάρτηση να περάσει από µια καθορισµένη επιφάνεια, ή το διάνυσµα της 
παραγώγου της να διατρέξει µια συγκεκριµένη διαδροµή, µιλάµε για συνθήκες 
µεταβολής ή για την ικανοποίηση των συνοριακών συνθηκών. Οι λεγόµενες 
συνθήκες του Dirichlet, του Neumann και του Robin, είναι πολύ γνωστές στους 
ειδικούς της ανάλυσης. Όταν τηρούνται οι παραπάνω συνθήκες, τότε υπάρχει λύση 
και η ζητούµενη συνάρτηση είναι αναλυτική. Ο Hilbert, ζητούσε να βρει αν αυτό 
ίσχυε πάντα, δηλαδή αν υπήρχε πάντα λύση, δεδοµένων κάποιων λογικών 
συνοριακών συνθηκών. Καθώς το πεδίο του λογισµού των µεταβολών υπήρξε ένα 
από τα πιο ενεργά κατά τη διάρκεια του 20ου αιώνα, µπορούµε µετά βεβαιότητας να 
πούµε ότι η απάντηση έχει βρεθεί, είναι θετική και υπάρχουν τόσο ονόµατα που 
εµπλέκονται στο εγχείρηµα της εύρεσής της που είναι αδύνατον να τα αναφέροµε 
όλα. Όλα τα κανονικά προβλήµατα µεταβολής έχουν λύση, µε την προϋπόθεση της 
ικανοποίησης κάποιων υποθέσεων που σχετίζονται µε τις οριακές συνθήκες (π.χ. ότι 
οι συναρτήσεις που υπεισέρχονται σε αυτές τις συνθήκες είναι συνεχείς και έχουν 
κατά τµήµατα µία ή περισσότερες παραγώγους) και µε την προϋπόθεση ακόµα ότι αν 
χρειαστεί, θα επεκταθεί κατάλληλα η έννοια της λύσης. 
 

10.21 Απόδειξη της ύπαρξης γραµµικών διαφορικών εξισώσεων που να έχουν 

προκαθορισµένη µονοδροµική οµάδα 

Θεωρείται µονόδροµος η διερεύνηση, µε µεθόδους ανάλυσης, του τρόπου που 
κάποιες καµπύλες «περικυκλώνουν» τα σηµεία ανωµαλίας µιας ρητής συνάρτησης, 
δηλαδή τα σηµεία όπου η τιµή της γίνεται άπειρη. Οι καµπύλες αυτές, περιέχουν 
κωδικοποιηµένες πληροφορίες για τη συµπεριφορά των σηµείων αυτών. Το ερώτηµα 
που θέτει ο Hilbert, εµπνευσµένο από το έργο του Riemann, είναι αν κάθε οµάδα 
µονοδροµίας αντιστοιχεί µε κάποια διαφορική εξίσωση ή µε κάποιο σύστηµα 
διαφορικών εξισώσεων.  Θεωρητικά, το πρόβληµα λύθηκε γύρω στα 1907 από τον 
Σλοβένο µαθηµατικό Josip Plemelj (1873–1967) όµως στην απόδειξή του υπήρχε ένα 
σφάλµα (αφού ο Hilbert δεν είχε διατυπώσει το πρόβληµα µε την απαιτούµενη 
σαφήνεια) και τη δεκαετία του 1980, η απόδειξη αναθεωρήθηκε. Έτσι, το 1989 ο 
Ρώσος Andrei Bolibruch (1950–2003) βρήκε ένα αντιπαράδειγµα, στη γενική 
περίπτωση και αναδιατύπωσε τη θεωρία. Το πρόβληµα, µπορεί να θεωρηθεί λυµένο 
αλλά η απάντηση, εξαρτάται από τις θεωρούµενες περιπτώσεις. Στο πρόβληµα αυτό 
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εµπλέκονται και οι συναρτήσεις του Fuchs προς τιµήν του Lazarus Fuchs (1833–
1902), µαθητή του Klein.  

 
10.22 Οµογενοποιήση των αναλυτικών σχέσεων µέσω αυτοµορφικών 

συναρτήσεων  

Αναφέρεται στην κανονικοποίηση, µια διαδικασία που ανήκει στην ανάλυση. 
Λύθηκε από τον Paul Koebe (1882–1945) το 1907 και ανεξάρτητα από τον Henri 
Poincare το 1907. 
 

10.23 Περαιτέρω ανάπτυξη των µεθόδων του λογισµού µεταβολών 

Είναι µία παρότρυνση στη µαθηµατική κοινότητα να ασχοληθεί µε τον 
λογισµό των µεταβολών, έναν κλάδος των µαθηµατικών που µέχρι εκείνη τη στιγµή, 
όπως δήλωνε ο Hilbert, δεν είχε τύχει γενικής εκτίµησης. Είχε τόσο αόριστη 
διατύπωση (ή τόσο φιλόδοξη) που δεν θεωρείται γνήσιο πρόβληµα. Ο Hilbert του 
έδωσε µια µακροσκελέστατη διατύπωση στην οποία αναρωτιόταν ποιες µπορεί να 
ήταν οι µελλοντικές εξελίξεις που περίµεναν τον λογισµό των µεταβολών. Καθώς το 
ερώτηµα ανήκει περισσότερο στη σφαίρα της µαντείας παρά σε αυτή της επιστήµης, 
δεν το λαµβάνουµε υπόψη µας. Αν περιµέναµε µια λαµπρή απάντηση από κάποιον, 
αυτός ήταν σίγουρα ο  Hilbert που τότε θεωρείτο πραγµατική µετενσάρκωση του 
Ευκλείδη, αφότου εγκατέλειψε τη µελέτη της θεωρίας των αριθµών για να 
δηµοσιεύσει το 1899 µια αξιωµατικοποίηση της γεωµετρίας, που θεµελίωνε τη 
σηµερινή καθεστηκυία άποψη. Ωστόσο, ο Hilbert δεν µπήκε στον κόπο να βρει µια 
απάντηση που θα έµενε στην ιστορία, όπως αυτές των Whitehead, Frege και 
Poincare: δεν ήταν απαραίτητο όταν ήξερε κάποιος πώς να εξαλείψει τα παράδοξα 
από τα µαθηµατικά.  

 
11. Το φορµαλιστικό πρόγραµµα 

Η λύση που προτάθηκε από τον Hilbert, περιλάµβανε δύο στάδια. Πρώτα 
έπρεπε να τυποποιηθεί πλήρως η αριθµητική, δηλαδή να µεταφραστεί όλο το 
περιεχόµενό της σε ένα τυπικό σύστηµα. Αυτό ήταν κάτι που έπρεπε να γίνει µε την 
πλέον µεγαλύτερη ακρίβεια, αλλά οι λογικιστές δεν µπορούσαν να  συµφωνήσουν.  

Αυτό το στάδιο έπρεπε να ακολουθηθεί από ένα δεύτερο όπου να 
αποδεικνύεται έµπρακτα η συνοχή αυτής της τυποποίησης. ∆εν έφτανε τα µαθη-
µατικά να φαίνονται ότι έχουν συνοχή, έπρεπε να έχουν πραγµατικά συνοχή και για 
να το αποδείξει, ο Hilbert, πρότεινε ένα σύνολο τεχνικών τις οποίες ονόµασε 
µεταµαθηµατικά. Αυτό που αξίωνε να κάνει χάρη στην αντιστοιχία που θεµελίωσε 
και σύµφωνα µε την οποία, παραδείγµατος χάρη, η γεωµετρία δεν αλλάζει αν αντί για 
«σηµείο», «ευθεία» και «επίπεδο» γράψουµε «γάτα», «σκύλος» και «τίγρης». Κατά 
συνέπεια, για έναν φορµαλιστή, το «κεφάλαιο τρία» και το «κεφάλαιο 3» είναι δυο 
διαφορετικές εκφράσεις, των οποίων η µόνη σχέση είναι συντακτική, καθότι ξεκινούν 
µε την ίδια λέξη. Η βάση ενός τυπικού συστήµατος για τον  Hilbert, είναι ένα σύνολο 
L από πρωτογενή σύµβολα, που αντιπροσωπεύουν το αλφάβητο της γλώσσας.  

Ξεκινώντας από αυτά, µπορούµε να δηµιουργήσουµε τύπους που δεν είναι 
τίποτε άλλο από πεπερασµένες ακολουθίες συµβόλων που κατασκευάζονται βάσει 
µιας σειράς γραµµατικών κανόνων. Αν για παράδειγµα, η γλώσσα περιέχει 
παρενθέσεις που ανοίγουν και κλείνουν, ένας από αυτούς τους κανόνες θα µπορούσε 
να είναι πως για κάθε παρένθεση που ανοίγει, πρέπει να βρούµε πιο δεξιά µια 
παρένθεση που κλείνει. Εκτός από το αλφάβητο, χρειάζονται αξιώµατα και κανόνες 
συνεπαγωγής για τον προσδιορισµό ενός τυπικού συστήµατος. Τα αξιώµατα είναι 
τύποι όπως οι άλλοι, µε τη µόνη διαφορά ότι τους αποδίδουµε προνοµιακό ρόλο.  
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Η επιλογή των αξιωµάτων είναι µια από τις πιο δύσκολες εργασίες στη 
θεµελίωση ενός τυπικού συστήµατος. Αν επιλέξουµε πολλά, διατρέχουµε τον κίνδυνο 
να µπερδευτούν µε τους υπόλοιπους τύπους και να µην µπορούµε να τους 
διαχωρίσουµε. Αν πάλι υπάρχουν πολύ λίγα, ορισµένοι τύποι της θεωρίας δεν θα 
µπορούν ούτε να αποδειχτούν ούτε να διαψευστούν. Όσο για τους κανόνες 
συνεπαγωγής, αυτοί είναι διαδικασίες που µας επιτρέπουν να καταλήξουµε σε 
καινούργιους τύπους, βάσει αυτών που υπάρχουν. Τα αξιώµατα και οι κανόνες 
συνεπαγωγής, αποκαλούµενοι και κανόνες συµπερασµού, συνδυάζονται µεταξύ τους 
και δίνουν τυπικές αποδείξεις, αλυσίδες τύπων όπου καθένας είναι είτε αξίωµα, είτε 
το αποτέλεσµα των προηγούµενων µετά από εφαρµογή των κανόνων συνεπαγωγής.  

Όπως συνήθως, ο τελευταίος τύπος µιας απόδειξης ονοµάζεται θεώρηµα. Να 
γιατί η 1η προϋπόθεση που απαιτούσε το πρόγραµµα Hilbert ήταν ο καθορισµός ενός 
αλφάβητου, τυπικών αξιωµάτων και τυπικών κανόνων συνεπαγωγής για την 
αριθµητική. Σε όλα αυτά αφιέρωσαν ο Bertrand Russell και ο Alfred North 
Whitehead τους τρεις ογκώδεις τόµους των Principia mathematica που 
δηµοσιεύτηκαν µεταξύ 1910 και 1913. Στην πραγµατικότητα, η πρόταση των Russell 
και Whitehead, που στη συνέχεια ονοµάστηκε λογισµός, πήγαινε ακόµα πιο µακριά 
από το φορµαλιστικό πρόγραµµα. Οι δυο µαθηµατικοί δεν αρκούνταν στην 
τυποποίηση της αριθµητικής, αλλά ήθελαν να την περιορίσουν στη λογική, δηλαδή 
να ορίσουν όλες τις έννοιες της θεωρίας των  ακεραίων, ξεκινώντας από καθαρά 
λογικές έννοιες και στη συνέχεια να καταλήξουν σε όλα τα θεωρήµατα της 
αριθµητικής αυτών των αρχών. Μια από τις µεγάλες επιτυχίες των µαθηµατικών του 
19ου αιώνα, ήταν η δηµιουργία όλων των τάξεων αριθµών ξεκινώντας από τους 
φυσικούς ακέραιους. Έτσι, αν οι Russell και Whitehead επιτύγχαναν το στόχο τους, 
τα µαθηµατικά και η λογική θα όδευαν δίπλα  δίπλα σε έναν δρόµο πλήρως 
απαλλαγµένο από αντιφάσεις. Αυτό ακριβώς ήλπιζαν σε κάθε περίπτωση. Μια 
απλουστευµένη εκδοχή του τυπικού συστήµατος που πρότειναν οι Russell και 
Whitehead για την αριθµητική στο Principia Mathematica αποτελείται από τα 
πρωτογενή σύµβολα  

0 (ο αριθµός 0),  
s (η συνάρτηση του επόµενου),  
-> (η άρνηση) 
^ (η διάζευξη «ή»),  
∃  (η ύπαρξη),  
= (η ισότητα) και η ανοιχτή και κλειστή παρένθεση καθώς και οι µεταβλητές 

χ, y, z τύπου 0, που αντιπροσωπεύουν τους φυσικούς ακέραιους, και οι µεταβλητές A, 
Β, C τύπου 1, που αντιπροσωπεύουν τα σύνολα των φυσικών ακέραιων και ούτω 
καθεξής, σε συνάρτηση µε τις µεταβλητές ανώτερου επιπέδου που χρειάζονταν κάθε 
φορά. Λείπουν σύµβολα από αυτή τη γλώσσα, π.χ. µε τον ίδιο τρόπο που ορίσαµε 
έναν ποσοδείκτη ύπαρξης, ∃ , χάρη στον οποίο µπορούµε να τυποποιήσουµε 
εκφράσεις όπως «Υπάρχει ένας φυσικός ακέραιος που επαληθεύει την ιδιότητα Ρ», 
θα έπρεπε να προστεθεί ένα σύµβολο που να σηµαίνει «για κάθε» και να 
χρησιµοποιείται σε εκφράσεις όπως «Για κάθε φυσικό ακέραιο, η πρόταση Ρ είναι 
αληθής». Αυτός ο ποσοδείκτης υπάρχει στην πραγµατικότητα και χρήσιµο ποιείται 
ευρέως στα µαθηµατικά: το «για κάθε» γράφεται ∀ . Θα µπορούσαµε να 
προσθέσουµε αυτό το σύµβολο ∀  στη γλώσσα, αλλά στην πραγµατικότητα δεν είναι 
απαραίτητο, καθότι η φράση «Για κάθε φυσικό ακέραιο, η πρόταση Ρ είναι αληθής» 
είναι πανοµοιότυπη µε τη φράση «∆εν υπάρχει κανένας φυσικός ακέραιος για τον 
οποίο η πρόταση Ρ να είναι ψευδής». Κατά συνέπεια, το ∀  µπορεί να κατασκευαστεί 
απ’ αυτά της άρνησης και της ύπαρξης. Το ίδιο συµβαίνει µε τη σύζευξη «και»: 
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αντιπροσωπεύεται από το σύµβολο Λ . Η µεγάλη οµοιότητα που υπάρχει αφενός 
ανάµεσα στο σύµβολο ∩  που αντιπροσωπεύει την τοµή και σε εκείνο που 

αντιπροσωπεύει τη σύζευξη Λ  και αφετέρου ανάµεσα στο σύµβολο που αναπαριστά 
την ένωση ∪  και σ’ εκείνο που αναπαριστά τη διάζευξη V  δεν είναι απόλυτα 

τυχαία. Αν συσχετίσουµε τις ιδιότητες Ρ,  Q µε τα σύνολα Χ, Υ των στοιχείων που τις 
επαληθεύουν, τότε τα στοιχεία της τοµής X Υ είναι εκείνα που ικανοποιούν την Ρ και 
την Q ταυτόχρονα και τα στοιχεία που επαληθεύουν το Ρ ή το Q, δηλαδή τουλάχιστον 
µία από τις δύο ιδιότητες, αποτελούν την ένωση XUΥ.  

Το συµπλήρωµα ενός συνόλου, αντιστοιχεί στην άρνηση µιας διατύπωσης. Τα 
διαγράµµατα που έφτιαξε ο Βρετανός µαθηµατικός και φιλόσοφος John Venn το 
1880, για να αναπαραστήσει το συµπλήρωµα, την ένωση και την τοµή δύο συνόλων 
είναι κάτι παραπάνω από χρήσιµα. Χρησιµοποιώντας τα, µπορούµε να αποδείξουµε 
πως η σύζευξη των ιδιοτήτων Ρ, Q αντιστοιχεί στην άρνηση της διάζευξης των 
αρνήσεων του Ρ και του Q, δηλαδή: PaQ=–i(->Pv–iQ), κάτι που συµβάλλει στην 
ανεύρεση του λ από το ν.  –  

Ας πάρουµε το 2ο αξίωµα του Peano «Κάθε φυσικός αριθµός έχει έναν 
επόµενο». Πρώτα από όλα, πρέπει να επισηµάνουµε ότι σε αυτό το αξίωµα 
παρεµβαίνουν δύο µεταβλητές, ο εν λόγω φυσικός ακέραιος τον οποίο θα 
αναπαραστήσουµε µε το x και ο επόµενός του, τον οποίο θα ονοµάσουµε y. 
Γνωρίζοντας πως ο επόµενος ενός αριθµού γράφεται βάζοντας το γράµµα s µπροστά 
από τον αριθµό, η σχέση ανάµεσα στο x και στο y εκφράζεται µε τον τύπο y=sx που 
διαβάζεται «το y είναι ο επόµενος του x». Το επόµενο στάδιο, συνίσταται στο να 
καταλάβοµε ότι η έκφραση «κάθε φυσικός ακέραιος» είναι ισοδύναµη µε το «για 
κάθε φυσικό ακέραιο» κaι ότι στη συγκεκριµένη περίπτωση το «έχει» σηµαίνει 
«υπάρχει». Το αξίωµα γίνεται «για κάθε φυσικό ακέραιο x, υπάρχει ένας φυσικός 
ακέραιος y ώστε y=sx».  

 
12. Το 4ο αξίωµα του Peano 

Ας µεταφράσουµε το 4ο αξίωµα του Peano στο τυπικό σύστηµα της 
αριθµητικής όπως το ορίσαµε. Λέει ότι «δυο αριθµοί διαφορετικοί έχουν 
διαφορετικούς επόµενους». Όπως προηγουµένως, πρώτα πρέπει να εντοπίσουµε τις 
µεταβλητές που παρεµβαίνουν. Σε αυτή την περίπτωση, υπάρχουν δυο φυσικοί 
ακέραιοι x, y. Το αξίωµα λέει πως δεν γίνεται να έχουµε ταυτόχρονα τους x, y 
διαφορετικούς και τους επόµενούς τους ίσους, εποµένως «δεν υπάρχουν αριθµοί x, y 
ώστε: 
� το x να είναι διάφορο του y, 
� ο επόµενος του x να είναι ίσος µε τον επόµενο του y». 

Αν το σύµβολο σύζευξης περιλαµβανόταν στη γλώσσα, το αξίωµα θα 
διατυπωνόταν µε τον εξής τρόπο: π 3 x,y (-- (χ = y) λ (sx = sy)) 

Επειδή όµως αυτό δεν ισχύει, πρέπει να χρησιµοποιήσουµε την άρνηση και τη 
διάζευξη. Λαµβάνοντας υπόψη το γεγονός πως η διπλή άρνηση ισούται µε κατάφαση, 
το τέταρτο αξίωµα του Peano γίνεται: -■ 3 x,y (–·( (χ = y) ν (–■ (sx = sy)))) 
 
13. Από τη γλώσσα στη µεταγλώσσα 

Η διαδικασία που µόλις περιγράψαµε, κατάφερε να αδειάσει την αριθµητική 
ώσπου να την περιορίσει σε έναν τυπικό σκελετό. Τα αξιώµατα δεν περιγράφουν πια 
τίποτε, δεν είναι παρά µια σειρά αφηρηµένων συµβόλων και οι αποδείξεις είναι τώρα 
ασκήσεις συνδυαστικής. Μια ουσιώδης συνεισφορά του Hilbert, ήταν ότι κατέδειξε 
µε σαφήνεια τη διαφορά ανάµεσα στα γλωσσολογικά επίπεδα, στα οποία ανήκουν οι 
διάφορες διατυπώσεις. Ας φανταστούµε ένα µάθηµα αγγλικών όπου ο καθηγητής 
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εξηγεί στα γαλλικά τις διαφορές της σηµασίας µιας λέξης του λεξιλογίου. 
Παρεµβαίνουν λοιπόν δυο γλώσσες τα αγγλικά, η γλώσσα που θέλουν να µάθουν οι 
µαθητές και τα γαλλικά που τους χρησιµεύουν ως εργαλείο. Αυτό ακριβώς συµβαίνει 
και σε µια φράση του τύπου «ο τύπος >3x~>(3y (y=sx)) είναι πιο µακροσκελής από 
τον τύπο ->3x (sx=0)», που συνδυάζει αλυσίδες συµβόλων της γλώσσας L και τις 
εκφράσεις «τύπος» και «είναι πιο µακροσκελής» που δεν ανήκουν στην L, αλλά σε 
µια µεταγλώσσα που χρησιµοποιείται για να γίνει αναφορά στο τυπικό σύστηµα 
αλλά, πρέπει να τονίσουµε, εκ των έξω. Οι όροι «µηδέν», «επόµενος» ή «ίσος» 
επιτρέπονται στη γλώσσα L όπου γράφονται 0, s και = αντίστοιχα, αλλά οι λέξεις 
«τύπος», «απόδειξη» ή «αληθής» ανήκουν σε µια µεταγλώσσα που η L δεν ξέρει να 
ερµηνεύσει. Άρα, στη φράση τυποποίησης της αριθµητικής, αυτές οι εκφράσεις δεν 
έχουν πια έννοια. Αλλά πώς αυτό αφορά τα παράδοξα; Ας µην ξεχνάµε πως πρώτος 
στόχος του Hilbert ήταν να τα εξαλείψει εντελώς από τα µαθηµατικά. Στην 
περίπτωση του παράδοξου του ψεύτη, τα πράγµατα είναι ακόµα χειρότερα µε την 
πρόταση «αυτή η φράση είναι ψευδής». Για να την πάρουµε στα σοβαρά, θα έπρεπε 
όχι µόνο να γίνει αποδεκτή η αυτοαναφορά, αλλά και η ιδιότητα «είναι αληθής» να 
µπορεί να εκφραστεί στη γλώσσα και όχι µόνο στη µεταγλώσσα. Ο Hilbert, έτρεφε 
την ελπίδα πως αυτές οι δύο καταστάσεις δεν θα λάµβαναν χώρα ποτέ ταυτόχρονα, 
αν η αριθµητική τυποποιούταν ορθά. 

Αλλά µόνο και µόνο η ελπίδα δεν ήταν αρκετή και εκεί παρέµβαινε η 2η φάση 
του προγράµµατος Hilbert. Αυτός πρότεινε να δοθεί ένα τέλος στην κρίση των 
βάσεων των µαθηµατικών, αποδεικνύοντας µε µεταµαθηµατικό τρόπο τη συνοχή της 
τυπικής αριθµητικής. Μόνο τότε θα µπορούσαµε να είµαστε σίγουροι ότι δεν θα 
συναντούσαµε ποτέ ξανά στο µέλλον αντιφάσεις στα µαθηµατικά. Εκτός από αυτό 
δεν θα ήταν εφικτό να χρησιµοποιηθούν όλες οι µέθοδοι σε αυτή την απόδειξη. Στην 
ουσία, έπρεπε να χρησιµοποιηθούν µόνο οι πιο σίγουρες, εκείνες που ο Hilbert 
βάφτισε, χωρίς ποτέ να εξηγήσει σε τι αναφερόταν, µε τη γερµανική λέξη finit που εν 
συνεχεία θα µετατρεπόταν σε περιορισµένες (finitaires).  Αυτές οι περιορισµένες 
µέθοδοι, έπρεπε να εξαλείψουν κάθε µη κατανοητό συλλογισµό. ∆εν ήταν αποδεκτές, 
επί παραδείγµατι, οι εις άτοπον απαγωγές, συλλογιστική που ο Ευκλείδης είχε 
χρησιµοποιήσει ήδη για να αποδείξει ότι υπήρχαν άπειροι πρώτοι αριθµοί ή ακόµα 
ότι η τετραγωνική ρίζα του 2 µπορεί να προκύψει από τη διαίρεση 2 φυσικών 
ακέραιων. Το 1ο στάδιο µιας εις άτοπο απαγωγής, συνίσταται στην άρνηση της 
διατύπωσης που πρέπει να αποδειχτεί. Αν έχει να κάνει µε την απόδειξη πως 
υπάρχουν άπειροι πρώτοι αριθµοί, τότε η υπόθεση αφετηρίας θα είναι ότι δεν υπάρχει 
παρά µόνο ένας πεπερασµένος αριθµός. Από αυτή την υπόθεση, κάνουµε ορθές 
συνεπαγωγές ώσπου να φτάσουµε σε µια εις άτοπον κατάφαση όπως, π.χ., πως ένα 
ήδη ανεξαρτήτως αποδεδειγµένο θεώρηµα της αριθµητικής δεν είναι επαληθευµένο.  

Όλη η ενδιάµεση συλλογιστική είναι έγκυρη και η µόνη πιθανή εξήγηση 
αυτού του άτοπου είναι πως η υπόθεση αφετηρίας είναι ψευδής, κάτι που αποδεικνύει 
αυτό που ισχυριζόµασταν. Πολύ συχνά όταν θέλουµε να αποδείξουµε την ύπαρξη 
ενός µαθηµατικού αντικειµένου, όπως τη λύση µιας εξίσωσης, είναι ευκολότερο να 
αποδείξουµε ότι θα καταλήγαµε σε άτοπο αν δεν υπήρχε, παρά να την 
κατασκευάσουµε και να την επιδείξουµε ως έχει. Το ίδιο ισχύει και µε τα 
µαθηµατικά, δεν θα µπορούσαµε ενδεχοµένως να αποδείξουµε µια διατύπωση όπως 
«ο τύπος Ρ µπορεί ν’ αποδειχτεί» βρίσκοντας µια σαφή απόδειξη του Ρ, ενώ 
σκεπτόµενοι σαν να µην υπήρχε, θα βρίσκαµε µια αντίφαση και ο Ρ θα ήταν αληθής. 
Ωστόσο, ο Hilbert εκτιµούσε πως αυτές οι διαδικασίες δεν ήταν αρκετά ασφαλείς. 
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14. Poincare εναντίον Hilbert 

Ο Henri Poincare (1854–1912) απεχθανόταν εκείνους που ήθελαν να 
περιορίσουν τα µαθηµατικά σε τυπικές σχέσεις µεταξύ συµβόλων. Όταν το 1899 ο 
Hilbert δηµοσίευσε το Lα geometrie, ο Poincare έγραψε  άρθρο όπου τον κατέκρινε 
διότι ισχυριζόταν πως τα µαθηµατικά λειτουργούσαν ως µηχανικό πιάνο. ∆ύο χρόνια 
αργότερα, ενώ η διάκριση ανάµεσα στη γλώσσα και στη µεταγλώσσα δεν ήταν ακόµα 
αρκετά ξεκάθαρη στο µυαλό του, ο Hilbert θα επιχειρήσει να αποδείξει τη συνοχή της 
αριθµητικής, χρησιµοποιώντας την αρχή της επαγωγής, ήτοι το 5ο αξίωµα του Peano.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ο Poincare, θα επισηµάνει τον φαύλο κύκλο στον οποίο είχε πέσει ο Hilbert, 

ενώ προσπαθούσε να αποδείξει τη συνοχή της αριθµητικής χρησιµοποιώντας το πιο 
σηµαντικό αξίωµά της. Όµως, όσο και αν ο Hilbert προσπάθησε να υπερασπιστεί τον 
εαυτό του λέγοντας ότι η µέθοδος δεν ήταν της επαγωγής αλλά της µεταεπαγωγής, ο 
Poincare είχε δίκιο και ο Γερµανός µαθηµατικός κατέληξε να το παραδεχτεί µε τη 
βοήθεια του µαθητή του, Hermann Weyl (1885–1955). Ο Hilbert, δεν ήταν ο µόνος 
που απέρριψε τις µη δηµιουργικές µεθόδους. Παράλληλα µε τον λογικισµό και τον 
φορµαλισµό, είχε αναπτυχθεί µια άλλη απάντηση στα παράδοξα της θεωρίας 
συνόλων, που συνίστατο στην εκ θεµελίων εξαφάνιση της χρήσης του άπειρου.  

Για τους διαισθητιστές, όλα τα µαθηµατικά αντικείµενα ήταν προϊόν του 
ανθρώπινου νου, των οποίων η ύπαρξη ισοδυναµούσε µε την πιθανότητα δηµιουργίας 
τους. Οι οπαδοί αυτού του ρεύµατος σκέψης, έκαναν τη διάκριση ανάµεσα στο 
τρέχον άπειρο και το πιθανό άπειρο, που αντιστοιχεί στα σύνολα που µπορούν να 
µεγαλώσουν όσο θέλουν. Παραδέχονταν ότι οι φυσικοί ακέραιοι ήταν πιθανώς 
άπειρου αριθµού, καθότι σε κάθε σύνολο της µορφής {0,1,2,..., η} µπορούσαν να 
προστεθούν νέοι αριθµοί, αλλά αντιτίθενται στο να ισχύει αυτό για όλους τους 
φυσικούς ακέραιους ταυτόχρονα. Οι διαισθητιστές, δεν δέχονταν επίσης το αξίωµα 
του τρίτου αποκλειοµένου, σύµφωνα µε το οποίο αν µια διατύπωση είναι ψευδής, 
τότε η άρνησή της είναι αληθής. Αρνούµενοι αυτή την αρχή, έπρεπε να αρνηθούν 
οµοίως όλα τα θεωρήµατα για την απόδειξη των οποίων είχε χρησιµοποιηθεί αυτή.  

Στην πραγµατικότητα, ο ιδρυτής αυτής της θεωρίας, ο ∆ανός µαθηµατικός 
Brouer (1881–1966), αναγκάστηκε να απορρίψει πολλά από τα αξιόλογα 
αποτελέσµατα στα οποία είχε ο ίδιος καταλήξει, χρησιµοποιώντας το αξίωµα του 
τρίτου αποκλειοµένου. Ένα άλλο παράδειγµα διαδικασιών που οι διαισθητιστές 
ήθελαν να εξαφανίσουν από τα µαθηµατικά είναι το αξίωµα της επιλογής που ο Ernst 
Zermelo είχε προτείνει για τη θεωρία συνόλων. ∆εδοµένης µιας οικογένειας 
συνόλων, πεπερασµένης ή άπειρης, αυτή η αρχή επέτρεπε την επιλογή ενός στοιχείου 
από καθένα από αυτά, σχηµατίζοντας έτσι ένα νέο σύνολο. Αυτή η µέθοδος επιλογής 
στοιχείων, που άπτεται της µαγείας καθώς δεν επικαλείται κανέναν αδιαµφισβήτητο 
κανόνα, δύσκολα θα άρεσε σε όσους δεν δέχονταν το τρέχον άπειρο. Σε µια σειρά 
άρθρων που δηµοσιεύτηκαν ανάµεσα στο 1904 και στο 1927, ο  Hilbert συνέχισε να 
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διευκρινίζει τις λεπτοµέρειες της στρατηγικής του, η οποία σκόπευε να 
αντικαταστήσει όλες τις µαθηµατικές αποδείξεις µε αποδείξεις που έκαναν χρήση των 
περιορισµένων (finitaires) µεθόδων, για να καταλήξει τελικά να αποδείξει τη συνοχή 
της αριθµητικής µε τον πλέον αδιάσειστο και σίγουρο τρόπο.  

 
15. Επίλογος 

Ο Hilbert, ένας από τους κορυφαίους µαθηµατικούς της εποχής του, 
επωφελήθηκε από την ευκαιρία στα διάφορα συνέδρια για να θέσει τα 23 
προβλήµατα που αναδείκνυαν τις απόψεις του σχετικά µε το µέλλον των 
µαθηµατικών και να παρουσιάσει τις θεωρίες του σχετικά µε τη θεωρία αριθµών και 
τις σχέσεις των µαθηµατικών µε τη φυσική. Ποια προβλήµατα ήταν σηµαντικότερο 
να λυθούν; Ποια ήταν η καλύτερη θεµελίωση των µαθηµατικών; Ποια ήταν η 
ενδεδειγµένη σχέση των µαθηµατικών µε τις φυσικές επιστήµες; Σκοπός του δεν ήταν 
απλώς να ανασηκώσει το πέπλο που καλύπτει το µέλλον, αλλά να συµβάλει στη 
διαµόρφωση και στην καθοδήγηση του µέλλοντος. Με το κύρος του και αυτό του 
πανεπιστηµίου στο οποίο ανήκε, τα προβλήµατα που έθεσε είχαν όλες τις προοπτικές 
να βρεθούν στο προσκήνιο της µαθηµατικής έρευνας και πράγµατι έτσι έγινε. 

Ο Jean Piaget είχε δηλώσει: «Μπορεί κάποιος, µαζί µε τον Hilbert, να 
συλλάβει τις λογικές σχέσεις ως µια υποκατηγορία των µαθηµατικών όντων,  συνεπώς 
τα τελευταία, δεν µπορούν να αναχθούν όλα στις λογικές δοµές, αλλά περιλαµβάνουν 
αυτές τις τελευταίες, ως ιδιαίτερες περιπτώσεις.» 

Κατά τη διάρκεια της δεκαετίας του 1920, το ενδιαφέρον του στράφηκε 
έντονα προς τη θεµελίωση των µαθηµατικών. Το 1900, είχε ισχυριστεί ότι στα 
µαθηµατικά το κάθε πρόβληµα έχει τη λύση του, ότι δεν υπάρχει τίποτα που δεν 
µπορούµε να µάθουµε. Η αισιοδοξία του συµβάδιζε µε το κλίµα αυτοπεποίθησης που 
κυριάρχησε το 1900. Αντίθετα, το 1920 συγκρούστηκε µε την απαισιοδοξία που 
κυριαρχούσε στον πνευµατικό κλάδο. Το 1920, είχε ανταγωνιστές που προσπάθησε 
να κατατροπώσει αποδεικνύοντας κάτι αληθινά εκπληκτικό, ότι κάθε µαθηµατικό 
πρόβληµα είναι κατά βάση επιλύσιµο και ότι η επιλυσιµότητά του µπορεί να δειχθεί 
µε ένα πεπερασµένο πλήθος λογικών βηµάτων. Ενδιαφέρθηκε ιδιαίτερα για τη σωστή 
σχέση ανάµεσα στα µαθηµατικά και την φυσική. ∆εν αρκέστηκε στην καταγραφή 
µιας σειράς από εν δυνάµει θεωρήµατα. Πρότεινε την αξιωµατική µέθοδο των 
µαθηµατικών ως βασική οργανωτική αρχή που θα επέβαλε µια σαφή λογική δοµή σε 
κάθε κλάδο της φυσικής. Χωρίς αµφιβολία ήταν ένας θεωρητικός µαθηµατικός.  

Ένας από τους κλάδους που αγαπούσε περισσότερο ήταν η θεωρία αριθµών 
που τον προµήθευσε σε γενικές γραµµές µε το 1/4 των προβληµάτων που πρότεινε. 
Ένα από τα κλειδιά της επιτυχίας των προβληµάτων, στα χρόνια που ακολούθησαν, 
ήταν ότι τα παρουσίασε ενταγµένα µέσα σε ένα γενικότερο πλαίσιο που αναδείκνυε 
τη σηµασία τους και έδινε στους άλλους µαθηµατικούς κίνητρα για να ασχοληθούν 
µε αυτά. Η ιστορία των προβληµάτων του, είναι ακόµα µια ιστορία κύρους. Πως 
λειτουργούν οι προτεραιότητες στα µαθηµατικά; Ποιος τις καθορίζει, ποιος διαφωνεί; 
Πως αντιµετωπίζονται οι διαφωνίες; Πως κερδίζεται η φήµη και τι την κρατά 
ζωντανή; Το κύρος στα µαθηµατικά, δεν αναφέρεται µόνο σε πρόσωπα και 
πανεπιστήµια αλλά σε κλάδους και συγκεκριµένα προβλήµατα. Το γεγονός αυτό, 
µπορεί να θεωρηθεί σωστό και δίκαιο, µπορεί όµως να χαρακτηριστεί επιπόλαιο και 
ιδιόρρυθµο. Οι πνευµατικές και οι κοινωνικές τάσεις είναι αλληλένδετες. 

Τα µαθηµατικά, µπορούν να µελετηθούν σε διάφορα επίπεδα και όπως είναι 
λογικό, µερικά είναι προσιτά µόνο στους ειδικούς. Μπορούµε όµως να ρωτάµε: Τι 
είναι ενδιαφέρον; Τι είναι σηµαντικό µε αυτό το θέµα; Η απάντηση είναι ότι τότε θα 
δούµε ότι ούτε οι ειδικοί αρκούνται σε µια µακροσκελή τεχνική επιχειρηµατολογία.  
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Μια εννοιολογική προσέγγιση που να εξηγεί γιατί κάποιο θεώρηµα είναι 
αληθές, είναι προτιµότερη από έναν υπολογισµό που µπορεί µόνο να ελεγχθεί γραµµή 
προς γραµµή. Σε αυτό το θέµα ήταν απόλυτα σαφής και µε τα λεγόµενά του 
απηχούσε τις απόψεις πολλών συγχρόνων του µαθηµατικών. Η αξία του έγκειται 
στην ικανότητά του να συλλάβει, ή να δηµιουργήσει το κατάλληλο γενικό πλαίσιο 
που έκανε τα παλιά δύσκολα προβλήµατα να µοιάζουν εύκολα αλλά συνάµα 
δηµιούργησε αποτελεσµατικές θεωρίες. Μπορεί να παρήγαγε το σηµαντικότερο έργο 
του σε µερικούς από τους πιο θεωρητικούς κλάδους των µαθηµατικών, αξίζει όµως 
να θυµόµαστε ότι σε όλη του τη ζωή ενδιαφερόταν και για την φυσική.  

Ο Hilbert ήταν, όπως τον περιέγραψε ο Μπλούµενταλ, άνθρωπος των 
προβληµάτων. Ο Ρίχαρντ Κουράντ έγραψε τα εξής για το έργο του Hilbert και τη 
σηµασία του για τα µαθηµατικά: «Μολονότι τα µαθηµατικά έχουν διαδραµατίσει 
σηµαντικό ρόλο για περισσότερα από 2.000 χρόνια, υπόκειται ακόµη σε αλλαγές του 
συρµού και πάνω από όλα, σε αποκλίσεις από την παράδοση.»  

Στη σύγχρονη εποχή της υπερδραστήριας βιοµηχανοποίησης της επιστήµης, 
της προπαγάνδας, και της εκρηκτικής χειραγώγησης της κοινωνικής και της 
προσωπικής βάσης της επιστήµης, βρισκόµαστε σε µια τέτοια επικίνδυνη περίοδο. 

Στην εποχή µας τα ΜΜΕ, το κάλεσµα για µεταρρύθµιση, εξαιτίας της 
προπαγάνδας, µπορεί εξίσου εύκολα να οδηγήσει τόσο σε περιορισµό και 
στραγγαλισµό, όσο και σε µια απελευθέρωση της µαθηµατικής γνώσης. Ο κίνδυνος 
έγκειται στο ότι οι συνδυασµένες δυνάµεις πιέζουν τόσο πολύ προς την κατεύθυνση 
της αφαίρεσης, ώστε µόνο αυτή η πλευρά της µεγάλης παράδοσης του Hilbert 
συνεχίζεται. Τα ζωντανά µαθηµατικά, βασίζονται στη διακύµανση ανάµεσα στις 
αντιθετικές δυνάµεις της ενόρασης και της λογικής, της ατοµικότητας των 
«προσγειωµένων» προβληµάτων και της γεννητικότητας των εκτενών αφαιρέσεων.  

Τα µαθηµατικά πρέπει να καλλιεργηθούν και να ενισχυθούν ως ένας 
ενοποιηµένος, ζωτικός κλάδος του µεγάλου ποταµού της επιστήµης. ∆εν µπορούν να 
κυλήσουν σαν ένα ρυάκι στην άµµο. Ο Hilbert µε το εντυπωσιακό παράδειγµά του, 
βοήθησε να καταλάβουµε ότι τέτοιοι κίνδυνοι µπορούν να αποφευχθούν εύκολα, ότι 
δεν υπάρχει χάσµα ανάµεσα στα θεωρητικά και στα εφαρµοσµένα µαθηµατικά και 
ότι µια γόνιµη σχέση µπορεί να εδραιωθεί ανάµεσα στα µαθηµατικά και στην 
επιστήµη ως όλον. Για αυτό, η µεταδοτική αισιοδοξία του Hilbert διατηρεί ακόµη και 
σήµερα τη ζωτική σηµασία της στα µαθηµατικά που θα επιτύχουν µόνο µε το πνεύµα 
του Hilbert. Είναι αυτή η αισιοδοξία που θα ηχεί, όσο επιβιώνει µια πέτρα, από τη 
στήλη που τοποθετήθηκε µετά τον θάνατο του Hilbert στον τάφο του στο Γκέτινγκεν, 
Wir müssen wissen. Wir werden wissen. (Εµείς πρέπει να γνωρίζουµε. Εµείς θα 

γνωρίζουµε.) 
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