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Εισαγωγή 

«Στην περιφέρεια του κύκλου, η αρχή και το πέρας συµπίπτουν».  Ηράκλειτος 

   

Ο π είναι ο πιο γνωστός αριθµός στην ιστορία, ο διασηµότερος, είναι ο αριθµός 

που µελετήθηκε, µνηµονεύτηκε και υπολογίστηκε ξανά και ξανά περισσότερες φορές 

από οποιονδήποτε άλλον. Όλα όσα µπορούµε να πούµε για το π είναι λίγα. Η δεκαδική 

του παράσταση αρχίζει ως εξής 3,1415926535897932384626433832795028841971693 

9937510... Με αυτά τα 50 ψηφία µπορούµε να κινηθούµε πρακτικά, σε ολόκληρο σχεδόν 

τον απέραντο κόσµο των υπολογισµών, αν και σπάνια θα συναντήσουµε πρόβληµα της 

φυσικής ή των µαθηµατικών, για το οποίο να απαιτείται η γνώση περισσότερων των 10 

ψηφίων του αριθµού π . Σε γενικές γραµµές, για τους βασικούς υπολογισµούς αρκούν οι 

προσεγγίσεις 3,14 ή 3,1416. Ο Ισαάκ Ασίµωφ έγραψε κάποτε ότι:  

«Αν το σύµπαν ήταν σφαιρικό, µε διάµετρο ίση µε 80.000 εκατοµµύρια έτη φωτός, το 

λάθος που θα γινόταν κατά τον υπολογισµό του ουράνιου Ισηµερινού χρησιµοποιώντας 

έναν αριθµό π µε 35 δεκαδικά ψηφία, θα ήταν µικρότερο από ένα εκατοµµυριοστό του 

εκατοστού».  

Αν στεκόµασταν σε ένα σηµείο του Ισηµερινού της Γης και γράφαµε τη δεκαδική 

παράσταση του π µε ψηφία µεγέθους ίσου µε αυτό των χαρακτήρων της σελίδας, το 

σύνολο όλων των δεκαδικών ψηφίων που έχουν υπολογιστεί ως σήµερα µε χρήση 

ηλεκτρονικού υπολογιστή, θα έκανε περισσότερες από 500 φορές τον γύρο της Γης.  

Σήµερα γνωρίζουµε ότι η ακολουθία 0123456789 ενυπάρχει στον αριθµό π µετά το 

17.387.594.880ο δεκαδικό ψηφίο. Πόσο παρωχηµένος είναι πλέον ο ισχυρισµός του 

σπουδαίου Ολλανδού µαθηµατικού Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881–1966), ο 

οποίος θεωρούσε ότι η έρευνα µιας τέτοιας ακολουθίας ήταν παράλογη, αφού δεν θα 

µπορούσαµε ποτέ να ανακαλύψουµε έναν επαρκή αριθµό δεκαδικών ψηφίων του π !  

∆ιαπιστώθηκε µία αδιαµφισβήτητη χρησιµότητα της δεκαδικής παράστασης του 

π .  Προκειµένου να ελεγχθεί η λειτουργία ενός υπερυπολογιστή, του ζητείται να κάνει 

έναν δύσκολο υπολογισµό, το αποτέλεσµα του οποίου να είναι γνωστό, οπότε η 

εξεύρεση των δεκαδικών ψηφίων του π , αποτελεί την ιδανική άσκηση. 

 

1. Ξεκινώντας από την αρχή  

Ο αριθµός π  δεν προέκυψε εκ του µηδενός, αλλά όπως είναι φυσικό, γεννήθηκε 

από την παρατήρηση. Ο λόγος του µήκους της περιφέρειας (p) ενός κύκλου προς την 

διάµετρό του (d), είναι µια σταθερά  2
p

p d r
d

π π π= ⇔ = ⋅ = . Η σχέση µεταξύ της 

περιφέρειας και της διαµέτρου είναι µια σταθερά, η οποία προέκυψε διαισθητικά µέσω 

απλής παρατήρησης. Η περιφέρεια (ή περίµετρος του κύκλου) αυξάνεται κατά την ίδια 

αναλογία που αυξάνεται και η διάµετρος, η οποία ισούται µε το διπλάσιο της ακτίνας r. 

 

 

 

 

 

 

 Γράφηµα 1: Μήκος περιφέρειας κύκλου 
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Η απλή παρατήρηση, δείχνει ότι η σχέση αυτή είναι ένας σταθερός αριθµός. Και 

όντως, όσο µεγαλύτερη είναι η διάµετρος ενός τροχού, τόσο µεγαλύτερη αναλογικά είναι 

η απόσταση που διανύει από ένα σταθερό σηµείο, ο τροχός κάνοντας έναν γύρο.  

∆ηλαδή, ισχύει ότι  περιφέρεια/διάµετρο=σταθερά=3,14 ή µε αλγεβρικούς όρους 

ισχύει ότι, αν το µήκος της περιφέρειας είναι 1 και r είναι η ακτίνα του κύκλου (η 

διάµετρος d ισούται µε το διπλάσιο της ακτίνας r) τότε είναι 2 2 3,14d r rπ π= ⋅ = ≅ ⋅ ⋅ℓ . 

Το σύµβολο ≅  διαβάζεται ως «περίπου ίσο» και αυτό που κυρίως απασχολεί όσον 

αφορά το π, είναι να γίνει όσο πιο ακριβής µπορεί αυτή η προσέγγιση, µε την προσθήκη 

ψηφίων δεξιά του 3,14. Οι µαθηµατικοί, έβαλαν όλα τα δυνατά τους για να µπορέσουν 

να υπολογίσουν το π  µε την µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια, καταβάλλοντας, µεγάλο 

κόπο. Πίστευαν ότι αυτή η αέναη αναζήτηση θα ολοκληρωνόταν µε επιτυχία, όµως το 

1862, ο Γερµανός µαθηµατικός Ferdinand von Lindemann (1852–1939), εξανέµισε 

αυτή την ελπίδα µε ένα οριστικό «όχι». ∆εν υπάρχει ούτε θα υπάρξει ποτέ πεπερασµένη 

µέθοδος µε την οποία θα µπορεί να βρεθεί η «ακριβής» τιµή του π, χρησιµοποιώντας 

αποκλειστικά κανόνα και διαβήτη. Ο αριθµός π δεν λεγόταν πάντα έτσι. Παρόλο που 

κάποιοι µαθηµατικοί όπως ο William Oughtred (1574–1660), ο Isaac Barrow 

(1630–1677) και ο David Gregory (1659–1708) είχαν ήδη χρησιµοποιήσει το 

συγκεκριµένο σύµβολο, η ονοµασία αυτή τελικώς επισηµοποιήθηκε µόνο όταν ο 

William Jones (1675–1749) την χρησιµοποίησε σε µία από τις Synopsis Palmariorum 

Matheseos (µετ. Σύνοψη αξιονίκων µαθήσεως), δεδοµένου ότι το π  είναι το πρώτο 

γράµµα της ελληνικής λέξης «περιφέρεια». Πολύ αργότερα, ο Leonhard Euler 

(1707–1783), αφού αρχικά χρησιµοποίησε τα γράµµατα «c» και «p», κατέληξε στην 

οριστική χρήση του συµβόλου π . Η γραφή αυτή, άρχισε να διαδίδεται αργά αλλά 

σταθερά σε όλο τον κόσµο, παρόλο που για παράδειγµα στην Αίγυπτο, ακόµη και κατά 

τον 20ό αιώνα, για κάποιο διάστηµα συνέχιζαν να συµβολίζουν τη σταθερά π µε το 

αραβικό γράµµα «τα», για εθνικιστικούς, κυρίως λόγους. Σήµερα, το σύµβολο π  

χρησιµοποιείται στα µαθηµατικά κυρίως για να συµβολίσει τον συγκεκριµένο αριθµό.  

Φθάνοντας και στο άλλο άκρο, υπάρχουν άνθρωποι λιγότερο ή περισσότερο 

φανατικοί της αριθµολογίας, που βλέπουν το π  παντού, ως ένα στοιχείο απλών ή πιο 

περίπλοκων αριθµολογικών συνδυασµών. Θα έλεγε κανείς ότι γύρω από τον αριθµό αυτό 

έχει υφανθεί µία θεωρία συνοµωσίας. Ένα από τα αγαπηµένα θύµατα των θαυµαστών 

του π  είναι ο αριθµός α, ο επονοµαζόµενος και σταθερά λεπτής υφής.  

Μεταξύ αυτών και ο κάτοχος Νόµπελ Φυσικής Werner Heisenberg (1901–1976), 

ο οποίος επί µακρόν υποστήριζε ότι 
4 31 2 3

a π
= . ∆ίχως άλλο, ο Heisenberg δεν ήταν ο 

µοναδικός. Στα βιβλία της φυσικής συχνά, αναφέρονται πολύ αξιόλογες προσεγγίσεις µε 

λιγότερη ή περισσότερη φαντασία, όπως 
3

4
1 16 5!

9a

π
π

 
=  
 

, 6
1 8

108
1843a

π= ⋅ ⋅  όπου 

παρεµβαίνει το π  και έχουν αρκετή αξία. 

 

2. Η πρώτη ευθυγράµµιση 

Ευθυγραµµίζω µια καµπύλη γραµµή, σηµαίνει ότι βρίσκω το µήκος της. Η 

απλούστερη ευθυγράµµιση µήκους, είναι εκείνη της περιφέρειας. Όταν ένας κυκλικός 

δίσκος περιµέτρου p κυλά χωρίς να ολισθαίνει επάνω σε µία ευθεία γραµµή, τότε θα έχει 

κάνει ένα πλήρη κύκλο, αφού διανύσει p φορές τη διάµετρο του d. Αυτή η διαδικασία 
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µετατροπής της περιµέτρου σε ευθύγραµµο τµήµα, ονοµάζεται ευθυγράµµιση. Το 

αποτέλεσµα της ευθυγράµµισης της περιφέρειας του κύκλου είναι p/d=π.   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3. Το µέγα πρόβληµα ανά τους αιώνες  

 Ο αριθµός π  δεν είναι µόνο ο σταθερός λόγος µεταξύ του µήκους της 

περιφέρειας και της διαµέτρου του κύκλου, είναι επίσης το διπλάσιο του σταθερού λόγου 

µεταξύ της επιφάνειας ενός κύκλου και εκείνης του εγγεγραµµένου τετραγώνου της. 

Εφόσον η επιφάνεια του τετραγώνου ισούται µε το τετράγωνο της πλευράς του, µία απλή 

εφαρµογή του πυθαγορείου θεωρήµατος δίνει 
2

2επιφάνεια εγγεγραµµένου τετραγώνου 2 2

r

r

π πΑ ⋅
= =

⋅
    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ποιος, διαβεβαιώνει ότι αυτή η σταθερά, αυτό το π  που προκύπτει από την 

επιφάνεια του κύκλου, είναι ίδιο µε το π που εµφανίζεται µέσα στην περιφέρεια; 

Χρειάστηκε να περιµένουµε την ιδιοφυία του Αρχιµήδη για να βεβαιωθούµε. 

Το σηµαντικότερο πρόβληµα των µαθηµατικών της αρχαιότητας, ήταν η 

κατασκευή µιας τετραγωνισµένης επιφάνειας, ίσης µε µια κυκλική επιφάνεια. Ο λόγος 

ήταν καθαρά πρακτικός, η µέτρηση της επιφάνειας ενός τετραγώνου ήταν απλή και 

εύκολη, ενώ η µέτρηση της επιφάνειας ενός κύκλου ήταν εξαιρετικά δύσκολη και 

γινόταν κατά προσέγγιση. Κατά την εποχή της επικράτησης της ελληνικής σκέψης, στην 

ανάγκη για γνώση, προστέθηκε η φιλοδοξία να βρεθεί µια τέτοιου είδους ισοδυναµία µε 

τρόπο θείο, καθαρό, όπως πρόσταζε η ελληνική φιλοσοφία. Για την κατασκευή ενός 

τετραγώνου ισοδύναµου µε έναν κύκλο, δεν έπρεπε να χρησιµοποιηθεί τίποτα 

περισσότερο από κανόνας και διαβήτης. Σε αυτό ακριβώς συνίσταται ο τετραγωνισµός 

του κύκλου, στο να καταφέρουµε να κατασκευάσουµε µετά από πεπερασµένο πλήθος 

βηµάτων ένα τετράγωνο ισοδύναµο µε έναν κύκλο, χρησιµοποιώντας αποκλειστικά 

Γράφηµα 2: Μήκος περιφέρειας περιστρεφόµενου κύκλου 

Γράφηµα 3: Τετραγωνισµός του κύκλου 
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κανόνα και διαβήτη. Στο πέρασµα των αιώνων, όλοι οι γεωµέτρες προσπάθησαν να 

επιτύχουν τον τετραγωνισµό του κύκλου, κάτι που ισοδυναµεί µε την ακριβή κατασκευή 

του π  µε κανόνα και διαβήτη. Χάρη στο µεγάλο πείσµα τους, κατάφεραν να το 

προσεγγίσουν λίγο περισσότερο και να του προσθέσουν, το ένα µετά το άλλο, 

περισσότερα δεκαδικά ψηφία. Μιλώντας µε αλγεβρικούς όρους, ο «τετραγωνισµός» ενός 

κύκλου µε επιφάνεια 2rπ ⋅  σηµαίνει ότι πρέπει να βρεθεί τετράγωνο µε πλευρά l, ώστε  

2 2rπ ⋅ = ℓ  ή να βρεθεί ℓ  ίση µε 2r rπ π= ⋅ =ℓ που ισοδυναµεί µε την κατασκευή 

του π µε κανόνα και διαβήτη. Αν έχουµε π , µια απλή κατασκευή µε κανόνα και 

διαβήτη  δίνει το παρακάτω σχήµα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Έτσι, αν είχαµε ένα καθορισµένο αριθµό π , θα παίρναµε π και θα 

επιτυγχάναµε τον τετραγωνισµό του κύκλου. Όσα θα αναφέρουµε στη συνέχεια είναι, 

κατά βάθος, η ιστορία µιας απίθανης αναζήτησης, που σε κάθε της βήµα, φτάνει όλο και 

πιο κοντά στον στόχο. Κάθε φορά που ένας µεγαλοφυής γεωµέτρης προσέθετε µε τη 

σειρά του, ένα ακόµη δεκαδικό ψηφίο στον αριθµό π , οι µαθηµατικοί έκαναν ένα 

ακόµη βήµα προς τον σκοπό αυτό. 

 

4. Το ακτίνιο και το π  

Στα µαθηµατικά, οι γωνίες δεν µετριούνται σε εξηκονταδικές µοίρες, πρώτα και 

δεύτερα λεπτά, ούτε σε µοίρες βάσει του πολύ εξεζητηµένου εκατονταδικού συστήµατος. 

Η εµφάνιση της µαθηµατικής ανάλυσης (µελέτη των ριζών, των ολοκληρωµάτων, κλπ.) 

καθιέρωσε ένα φυσικότερο µέτρο, αν και εκ πρώτης όψεως, περιπλοκότερο.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ως ακτίνιο, θεωρείται µία επίκεντρη γωνία του κύκλου, που ορίζει ένα τόξο ίσο µε 

Γράφηµα 4: Γεωµετρική κατασκευή του π 

Γράφηµα 5: Γεωµετρική αναπαράσταση του ακτίνιου (rad) 



8 

 

εκείνο της ακτίνας του κύκλου. Αφού το συνολικό µήκος της περιµέτρου είναι 2πr, 

ολόκληρη η περιφέρεια είναι ένα τόξο µε γωνία ίση µε 2π ακτίνα. Έτσι, 
0 0

0360 180
1 57  17  45

2
rad

π π
′ ′′= = = . Οι συχνότερες ισοδυναµίες είναι 030 =

6

π
, 060 =

3

π
, 

090 =
2

π
, 0180 =  π , 0360 =2π .   

 

5. Η ιστορία του π , η ηρωική εποχή 

Από χωρία της βίβλου, µπορούµε να συµπεράνουµε µία τιµή για το π , που 

σύµφωνα µε το ιερό βιβλίο ισούται µε 3. Η βίβλος αναφέρει, στο βιβλίο Βασιλειών 

(Ι,7,23) «Και έφτιαξε τη θάλασσα 10 πήχεις από το ένα χείλος της ως το άλλο, στρογγυλή 

ολόγυρα. Το ύψος της ήταν 5 πήχεις. Και η περιφέρεια της ήταν 33 πήχεις».  

Στον αιγυπτιακό πάπυρο του Rhind, µία από τις αρχαιότερες πηγές γνώσης γύρω 

από τα µαθηµατικά, τον οποίο οι ειδικοί τοποθετούν περίπου στο 1650 π.Χ., γίνεται µια 

έµµεση αναφορά στο αριθµό π . Στο πρόβληµα µε αριθµό 50, από τα 87 που 

περιλαµβάνει, αναφέρει «Πόση είναι η επιφάνεια κυκλικού αγρού µε διάµετρο 9 khet; (1 

khet 50 m)»;  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Στη σύγχρονη γλώσσα, ο αγρός έχει επιφάνεια ίση µε 

2
9 81

2 4

π
π

⋅  = 
 

. Στον πάπυρο, 

δίνεται ο τύπος 264

81
d για τον υπολογισµό αυτής της επιφάνειας, όπου d είναι η 

διάµετρος. Αν 9d = είναι 2 281 64 64
9 64

4 81 81
d

π⋅
= = =  και 

256
3,160493827

81
π = = . Η 

προσέγγιση αυτή, δεν είναι τόσο καλή όσο αυτή που θεωρείται ότι χρησιµοποιούσαν 

στην Γκίζα οι Αιγύπτιοι περί το 2600 π.Χ. Ο λόγος της περιµέτρου των πυραµίδων προς 

το ύψος τους είναι 
22

7
. Στην Βαβυλώνα, σε πλάκα που βρέθηκε στην αρχαία πόλη των 

≈

Γράφηµα 6: Αναφορά για το π στον πάπυρο του Rhind 
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Σούσων και χρονολογείται πριν από το 2.000 π.Χ., η τιµή του π  ήταν 
25

3,125
8
= . Στην 

Ινδία, τα βεδικά κείµενα του 9ου µ.Χ. αιώνα δίνουν για το π  την τιµή 

339
3,13888...

108
π = = που χρησιµοποιούνταν για αστρονοµικούς υπολογισµούς 

(Shatapatha Brahamana). 

 

6. Η ιστορία του π , Αρχιµήδης 

Ο Αρχιµήδης, αγνοούσε τους σύγχρονους ορισµούς ορίων και ολοκληρωµάτων.  

Χρησιµοποίησε τη «µέθοδο της εξάντλησης», που είχε εµπνευστεί ο Εύδοξος ο Κνίδιος 

(400–347 π.Χ.). Όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα, τοποθέτησε τον κύκλο µεταξύ 

ενός περιγεγραµµένου και ενός εγγεγραµµένου πολύγωνου, δηλαδή µεταξύ ενός 

ανώτερου και ενός κατώτερου ορίου, µέσω των οποίων η επιφάνεια του κύκλου οριζόταν 

µε όλο και µεγαλύτερη ακρίβεια. Μια σύγχρονη απεικόνιση της λειτουργίας της 

µετάβασης στο όριο, θα βοηθήσει να κατανοήσουµε για ποιο λόγο η επιφάνεια του 

κύκλου  είναι 2rπ . 

 

Βαθµηδόν, διαµορφώνεται ένα ροµβοειδές καµπυλόγραµµο, που γίνεται όλο και 

πιο επίπεδο. Η επιφάνεια ενός συνηθισµένου ροµβοειδούς, ισούται µε τη βάση επί το 

ύψος. Η τιµή του ύψους κάθε φορά που προσεγγίζει όλο και περισσότερο εκείνη της 

ακτίνας r , η τιµή της βάσης τείνει προς την τιµή της ηµιπεριµέτρου του κύκλου. Η 

επιφάνεια τείνει προς 22

2 2

r
r r r

π
π

⋅
= =
ℓ

. Ο Αρχιµήδης, κατέληξε στον περιορισµό της 

τιµής του π ως: 
223 22

3,140845... 3,142857...
71 7

π= < < = , που µπορεί να αξιολογηθεί ως 

άριστος. 

Γράφηµα 7: Μέθοδος της εξάντλησης του Αρχιµήδη 
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7. Αρχιµήδης ο Συρακούσιος  

Έλληνας µηχανικός, φυσικός, αστρονόµος και µαθηµατικός (287– 212 π.Χ.). 

Θεωρείται ο σηµαντικότερος επιστήµονας της αρχαιότητας και ένα από τα 

σηµαντικότερα πνεύµατα στην ιστορία. Η ευφυΐα και οι ανακαλύψεις του, τον 

τοποθετούν σε ένα επίπεδο στον τοµέα των µαθηµατικών όπου µόνο οι Newton, Gauss, 

von Neumann κατάφεραν να φτάσουν. Ανυπολόγιστη είναι η προσφορά του στην 

επιστήµη. Ως µηχανικός και φυσικός, εφηύρε µεταξύ άλλων, τον ατέρµονα κοχλία, τα 

παραβολικά κάτοπτρα και πολλές εφαρµογές του πολύσπαστου (βαρούλκο). Η 

γνωστότερη παγκοσµίως συµβολή του είναι στον τοµέα της υδροστατικής, µέσω της 

ονοµαστής αρχής του Αρχιµήδη ή αρχής της πλευστότητας. Η εικόνα του Αρχιµήδη να 

βγαίνει γυµνός από το λουτρό του, φωνάζοντας «Εύρηκα!» αποτελεί για τους κύκλους 

της διανόησης το πρότυπο του εφευρέτη. Οι ανακαλύψεις του στον τοµέα των 

µαθηµατικών είναι αναρίθµητες. Εκτός από την προσέγγιση του, ασχολήθηκε επί µακρόν 

µε τον υπολογισµό της περιµέτρου, της επιφάνειας, του όγκου και του κέντρου βάρους 

πολλών γεωµετρικών σωµάτων (σφαιρών, κυλίνδρων, παραβολών, σπειρών), µελέτησε 

τις διοφαντικές εξισώσεις, συνέβαλε στη σύλληψη και  υπολογισµό των µεγάλων 

αριθµών. Πέθανε κατά την πολιορκία των Συρακουσών, τις οποίες υπερασπίστηκε από 

τους Ρωµαίους µε τις µηχανές του, την ώρα που µελετούσε ένα σχήµα που είχε σχεδιάσει 

στην άµµο, χτυπηµένος από το σπαθί στρατιώτη που εξαγριώθηκε επειδή, τη στιγµή που 

ετοιµαζόταν να τον συλλάβει, ο Αρχιµήδης του φώναξε «µη µου τους κύκλους τάραττε».  

Ο Πλούταρχος, διηγείται ότι ο Ρωµαίος στρατηγός εξοργίστηκε µε τον θάνατό του, 

διότι τον θεωρούσε ιδιαίτερα πολύτιµο λάφυρο. Πάνω στον τάφο του, χάραξαν µία 

σφαίρα εγγεγραµµένη σε κύλινδρο. O Αρχιµήδης, είχε βρει την αναλογία µεταξύ των 

όγκων και των επιφανειών τους και ένιωθε πολύ υπερήφανος για αυτή του την 

ανακάλυψη. Μία από τις εφευρέσεις που του αποδίδονται, είναι η χρήση κατόπτρων 

ώστε να αντανακλώνται οι ηλιακές ακτίνες προς την κατεύθυνση των ρωµαϊκών σκαφών 

και να τους βάζουν φωτιά, προκειµένου να προστατευτούν οι Συρακούσες. Η µέθοδος 

που χρησιµοποίησε, καθιερώθηκε στα χρόνια και στους αιώνες που ακολούθησαν. Είναι 

φυσική, προσιτή και άµεση, ένα πραγµατικό θαύµα του γεωµετρικού πνεύµατος. Στην 

ουσία, συνέλαβε έναν αλγόριθµο, κάποιες οδηγίες για τον υπολογισµό του π  µε την 

απαιτούµενη ακρίβεια. Για την εφαρµογή τέτοιου αλγορίθµου, χρειάζεται µόνο µια 

αριθµοµηχανή ή ένας υπολογιστής και ένας επαναληπτικός τύπος.  
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8. Η ιστορία του π , µετά τον Αρχιµήδη 

Γύρω στο 20 π.Χ., ο Μάρκος  Πολλίων Βιτρούβιος (περίπου 85– περίπου 20 

π.Χ.), διάσηµος Ρωµαίος αρχιτέκτονας, στρατιωτικός µηχανικός και συγγραφέας, έγραψε 

µία δεκάτοµη πραγµατεία περί αρχιτεκτονικής µε τίτλο De Architectura, όπου 

χρησιµοποιεί τη µεσοποτάµια ισοδυναµία 
25

8
π = . Ο Βιτρούβιος επιχείρησε να 

υπολογίσει εµπειρικά το π , χρησιµοποιώντας έναν διαβαθµισµένο τροχό. Ωστόσο, δεν 

πέρασε στην αιωνιότητα χάρη σε αυτόν τον υπολογισµό, αλλά χάρη στο σχέδιο του 

Leonardo Da Vinci «ο άνθρωπος του Βιτρούβιου», στο οποίο αποτυπώνονται οι 

αναλογίες του ανθρώπινου σώµατος. Παρά την φήµη του, ο Βιτρούβιος δεν µπόρεσε να 

βελτιώσει την προσέγγιση του π  στην οποία είχε καταλήξει ο Αρχιµήδης. Αυτό το 

κατάφερε ο γεννηµένος στην Αλεξάνδρεια της Αιγύπτου Έλληνας αστρονόµος, 

αστρολόγος και γεωγράφος Κλαύδιος Πτολεµαίος (περίπου 100–περίπου 170 µ.Χ.), µε 

το κλάσµα 377/120=3,141666... Για να καταλήξει στην τιµή αυτή, χρησιµοποίησε ένα 

πολύγωνο 120 πλευρών και συµπέρανε ότι π=3+17/20, ένα πραγµατικά εξαιρετικό 

αποτέλεσµα.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η υστεροφηµία του οφείλεται όχι σε αυτό το αποτέλεσµα αλλά σε ένα από τα έργα 

του, τη δεκατριάτοµη Μαθηµατική Σύνταξη περί αστρονοµίας, για την οποία επικράτησε 
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ο τίτλος Αλµαγέστη (παραφθορά του επίσης στην αρχαιότητα χρησιµοποιηµένου τίτλου 

Μεγίστη Μαθηµατική Σύνταξη). Από την Αλµαγέστη γεννήθηκε η παράδοση των έργων 

που προσπαθούσαν να συγκεφαλαιώσουν τη γνώση ενός επιστηµονικού πεδίου. Το 

βιβλίο αυτό θεωρήθηκε απαρχαιωµένο µετά την εποχή του Κοπέρνικου. Όταν η µατιά 

µας είναι επικεντρωµένη στον δυτικό κόσµο, συχνά δεν καταφέρνουµε να δούµε ότι κατά 

την αρχαιότητα, άνθισαν και άλλοι πολιτισµοί και λαοί εκτός από τους Βαβυλώνιους, 

τους Έλληνες, τους Ρωµαίους ή τους Αιγύπτιους. Την εποχή που η ∆ύση 

πρωτοσυστηνόταν, τι συνέβαινε άραγε στη µακρινή Ανατολή σχετικά µε το π ; 

Στην Κίνα, εκτός από τις απόπειρες του Τσανγκ Τσανγκ (περίπου 220 π.Χ.), ο 

οποίος καθόρισε το 3 ως τιµή του π , καθώς και κάποιων άλλων µαθηµατικών, ο Ζιανγκ 

Χενγκ (78–139 µ.Χ.) κατάφερε να βρει τον χρόνο ανάµεσα στις τόσες άλλες 

δραστηριότητες του (ασχολούνταν µε την αστρονοµία, µε τα µαθηµατικά, είχε επινοήσει 

ένα µέσο πρόβλεψης των σεισµών), για να συγγράψει ένα βιβλίο µε θέµα την προσέγγιση 

του π=736/232=3,1724... Για τον υπολογισµό µίας σφαίρας εγγεγραµµένης σε κύβο, 

χρησιµοποίησε την προσέγγιση 10 3,162277...π = =   

Ο Γουάνγκ Φανγκ ή Φαν (217–257 µ.Χ.) είναι σήµερα γνωστός από την ασθένεια 

που φέρει το όνοµά του, µία συγγενή παραµόρφωση των ποδιών, που είναι γυρισµένα 

προς τα πίσω. Ο Γουάνγκ Φανγκ, του οποίου τα πόδια ήταν κανονικά, ενδιαφερόταν 

επίσης για τα µαθηµατικά και υπολόγισε κάποια ψηφία του αριθµού 

10 3,162277...π = = . Το 250 µ.Χ. έδωσε ως προσέγγιση για το π  το κλάσµα 

142/45=3,155555... Το 263 µ.Χ., ο µαθηµατικός Λιού Χούι (περίπου 220–περίπου 280 

µ.Χ.) δηµοσίευσε σχόλια για το βιβλίο «9 κεφάλαια για την µαθηµατική τέχνη», χάρη στα 

οποία  είναι σήµερα γνωστές η ύπαρξη και κάποιες από τις ανακαλύψεις του. Σε αυτές, 

περιλαµβάνεται ένας επαναληπτικός τύπος για τον υπολογισµό των πλευρών ενός 

κανονικού πολύγωνου 3 2kx πλευρών, γνωρίζοντας τις πλευρές ενός πολυγώνου 13 2kx −   

πλευρών.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Λιού Χούι, συνέστησε τη χρήση της προσέγγισης 3,14π ≅ , αν και προχώρησε 

ακόµη περισσότερο, µέχρι το π=3,141592104..., κάτι που προϋποθέτει τη χρήση 
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πολυγώνου µε 3.072 πλευρές. Μερικούς αιώνες αργότερα, ο Ζου Τσονγκ Ζι (429–500 

µ.Χ.), ένας µαθηµατικός που δηµιούργησε νέα ηµερολόγια, πρότεινε για το π  µια διπλή 

ανισότητα 3,1415926<π<3,1415927. Επιπλέον, συνέστησε τη χρήση των κλασµάτων 

22/7 για της απλές εφαρµογές και 355/113 για τις πιο σύνθετες. Στην Ινδία, ο 

Αρυαµπχάτα (περίπου 476–550 µ.Χ.), µέγας πατριάρχης των Ινδών σοφών, κατέληξε 

στην τιµή 3,1416 για το π , µε τη βοήθεια πολυγώνου 384 πλευρών. Ο 

Μπραχµαγκούπτα (598–665 µ.Χ.), αναµφισβήτητα ο πλέον χαρισµατικός Ινδός 

µαθηµατικός, συνέγραψε ένα µακροσκελέστατο έργο, τις Brahmasphutasiddanta, όπου, 

µε κάποια απογοήτευση, συναντάµε την τιµή του 10 3,162277...π = =  Έπρεπε να 

φθάσουµε στον 12ο αιώνα για να βρεθεί µία καλύτερη προσέγγιση, επίτευγµα του 

Μπχασκάρα Β', «του διδασκάλου», στο έργο του Lilavati. Το βιβλίο αυτό, φέρει το 

όνοµα της κόρης του, η οποία κρίνοντας από την αξία του έργου, θα πρέπει να ήταν µια 

πολύ όµορφη κοπέλα, όπως ακριβώς σηµαίνει και το όνοµά της.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ο Μπχασκάρα, δίνει ως προσέγγιση του 
3917

3,1416
1250

π = = . Στο δικό µας 

σύστηµα αρίθµησης το οποίο είναι θεσιακό µε βάση 10 και έχει προέλευση ινδοαραβική, 

χρησιµοποιούνται ως σύµβολα τα ψηφία 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Στο γεγονός αυτό, στο 

οποίο δε δίνουµε συνήθως σηµασία, οφείλεται η πρόοδός µας στο εµπόριο. Η διάδοση 

των αριθµητικών εργαλείων στην ανταγωνιστική ∆ύση, έδωσε τη δυνατότητα στους 

πάντες να µπορούν να κάνουν υπολογισµούς. Το βιβλίο αυτό, δεν είναι πλέον κατάλληλο 

για να αφηγηθεί τις µεταφορτώσεις των ινδοαραβικών ψηφίων, γνωρίζουµε όµως ότι 

ονοµάστηκαν έτσι ακριβώς λόγω της προέλευσής τους. Το πιο εντυπωσιακό, είναι ότι τα 

ψηφία αυτά και το συγκεκριµένο σύστηµα αρίθµησης εµφανίστηκαν στη ∆ύση από τον 

10ο αιώνα και έγιναν γνωστά χάρη στο βιβλίο Liber abaci (µετ. βιβλίο των υπολογισµών) 

του Λεονάρδου εκ Πίζας (περίπου 1150–1250 µ.Χ.), γνωστού µε το όνοµα Fibonacci.  

Οι αριθµοί αυτοί, γνώρισαν µεγάλη δηµοτικότητα και η χρήση τους εξαπλώθηκε 

πολύ γρήγορα, κυρίως µεταξύ των εµπόρων και των πιο µορφωµένων ανθρώπων. Με το 

νέο αυτό σύστηµα, οι υπολογισµοί δεν αποτελούσαν πλέον εφιάλτη, όπως στο παρελθόν 

και απλουστεύτηκαν χάρη στους απλούς αλγόριθµους του πολλαπλασιασµού και της 

διαίρεσης. Αργά αλλά σταθερά, ο πολιτισµός έκανε οριστικά ένα µεγάλο βήµα προς τα 

εµπρός. Ακριβώς στο µέσο αυτού του χρονικού διαστήµατος, κάνει την εµφάνισή του ο 
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Fibonacci, ο οποίος το 1220 σε ένα από τα έργα του, το Practica geometricae (µετ. 

Πρακτική γεωµετρία), εφαρµόζοντας κάπως ελεύθερα τη µέθοδο του Αρχιµήδη, έδωσε 

µία προσέγγιση του π ως 3,141818. Στον αραβικό κόσµο, υπήρξε µία προσωπικότητα µε 

µεγάλη επιρροή, ο Αµπού Αµπντάλα Μουαµάντ ιµπν Μουσά–αλ–Κουαρίζµι (περίπου 

780–850 µ.Χ.) ή  Αλ–Χουαρίσµι ή µε παρεµφερή τρόπο. Σε κάθε περίπτωση, από το 

όνοµά του Πέρση µαθηµατικού προέρχεται η λέξη αλγόριθµος και από το έργο του 

Συνοπτικό βιβλίο των υπολογισµών προέρχεται η λέξη άλγεβρα. Τα έργα του διαδόθηκαν 

στη ∆ύση και άσκησαν εξαιρετική επιρροή. Ο Αλ–Κουαρίζµι συνιστά και αυτός τη 

χρήση του 3,14 για τους εύκολους υπολογισµούς και του 3,1416 για τους 

δυσκολότερους, όπως για παράδειγµα, για τους αστρονοµικούς υπολογισµούς. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το 1424, ο Πέρσης  Τζαµσίντ Αλ–Κασί (1380–1429 µ.Χ.), γνωστός µε το όνοµα 

«ο εκ Σαµαρκάνδης», δεν υπολόγισε το π αλλά το 2π, χρησιµοποιώντας το εξηκονταδικό 

σύστηµα αρίθµησης (στο οποίο πχ θα γράφαµε
1

0,1
60

= και 
2

1
0,01

60
= ) και βρήκε 9 

ψηφία, κάτι που, στο δεκαδικό σύστηµα, αντιστοιχεί σε µία σωστή προσέγγιση 

16ψηφίων του π. Ο Αλ–Κασί υπολόγισε   

 
χρησιµοποιώντας πολύγωνα 283 2x  πλευρών. Με τον υπολογισµό αυτό, ξεπεράστηκαν τα 

13 δεκαδικά ψηφία στα οποία είχε καταλήξει ο Μαντχάβα ντε Σανγκαµαγκράµα 

(περίπου 1350–περίπου 1425), στην Ινδία, λίγα χρόνια νωρίτερα, το1400 µ.Χ.   

 Οι υπολογισµοί του Μαντχάβα είχαν την εξής πρωτοτυπία, για 1η φορά, για τον 

υπολογισµό του π  χρησιµοποιήθηκε µία σειρά, δηλαδή, ένα εργαλείο άθροισης µε 

άπειρο µήκος, ένας καθαρός αριθµητικός λογισµός. Ο τύπος αυτός του Μαντχάβα, δεν 

ήταν άλλος από εκείνον που θα περνούσε αργότερα στην ιστορία για τους δυτικούς µε 

την ονοµασία «τύπος του Leibniz», µε τη διαφορά ότι ο Μαντχάβα τον είχε ανακαλύψει 

πολύ νωρίτερα 
1 1 1 1

1 ...
3 5 7 9

π = − + − + −  Η σύγκλιση αυτού του αθροίσµατος, είναι 

πολύ κακή και χρειάζεται να προστεθούν και αφαιρεθούν χιλιάδες όροι για να 

καταλήξουµε σε λογικά αποτελέσµατα. Ο Μαντχάβα, την επεξεργάστηκε και την 

2 3 4 5 6 7 8 9

16 59 28 1 34 51 46 14 50
2 6 ...

60 60 60 60 60 60 60 60 60
π = + + + + + + + + + +
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τροποποίησε ως 
2 3

1 1 1
12 1 ...

3 3 5 3 7 3
π  = − + − + ⋅ ⋅ ⋅ 

 και έτσι µπόρεσε να υπολογίσει 

το π . Το 1573, ο Γερµανός Valentin Otto (περίπου 1550–1603 µ.Χ.), ένθερµος οπαδός 

του Κοπέρνικου, πρότεινε την χρήση του
355

3,1415929...
113

π = ≃  αλλά αυτό δεν 

συγκρίνεται καθόλου µε τα αποτελέσµατα που επιτεύχθηκαν αργότερα, όχι χάρη στην 

ακόλουθη προσέγγιση, αλλά χάρη στην ανεπτυγµένη ευφυΐα που απαιτήθηκε για την 

ευόδωση ενός τέτοιου σκοπού. Το 9ο ψηφίο του π , το οποίο βρήκε ο Γάλλος Francois 

Viete, δεν είναι κάτι εξωπραγµατικό και επιπλέον, για να καταλήξει στο συγκεκριµένο 

αποτέλεσµα εφάρµοσε την αρχή του Αρχιµήδη και εργάστηκε µε πολύγωνα 
16393.216 6 2x= πλευρών. Το σηµαντικό στην περίπτωση αυτή είναι ο τύπος στον οποίο 

κατέληξε, ο οποίος σχετίζεται µε το π , παρόλο που δεν κατάφερε να τον 

χρησιµοποιήσει εξαιτίας της δυσκολίας υπολογισµού του, αφού απαιτείται η εξαγωγή 

της µιας τετραγωνικής ρίζας µετά την άλλη. Ο Viete, απέδειξε αυτό που στις µέρες θα 

αποτυπωνόταν ως   

 
 

9. Francois Viete (1540–1603)   

∆εν µπορούµε να τον χαρακτηρίσουµε (εκλατινισµένη µορφή του ονόµατός του, µε 

το οποίο έγινε γνωστός στην Ευρώπη) ως επαγγελµατία µαθηµατικό µε την αυστηρή 

έννοια του όρου. Στην πραγµατικότητα ήταν δικηγόρος και όταν ο Ερρίκος ∆' ανέβηκε 

στο θρόνο, του δόθηκε ο βαθµός του αυλικού και  έγινε µέλος του ιδιωτικού 

συµβουλίου του Βασιλιά. Η κάπως υπερτιµηµένη φήµη του προέρχεται από το ότι 

υπήρξε πρωτεργάτης της κρυπτογραφίας, αφού αποκωδικοποιούσε τα µηνύµατα του 

Φιλίππου Β', εχθρού του αφέντη του. Ο Ισπανός µονάρχης κατέληξε στο συµπέρασµα ότι 

ο Γάλλος βασιλιάς µάλλον είχε κάνει συµφωνία µε τον διάβολο, αφού ο Ερρίκος ∆' 

φαινόταν να µαντεύει αµέσως τους διπλωµατικούς χειρισµούς του απόλυτου 

υπερασπιστή της καθολικής πίστης Φιλίππου Β'. Ο Vieta υπήρξε πολύ καλός γεωµέτρης, 

αλλά ακόµη καλύτερος αλγεβριστής και εξέλιξε τους τοµείς της τριγωνοµετρίας και της 

επίλυσης των εξισώσεων. Το σηµαντικότερο είναι ότι επινόησε τα σύγχρονα αλγεβρικά 

σύµβολα που προκάλεσαν επανάσταση στον προφορικό και γραπτό λόγο και ώθησαν την 

ανάπτυξη της επιστήµης. Υπήρξε αρχικώς µέγας αντίπαλος και κατόπιν φίλος του 

Adriaan van Roomen (1561–1615), στον οποίο έθεσε το πρόβληµα του Απολλώνιου, το 

γνωστό ως «πρόβληµα των εφαπτόµενων κύκλων».  

Ο πρώην ανταγωνιστής και µετέπειτα φίλος του Vieta, ο Ολλανδός Adriaan van 

Roomen (1561–1615), γνωστός, επίσης, µε το όνοµα Adrianus Romanus λόγω του ότι 

έζησε σε µία κοινωνία όπου σχεδόν όλοι οι σηµαντικοί άνθρωποι εκλατίνιζαν το όνοµά 

τους, αφοσιώθηκε πολύ περισσότερο από ότι ο Vieta στη µελέτη της µεθόδου των 

πολυγώνων του Αρχιµήδη και το 1593 υπολόγισε µε επιτυχία 16 ακριβή ψηφία του π , 

χρησιµοποιώντας εντυπωσιακά πολύγωνα 302 πλευρών. Αν το έργο του Van Roomen 

µας φαίνεται καταπληκτικό, τότε τι να πούµε για εκείνο του Ludolph van Ceulen 

(1540–1610); Το 1596, ο Γερµανός µαθηµατικός, που είχε πραγµατική εµµονή µε τον 

αριθµό π , υπολόγισε αρχικά 20 δεκαδικά ψηφία και στη συνέχεια 35, τα οποία αξίζει να 

2 2 2 2
2 ...

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

π =
+ + + + + +

i i i i i
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παραθέσουµε π=3,14159265358979323846264338327950288... 

Ο Van Ceulen απέκτησε τόση φήµη που, σε πολλές χώρες, το π  ονοµάστηκε 

λουντολφίνειος αριθµός. Η αγάπη του για τον αριθµό αυτό ήταν τόσο µεγάλη, που 

ζητούσε να τον σκαλίσουν στον τάφο του, στην πόλη Leyden της Ολλανδίας. Η 

µαρτυρία αυτής της µεγάλης λατρείας τελικά χάθηκε, αφού ο τάφος καταστράφηκε κατά 

την διάρκεια του 2ου Παγκοσµίου Πολέµου. Ανακατασκευάστηκε το 2000. 

Ο Willebrord van Roijen Snel (1580–1626), που επονοµάστηκε Snell ή Snellius, 

µαθητής του Van Ceulen, είναι κυρίως γνωστός ως ο άνθρωπος που ανακάλυψε στη 

∆ύση τους νόµους της διάθλασης. Με την ιδιότητα του µαθηµατικού, ασχολήθηκε και 

αυτός µε τον αριθµό π  και υπολόγισε σωστά 35 δεκαδικά ψηφία, τα οποία 

δηµοσιεύτηκαν, το 1621, στο έργο του Cyclometricus (µετ. Κυκλοµετρικός). Η µέθοδος 

του προτείνει µια αισθητή βελτίωση σε σχέση µε εκείνη του Αρχιµήδη. Οι λεπτοµερείς 

βελτιώσεις στους υπολογισµούς του Snell αιτιολογήθηκαν αργότερα από τον διαπρεπή 

Christiaan Huygens (1629–1695). To 1630, o Christoph Grienberger (1561–1636), 

ένας Αυστριακός Ιησουίτης γνωστός µε την ιδιότητα του αστρονόµου, κατέρριψε το 

ρεκόρ φθάνοντας στα 39 δεκαδικά ψηφία. Η µετά θάνατον τιµή να δοθεί το όνοµά του σε 

ένα κρατήρα στην Σελήνη, του χάρισε την  αιωνιότητα. ∆εν θα µπορούσε να υπάρχει 

καλύτερος τρόπος για να τιµηθεί η µνήµη ενός ανθρώπου, του οποίου η ιερατική 

ιδιότητα δεν επέτρεπε να δεχθεί τις ανταµοιβές αυτού του κόσµου που είναι τόσο 

ταιριαστός τρόπος για ένα αστρονόµο. 

 

10. Οι πρωταίτιοι του σκανδάλου και της ανάλυσης 

Οι Gottfried Leibniz και Isaac Newton, κέρδισαν την αθανασία στο επιστηµονικό 

πεδίο ως δηµιουργοί της απειροστικής ανάλυσης, ενός κυκεώνα παραγώγων και 

ολοκληρωµάτων. Οι Leibniz και Newton, απογείωσαν τα µαθηµατικά καταφέρνοντας να 

δοκιµάσουν το άπειρο, ή ακόµη καλύτερα, καταφέρνοντας να περάσουν από το 

πεπερασµένο στο άπειρο και να επιστρέψουν, µε τα χέρια γεµάτα αποτελέσµατα. Πολλοί 

άνθρωποι έφτασαν κοντά στον δρόµο αυτό, όπως ο διορατικός και οραµατιστής 

Αρχιµήδης, εκείνοι όµως που τον διάβηκαν πρώτοι ήταν οι Leibniz και Newton, 

δείχνοντας πως να µπούµε στον λαβύρινθο του αγνώστου και πως να βγούµε από αυτόν. 

Τα άµεσα αποτελέσµατα της εφαρµογής των τεχνικών της ανάλυσης στα 

µαθηµατικά, είναι οι δυναµοσειρές και τα ολοκληρώµατα. Ο υπολογισµός του π  δεν 

είναι πλέον ένα απλό πρόβληµα µέτρησης πολυγώνων, αλλά ανάγεται σε πρόβληµα 

µαθηµατικό, η επίλυση του οποίου απαιτεί κυρίως την παρέµβαση των «µικρών φαιών 

κυττάρων», όπως θα έλεγε και ο Ηρακλής Πουαρό.  Από εδώ και στο εξής, θα 

αγνοήσουµε τις προσεγγίσεις του π  που προέρχονται από την Ανατολή, εκτός και αν 

χρειαστεί να δικαιολογήσουµε ένα πλήθος δεκαδικών ψηφίων ή την εξέλιξη µίας πολύ 

καινοτόµου µεθόδου. Οι Newton και Leibniz, ενεπλάκησαν σε µία διαµάχη ελάχιστα 

εποικοδοµητική γύρω από την προέλευση της ανάπτυξης του λογισµού και δεν θα ήταν 

λάθος να πούµε ότι αυτοί ήταν οι πρωταίτιοι του σκανδάλου. Γύρω στο 1665, κατά την 

µεγάλη πυρκαγιά που κατέστρεψε το Λονδίνο, το µυαλό του Sir Isaac ήταν µάλλον 

αργόσχολο. Μάλιστα, έναν χρόνο αργότερα, δικαιολογήθηκε για τον τόσο χρόνο που 

είχε αφιερώσει αποκλειστικά για τον υπολογισµό του π , λέγοντας ότι «δεν είχε τίποτα 

άλλο να κάνει την στιγµή εκείνη». Οι δικαιολογίες αυτές δεν έχουν καµία σηµασία αφού ο 

Newton, έχοντας ως αφετηρία τον διωνυµικό τύπο, ανακάλυψε την επόµενη ακολουθία, 

µε την οποία υπολόγισε µε ακρίβεια 16 δεκαδικά ψηφία του π  
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Όπως και σε πολλές άλλες περιπτώσεις, ο Sir Isaac δεν έδωσε πολλή σηµασία στον 

υπολογισµό αυτό, δεν τον µνηµονεύει σε κανένα από τα βιβλία του και το αποτέλεσµα 

δηµοσιεύτηκε µόνο µετά τον θάνατό του. Επειδή έχει πάντα ενδιαφέρον το να 

ακολουθήσουµε τα βήµατα µιας διάνοιας, ας ακολουθήσουµε τα βήµατα του Newton. Αν 

διαιρέσουµε την επιφάνεια του κύκλου δια του 6, η επιφάνεια του κυκλικού τοµέα που 

στην εικόνα είναι σκιαγραφηµένος, έχει τιµή π/24. Αν αφαιρέσουµε την γκρίζα 

τριγωνική επιφάνεια, η οποία έχει τιµή 
3

32
   µας µένει το τµήµα της επιφάνειας του 

κύκλου που ορίζεται ως S. Η εξίσωση της περιφέρειας στο σηµείο αυτό είναι  
2 2x y x+ =  και µπορεί να γραφτεί ( ) ( )2 1 1 1y x x y x x x x= − ⇔ = − = −   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Χρησιµοποιώντας τα εργαλεία του ολοκληρωµατικού λογισµού, που επινόησε ο 

Newton, είναι  

 

Από το σηµείο αυτό, το µόνο που χρειάζεται κάποιος είναι να ολοκληρώσει κατά 

µέλη. Χρησιµοποιώντας την ακόλουθη ισοδυναµία, την οποία οφείλοµε στον αστρονόµο 

Edmund Halley(1656–1742) 
3

arc  tan
6 3

π
=  και που στις µέρες µας διδάσκεται στη 

στοιχειώδη τριγωνοµετρία, όπως και το ακόλουθο σηµαντικό αποτέλεσµα του επίσης 

Βρετανού James Gregory (1638–1675) ( )
3 5

arc  tan ...
3 5

x x
x x= − + −  Ένας άλλος 

συµπατριώτης τους ο Abraham Sharp (1651–1742), κατέληξε σε µία σειρά, την οποία 

στις µέρες µας θα αποτυπώναµε ως 
( )

1

2

0

2 1 3

2 1

k
k

k k
π

∞ −

=

−
=

+∑ . Χάρη σε αυτόν τον τύπο, 

κατάφερε το 1699, να υπολογίσει το π  µε 71 σωστά δεκαδικά ψηφία. Η αλήθεια είναι 

5 7 9

3 3 1 1 1 1
24( ...),

4 12 5 2 28 2 72 2
π = + − − − −

i i i

1 1 1 3 5 7 9
1 1 12 3 44 4 4 2 2 2 2
2 2 2

0 0 0

5 5
(1 ) (1 ...) ( ...) .

2 8 16 128 2 8 16 128

x x x x x x x x
S x x dx x dx x dx= − = − − − − − = − − − − −∫ ∫ ∫
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ότι τα ψηφία που είχε υπολογίσει ο Sharp ήταν 72, το τελευταίο όµως λανθασµένο.  

Συγχωρητέο σφάλµα, αν σκεφτεί κανείς ότι ο Sharp θα πρέπει να είχε ήδη 

υπολογίσει τουλάχιστον 300 όρους της σειράς αυτής. Το 1667 ο James Gregory είχε 

θελήσει να αποδείξει, χωρίς όµως να καταλήξει σε επιτυχές αποτέλεσµα, ότι ο 

τετραγωνισµός του κύκλου ήταν ανέφικτος. Μερικά χρόνια αργότερα, το 1706, ο John 

Machin (περίπου 1686–1751), ένας καθηγητής αστρονοµίας που είχε καταφέρει να γίνει 

γραµµατέας της Βασιλικής Εταιρίας, ανακάλυψε και έκανε γνωστό τον τύπο που φέρει 

το όνοµά του 
1 1

4arc tan arc tan
4 5 239

π    = −   
   

. Για να καταλήξει στον τύπο αυτό, 

ακολούθησε τα εξής βήµατα   

 

Έτσι, προκύπτει η ζητούµενη ισότητα για την επαλήθευση της αντίστροφης 

συνάρτησης 
1

4 arc  tan
4 239

π
α − = . Ξεκινώντας από τον συγκεκριµένο τύπο και 

συνδυάζοντας τον µε γνωστές παραστάσεις, όπως ( )( )
3 5

arc tan ...
3 5

x x
x x= − + −  

µπορούν να συναχθούν σειρές ταχείας σύγκλισης µε τις οποίες ο Machin υπολόγισε το π 

έως το εκατοστό δεκαδικό ψηφίο του. Το µεγάλο καύχηµα του Machin αναµφίβολα ο 

τύπος του, που έχει µεν τριγωνοµετρική µορφή αλλά επιτρέπει την ταχεία σύγκλιση των 

σειρών. Στις µέρες µας, οι τύποι του είδους Machin έχουν καθιερωθεί ως εργαλεία και 

έχουν αναπτυχθεί σηµαντικά. Ο Machin ήταν εκείνος που άνοιξε τον δρόµο. Στον 9ο 

τόµο της 1ης έκδοσης της Εγκυκλοπαίδειας, του θαυµαστού έργου του Diderot, γίνεται 

αναφορά στον Γάλλο Thomas Fantet de Lagny (1660–1734), καθηγητή υδρογραφίας 

και µαθηµατικό, ο οποίος το 1719, υπολόγισε όχι λιγότερα από 112 δεκαδικά ψηφία του 

π . Τον επικήδειο του έγραψε ο διάσηµος Fontenelle. Ο de Lagny είχε χρησιµοποιήσει 

την ίδια δυναµοσειρά µε τον Sharp. Στην πραγµατικότητα, ο de Lagny είχε υπολογίσει 

127 δεκαδικά ψηφία του π , αλλά µόνο τα 112 ήταν σωστά, σύµφωνα µε την 

επαλήθευση του Σλοβένου µαθηµατικού και στρατιωτικού Jurij Vega ή Veha 

(1754–1802). Στα γερµανικά είναι επίσης γνωστός ως βαρόνος Georg von Vega, επειδή 

προς το τέλος της ζωής του, η Αυστριακή Αυτοκρατορία του απένειµε ένα τίτλο 

ευγένειας. Αυτό όµως δεν τον προφύλαξε από έναν κλέφτη που του άρπαξε τα χρήµατα 

και το ρολόι. Το 1794, ο Vega χρησιµοποίησε έναν τύπου του είδους Machin, τον οποίο 

είχε ήδη ανακαλύψει ο Euler, για να υπολογίσει τα 137 πρώτα δεκαδικά ψηφία του π , 

αυτή την φορά χωρίς κανένα λάθος. Ο τύπος που χρησιµοποιήθηκε είναι ο 

1 3
5arc tan 2arc tan

4 7 79

π    = +   
   

. Μεταξύ 1760 και 1800, πολλά γεγονότα συνέβησαν 

2

2

1
tan

5

2 tan 5
tan 2

1 tan 12

2 tan 2 120
tan 4

1 tan 2 119

tan 4 1 1
tan(4 )

4 1 tan 4 239

a

a
a

a

a
a

a

a
a

a

π

=

= =
−

= =
−

−
− = =

+
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ταυτοχρόνως και αξίζει να τα επισηµάνουµε. Συγκεκριµένα ο Johann Heinrich 

Lambert (1728–1777) επινοητής της υπερβολικής γεωµετρίας, απέδειξε, το 1761 ή το 

1769 (η ηµεροµηνία δεν έχει επιβεβαιωθεί), ότι το π  είναι άρρητος αριθµός, ενώ ο 

Adrien Marie Legendre (1752–1833), κατέληξε στο συµπέρασµα ότι το ίδιο συνέβαινε 

και µε 2π . Όµως µάλλον το σηµαντικότερο όλων είναι ότι ο επιφανής Leonhard Euler 

(1707–1783), εκτός του ότι ανακάλυψε τη µία σειρά µετά την άλλη για να προσεγγίσει το 

π , ισχυρίστηκε ότι το π  ήταν αριθµός υπερβατικός, πολύ πριν ο Joseph Liouville 

(1809–1882) αποδείξει το 1840, την ύπαρξη των υπερβατικών αριθµών και ανακαλύψει 

τον πρώτο από αυτούς. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

11. Sir Isaac Newton (1642–1727) 

Αν και γνωστός κυρίως ως µαθηµατικός και φυσικός, ο Νεύτωνας ήταν µια 

πολύπλευρη προσωπικότητα, αλχηµιστής, θεολόγος, πολιτικός, αστρονόµος, αλλά 

οπωσδήποτε µελέτησε και άλλες επιστήµες. Είναι ούτως η άλλως ένας από τους 

σπουδαιότερους επιστήµονες στην ιστορία. Το κυριότερο έργο του, µε τίτλο 

Philosophiae naturalis principia mathematica (Μαθηµατικές αρχές της φυσικής 

φιλοσοφίας), δηµοσιεύτηκε το 1687 µετά από την πίεση των κοντινών του προσώπων, 

γεγονός που αναδεικνύει τον συνεσταλµένο και αντικοινωνικό χαρακτήρα του. Οι 2 πιο 

γνωστές επιστηµονικές συµβολές του είναι ο νόµος της παγκόσµιας βαρύτητας 

(θρυλείται ότι τον ανακάλυψε βλέποντας ένα µήλο να πέφτει στο περιβόλι του) και ο 

απειροστικός λογισµός, που περιγράφεται στο βιβλίο αυτό.  

Μεταξύ των όσων συνείσφερε στην φυσική, συγκαταλέγονται η θεωρία χρωµάτων 

και  διάθλασης, το 1ο λειτουργικό τηλεσκόπιο και η σωµατιδιακή θεωρία του φωτός. 

∆ιατύπωσε τους νόµους διατήρησης της ροπής και των ροπών στρέψης. Στην 

αστρονοµία, µελέτησε επιτυχώς την κίνηση των πλανητών και τη φύση των ουράνιων 

τροχιών. Στα καθαρά µαθηµατικά, εκτός από την εισαγωγή του διαφορικού και 

ολοκληρωτικού λογισµού, ανακάλυψε πολλά αναπτύγµατα δυνάµεων, το θεώρηµα του 

διωνύµου, τη θεωρία των τυπικών σφαλµάτων και µια προσεγγιστική µέθοδο για τα 
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µηδενικά συναρτήσεων. Κατά τα τελευταία χρόνια της ζωής του,  είχε γίνει ένα µάλλον 

σιωπηλό µέλος του Κοινοβουλίου (όπου η πιο αξιοσηµείωτη παρέµβασή του ήταν όταν 

ζήτησε να κλείσουν το παράθυρο για να µην υποστούν οι εξοχότητες του Σώµατος την 

δυσάρεστη αίσθηση ενός ρεύµατος αέρα), αφοσιώθηκε στις υποθέσεις του Βασιλικού 

Νοµισµατοκοπείου, κάτι που του έδωσε τη δυνατότητα να στείλει πολλούς 

παραχαράκτες στην αγχόνη. Είχε την πεποίθηση ότι οι αλχηµιστικές και οι θεολογικές 

του ανακαλύψεις θα άντεχαν στο χρόνο (υπήρξε κρυφός αιρετικός µονοφυσίτης). Στη 

διάρκεια της ζωής του σχεδόν θεοποιήθηκε, αλλά µετά το θάνατό του και την ταφή του 

στον καθεδρικό ναό του Γουεστµίνστερ, αυτός ο υπερβολικός θαυµασµός καταλάγιασε, 

γεγονός µάλλον κατανοητό, λαµβάνοντας υπόψη τις µεθόδους που χρησιµοποιούσε. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12. James Gregory (1638–1675) 

∆εν πρέπει να συγχέουµε τον James Gregory, µε τον ανιψιό του, David Gregory 

(1659–1708), επίσης µαθηµατικό, φίλο του Newton και έναν από εκείνους που 

καθιέρωσαν το σύµβολο π . Ο James, εµφανίζεται στην ιστορία της αστρονοµίας ως 

εφευρέτης ενός αποτελεσµατικού ανακλαστικού τηλεσκοπίου και για τη συµβολή του 

στη µαθηµατική ανάλυση των δυναµοσειρών των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων sinx, 

cosx, tanx και των αντίστροφων συναρτήσεων τους arcsinx, arccosx και arctanx. 

Η ανακάλυψη αυτή, την οποία 1ος είχε κάνει ο Μαντχάβα ντε Σανγκαµαγκράµα, 

ονοµάστηκε ακολουθία Gregory ή Gregory–Leibniz, µπορεί να γραφεί ως 

3 51 1
tan tan tan ...

3 5
θ θ θ θ= − + −  και συγκλίνει (δηλαδή η ισότητα ισχύει) µεταξύ π/4 

και –π/4. Ο Gregory ήταν ένας από τους πρώτους ειδικούς που σκέφτηκαν ότι ο 

τετραγωνισµός του κύκλου ήταν αδύνατος.   

 

13. Μία ακαταµάχητη πρόκληση 

Ο µαθηµατικός Thomas Fantet de Lagny(1660–1734), ο οποίος γεννήθηκε στην 

γαλλική πόλη Λυών, κέρδισε το δικό του µερίδιο αθανασίας χάρη σε 2  επιτεύγµατα 

στον τοµέα των µαθηµατικών. Το 1ο επίτευγµα, ήταν ο υπολογισµός 112 σωστών 

δεκαδικών ψηφίων του π , που για την εποχή εκείνη αποτελούσε παγκόσµιο ρεκόρ 

αυτού του ιδιαίτερου επιστηµονικού παιχνιδιού. Το 2ο επίτευγµα, λιγότερο σηµαντικό 

και ίσως αποκρυφιστικό, συνέβη την στιγµή που εγκατέλειπε τον κόσµο αυτό λέγεται ότι 
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όταν ο συνάδελφος του Maupertuis τον επισκέφθηκε στην νεκρική του κλίνη, ο 

Maupertuis του ψιθύρισε κάτι στο αυτί «ποιο είναι το τετράγωνο του 12;»,γνωρίζοντας 

ότι δεν υπήρχε άνθρωπος µε τόση αγάπη για τους αριθµούς που θα µπορούσε να 

αντισταθεί σε µία τέτοια πρόκληση. Το υποτιθέµενο πτώµα σχεδόν αναπήδησε από το 

κρεβάτι του και αφού φώναξε µε στεντόρεια φωνή «144» άφησε την τελευταία του πνοή. 

 

14. Johann Heinrich Lambert (1728–1777) 

Γερµανός µαθηµατικός και ιατρός, ο οποίος εφηύρε τα πρώτα αποτελεσµατικά 

υγρόµετρα και φωτόµετρα. Ήταν ο 1ος που απέδειξε ότι το π  είναι άρρητος αριθµός, 

χωρίς αυτή να είναι η µόνη του συµβολή στα µαθηµατικά. Μελέτησε τις υπερβολικές 

συναρτήσεις και τις συσχέτισε µε τη µη ευκλείδεια γεωµετρία. Εξίσου σηµαντική είναι η 

συνεισφορά του στον τοµέα της χαρτογραφίας, όπως η προβολή που φέρει το όνοµά του. 

Λόγω της πολύ φτωχής καταγωγής του ήταν αυτοδίδακτος, χωρίς όµως να δείχνει την 

παραµικρή ταπεινοφροσύνη όποτε αναγνωρίζονταν οι ικανότητές του. Αφού τον έκανε 

µέλος της Ακαδηµίας Επιστηµών του Βερολίνου, ο Φρειδερίκος Β' τον ρώτησε ποια ήταν 

τα επιστηµονικά πεδία των µελετών του. «Όλα», απάντησε εκείνος, χωρίς φυσικά να λέει 

ψέµατα. Ο βασιλιάς, µε ειρωνική διάθεση, συνέχισε «Ω, γνωρίζετε λοιπόν από 

µαθηµατικά;» «Φυσικά». Ο Φρειδερίκος Β', κάπως εκνευρισµένος την φορά αυτή, 

ρώτησε «Ποιος ήταν ο δάσκαλός σας;», και ο Lambert απάντησε  «Εγώ ο ίδιος, 

Υψηλότατε», κάτι που ήταν εντελώς αλήθεια. ∆υσπιστώντας ο µονάρχης και πάλι τον 

ειρωνεύτηκε  «Έχουµε, µπροστά µας έναν νέο Pascal!», για να εισπράξει την εξής 

αποστοµωτική απάντηση από τον Lambert «Το λιγότερο Υψηλότατε». 

Η απόδειξη, στην οποία κατέληξε για την ασυµµετρία του αριθµού π  είναι πολύ 

έξυπνη και ευκολονόητη. Ο Lambert, απέδειξε, χρησιµοποιώντας συνεχή κλάσµατα (και 

αυτό είναι το δύσκολο µέρος της απόδειξης), ότι εάν ο x είναι ρητός αριθµός 

διαφορετικός του µηδενός, τότε ο tanx είναι άρρητος. Επειδή tanπ/4=1 που είναι ρητός, 

τότε το π/4, άρα και το π , πρέπει να είναι άρρητοι. Εσκεµµένα δεν συσχετίσαµε τον 

Euler  µε τον αγώνα δρόµου για την εξεύρεση των δεκαδικών ψηφίων του π , αφενός 

επειδή ποτέ δεν έκανε κάποιο ρεκόρ.  Και παρόλο που υποθέτουµε ότι δεν αφοσιώθηκε 

στην αναζήτησή τους, πρέπει να επισηµάνουµε ότι, χρησιµοποιώντας τις γνώσεις του για 

τους τύπους Machin, ο Ελβετός µαθηµατικός, κατάφερε κάποτε να υπολογίσει 20 

δεκαδικά ψηφία του π  σε µία µόνο ώρα! 

Το 1841, ο William Rutherford (1798–1871), βασίστηκε σε ένα τύπο του Machin, 

1 1 1
4arc tan arc tan arc tan

4 5 70 99

π      = − +     
     

και κατέληξε σε 208 δεκαδικά ψηφία, από 

τα οποία σωστά ήταν τα 152. Το 1853 προσπάθησε ξανά, αυτή τη φορά µε τον 

παραδοσιακό τύπο του Machin και σηµείωσε το ρεκόρ των 440 δεκαδικών ψηφίων. 

Ο Johann Martin Zacharias Dase ή Dahse (1824–1861) καταλαµβάνει µια 

ιδιαίτερη θέση στην ιστορία των µαθηµατικών. Ένας από τους φίλους του, ο L.K. Schulz 

von Strassnitzky (1803–1852), του πρότεινε τον ακόλουθο τύπο του Machin 

1 1 1
4arc tan arc tan arc tan

4 2 5 8

π      = + +     
     

 και το 1844, ο Dase υπολόγισε 200 

δεκαδικά ψηφία του π . Το εκπληκτικότερο είναι ότι το κατάφερε από µνήµης, σε 2 

µόνο µήνες. Ήταν άνθρωπος προικισµένος µε απίστευτες υπολογιστικές ικανότητες, ένας 

πραγµατικός ανθρώπινος υπολογιστής. Ο Gauss, ο διασηµότερος µαθηµατικός της 
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εποχής του, συνέστησε στις αρχές να τον προσλάβουν και να τον πληρώνουν µε την ώρα 

για να κάνει υπολογισµούς. Μάλιστα, υπήρχε µια σύµβαση για τον υπολογισµό των 

διαιρετών των αριθµών Ν, όπως 7.000.000<Ν<10.000.000 και ο Dase αποδέχθηκε το 

συµβόλαιο, πέθανε όµως προτού προλάβει να σηµειώσει ικανοποιητική πρόοδο. Ο 

άνθρωπος αυτός ήταν χαρακτηριστική περίπτωση αυτού που αποκαλούµε αυτιστικό 

σοφό (ή αλλιώς ηλίθιο σοφό), πρόκειται για ανθρώπους εξαιρετικά προικισµένους για 

τους αριθµούς, ικανούς για απίστευτες ασκήσεις αποµνηµόνευσης, ελάχιστα όµως, 

ευφυείς για οτιδήποτε άλλο. Κατάφερνε, για παράδειγµα, να πολλαπλασιάζει 2 

οκταψήφιους αριθµούς σε λιγότερο από 1 λεπτό. Χρειαζόταν λίγο περισσότερο χρόνο, 

γύρω στις 9 ώρες, για εκατονταψήφιους αριθµούς. Η µνήµη του ήταν σχεδόν 

φωτογραφική για να µετρά αντικείµενα, είτε αυτά ήταν πρόβατα, γράµµατα ή πούλια του 

ντόµινο. Μάλλον έχοντας αυτό στο µυαλό του, ο συγγραφέας και επιστήµονας Arthur C. 

Clarke αναρωτιόταν σε µία επιστολή του προς τον παλαιοντολόγο Stephen Jay Gould, 

για το ποια θα µπορούσε να είναι η χρησιµότητα, για την εξέλιξη του είδους, της 

ικανότητας να µπορεί κάποιος να υπολογίζει µε το µυαλό του 200 δεκαδικά ψηφία του 

αριθµού π . Η απάντηση δεν µας είναι γνωστή. Το 1847, ο αυτοδίδακτος ∆ανός 

αστρονόµος και µαθηµατικός Thomas Clausen (1801–1885) κατάφερε να υπολογίσει 

248 σωστά δεκαδικά ψηφία, χρησιµοποιώντας δύο τύπους του Machin, τους 

1 1
2arc  tan arc  tan

4 3 7

π
= + ,  

1 1
4arc  tan arc  tan

4 5 239

π
= − .  

Η αλήθεια είναι ότι είχε υπολογίσει 250 ψηφία και ευτυχώς έκανε λάθος µόνο προς 

το τέλος. Το 1853, ο Γερµανός συνάδελφός του Jacob Heinrich Wilhelm Lehmann 

(1800–1863) κατάφερε να βρει 261 σωστά δεκαδικά ψηφία. Το όνοµά του δόθηκε σε 

έναν κρατήρα στην Σελήνη και κέρδισε και αυτός την αθανασία. Την επόµενη χρονιά, ο 

Γερµανός καθηγητής Richter κατάφερε να υπολογίσει αρχικώς 330, στην συνέχεια 400 

και τελικώς 500 δεκαδικά ψηφία. Ο ερασιτέχνης µαθηµατικός William Shanks 

(1812–1882) αφιέρωσε την ζωή του στους υπολογισµούς και εκτός του ότι κατάφερε να 

υπολογίσει και άλλες σταθερές, το 1875 κατάφερε να βρει 707 δεκαδικά ψηφία του π , 

επίτευγµα που αποτυπώθηκε σε ένα διάσηµο διάζωµα, στο µέλαθρο των ανακαλύψεων, 

στο Παρίσι. Ωστόσο, η πρόθεση του µουσείου να αποδώσει (το 1937) ένα τέτοιου είδους 

φόρο τιµής, αποδείχθηκε πολύ δαπανηρή αφού, µετά την απόδειξη του D.F. Ferguson ότι 

µόνο τα 527 πρώτα δεκαδικά ψηφία ήταν σωστά και τη σχετική δηµοσίευσή της, το 

1946, στην επιθεώρηση Nature, αναγκάστηκε να το τροποποιήσει. Τις υποψίες 

προκάλεσε το γεγονός ότι ο αριθµός 7 έκανε πολύ συχνά την εµφάνισή του, όπως είχε 

ήδη επισηµάνει και ο Augustus de Morgan (1806–1871). Όπως και πολλοί άλλοι που 

ήρθαν αντιµέτωποι µε τόσο τερατώδες υπολογισµούς, ούτε ο ίδιος ο Shanks απέφυγε τα 

λάθη και ελλείψει αναφορών, πίστευε ότι τα δεκαδικά του ψηφία ήταν σωστά. Πρέπει να 

θυµόµαστε ότι στην εποχή του δεν υπήρχαν αριθµοµηχανές ή υπολογιστές και ότι όλοι οι 

υπολογισµοί γίνονταν σε χαρτί, σε τεράστιες κόλλες χαρτιού που γέµιζαν αριθµούς. Στο 

µέλαθρο των ανακαλύψεων, µπορούµε πλέον να δούµε τα ψηφία διορθωµένα, γεγονός 

που δεν αποτελεί σε καµία περίπτωση ήττα, αλλά ένα πραγµατικό φόρο τιµής σε λάθη 

απολύτως δικαιολογηµένα. Γνωρίζουµε πλέον ότι ο Shanks έσφαλε επειδή δεν υπολόγισε 

το π  σε µία µόνο προσπάθεια, αλλά σταδιακά. ∆εν πρέπει να ξεχαστεί  η προσφορά 

του Ferguson, ο οποίος το  1947 δηµοσίευσε 808 δεκαδικά  ψηφία του π , που 

υπολόγισε σε 1 έτος, µε µηχανική αριθµοµηχανή, πολλή υποµονή και τον ακόλουθο τύπο 
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4 4 20 1985
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Τo 1882, o Γερµανός Lindermann πάγωσε τον ενθουσιασµό όσων αναζητούσαν τα 

δεκαδικά ψηφία του π , αποδεικνύοντας ότι ο αριθµός αυτός δεν ήταν αλγεβρικός, άρα 

ούτε κατασκευάσιµος. Ο Lindermann, ήταν εκείνος που απέδειξε ότι ο π  είναι αριθµός 

υπερβατικός και έχει ενδιαφέρον να επισηµάνουµε ότι, στην απόδειξη του, που 

παρουσιάζεται αναλυτικά σε ένα ηµερολόγιο µε πολλές πυκνογραµµένες σελίδες, δεν 

χρησιµοποιεί καθόλου γεωµετρία. Με τον τρόπο αυτό, το π  βγήκε από το γεωµετρικό 

του πλαίσιο και αυτό συνέβη την ηµέρα που αποδείχθηκε η υπερβατικότητά του. 

Η πρωτότυπη απόδειξη του Lindermann βασίζεται στα ίδια µοντέλα που είχε 

χρησιµοποιήσει µερικά χρόνια νωρίτερα ο Charles Hermite (1822–1901) για να 

αποδείξει την υπερβατικότητα του e, µιας άλλης διάσηµης σταθεράς. Ακολούθησαν 

φυσικά και άλλες αποδείξεις όλο και λιγότερο περίπλοκες, αλλά αυτή η πρώτη ήταν από 

µόνη της αρκετή για να εκδιωχθεί το π  από τον παράδεισο του αγνώστου. Πριν από τον 

Lindermann ήταν ήδη γνωστό ότι αν υποθέσουµε την υπερβατικότητα του π , ο 

τετραγωνισµός του κύκλου ήταν αδύνατος. Η απόδειξη του Lindermann, έβαλε οριστικό 

τέλος σε αυτό το θρυλικό πρόβληµα. Ο τετραγωνισµός του κύκλου ήταν αδύνατος. 

 

15. Τι είναι ένας υπερβατικός αριθµός; 

Ένας αριθµός ονοµάζεται αλγεβρικός όταν αποτελεί λύση µιας πολυωνυµικής 

εξίσωσης 1

1 1 0... 0n n

n na x a x a x a−
−+ + + + =  µε συντελεστές 1 1 0,  ,..., ,  n na a a a− που όλοι 

είναι ρητοί αριθµοί. Αποδεικνύεται ότι, κάθε αριθµός που κατασκευάζεται 

(χρησιµοποιώντας, κανόνα και διαβήτη πεπερασµένες φορές), είναι αλγεβρικός.  Ένας 

µη αλγεβρικός αριθµός ονοµάζεται υπερβατικός. Άρα, ένας υπερβατικός αριθµός δεν 

είναι κατασκευάσιµος. 

 

16. Παραστάσεις µε το π  

 Κάποτε ο λόρδος Kelvin έγραψε στον πίνακα 
2xe dx π

+∞
−

−∞

=∫  και απευθυνόµενος 

στους ακροατές του, δήλωσε «Μαθηµατικός είναι εκείνος για τον οποίο η εξίσωση αυτή 

είναι εξίσου προφανής µε το 2+2=4». Ο νόµος του Coulomb, ορίζει την ηλεκτρική 

δύναµη που ασκείται µεταξύ δύο φορτίων 1 2,  q q   που απέχουν απόσταση r  και είναι 

1 2

2

04

q q
F

rπ ε
⋅

=
⋅ ⋅ ⋅

, µε 0ε  τη σταθερά της διαπερατότητας του κενού. Ο 3ος νόµος του 

Kepler, είναι 
( )

2 3
2

1 2

4 a
p

G m m

π
=

+
, όπου p είναι η περίοδος, 1 2,  m m  οι µάζες, a  ο 

µεγάλος ηµιάξονας και G  η παγκόσµια σταθερά της βαρύτητας. Η αρχή αβεβαιότητας 

(ή απροσδιοριστίας) του Heisenberg 
4

h
x p

π
∆ ⋅∆ ≥  αναφέρεται στη µέση θέση x  ενός 

σωµατιδίου µε ορµή p , όπου η τιµή του h  είναι µια σταθερά, που ονοµάζεται κβάντο 

δράσης (δράση=ενέργεια x χρόνο) και την ανακάλυψε ο Planck. Η κοσµολογική σταθερά 
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π⋅ ⋅
Λ =

⋅
, όπου G  η σταθερά της βαρύτητας, c  η ταχύτητα του φωτός και 

p  η πυκνότητα ύλης και ακτινοβολίας.  

 

17. Μαθηµατικοί τύποι που παρεµβαίνει το π  

Οι βασικοί τύποι, αφορούν κυρίως ένα τύπο καµπυλών που ονοµάζονται κωνικές 

τοµές, επειδή προκύπτουν από την τοµή ενός κώνου και ενός επιπέδου. Σε όσα 

αναφέρονται στη συνέχεια, ως r  εννοείται η ακτίνα.  

� Μήκος περιφέρειας: 2 rπ ,     

� Επιφάνεια κύκλου: 2rπ ,   

� Επιφάνεια σφαίρας 24 rπ ⋅  

� Επιφάνειας έλλειψης µε ηµιάξονες ,  a b : a bπ ⋅ ⋅   

� Επιφάνεια κανονικού n–γώνου, µε ηµιπερίµετρο s : 
2

A cot
4

n s

n

π⋅  =  
 

 

� Συνολική επιφάνεια κώνου εκ περιστροφής µε γενέτειρα g : ( )r r gπ ⋅ +  

� Όγκος σφαίρας 34

3
rπ ⋅ , 

� Όγκος  ελλειψοειδούς µε ηµιάξονες ,  ,  a b c : 
4

3
a b cπ ⋅ ⋅ ⋅  

� Όγκος ευθύ κυλίνδρου ύψους h : 2V r hπ= ⋅ ⋅  

 

� Όγκος ευθύ κώνου ύψους h : 
2

3

r h
V

π ⋅ ⋅
=  

 

18. Βασικοί τύποι 

Βασικός, ονοµάζεται κάθε τύπος που η ανακάλυψη του είχε προηγηθεί της εποχής 

των υπολογιστών. Στο παρελθόν, οι µαθηµατικοί επικεντρώνονταν κυρίως στις µεθόδους 

που τους επέτρεπαν να βρουν τα ψηφία του π  µε όσο πιο αποτελεσµατικό τρόπο.  

Ο τελευταίος τύπος, είναι ένα µιγαδικό ολοκλήρωµα που ο δρόµος ολοκλήρωσης 

είναι µία κλειστή καµπύλη που περιελίσσεται αντίθετα από τη φορά των δεικτών του 

ρολογιού, γύρω από το σηµείο z=0. Εξίσου σηµαντική θέση στον κόσµο του π  

κατέχουν οι σειρές:  
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19. Η µανία µε το π  

Το π  είναι όντως ένας πολύ ιδιαίτερος αριθµός. Εξαιτίας του ενθουσιασµού, του 

πάθους, του πραγµατικού φανατισµού για το π  και τα δεκαδικά του ψηφία 

δηµιουργήθηκε ο όρος «πι–µανία», για να περιγραφεί η εµµονή µε τον αριθµό αυτό. Μια 

περιήγηση στον κόσµο αυτό, είναι διασκεδαστική και ενδιαφέρουσα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γύρω από το π  έχει αναπτυχθεί και ο τοµέας του µάρκετινγκ. Το σύµβολο του π  

βρίσκεται σε ρούχα (ακόµη και για τα ζωάκια συντροφιάς), κουµπιά, µανικετόκουµπα, 

φλιτζάνια, πιάτα, τσαγιέρες, ρολόγια, mouse pads, ποδιές, λούτρινα αρκουδάκια, 

µαξιλαράκια, κουτάκια, κεραµικά πλακάκια, εσάρπες, αφίσες, διακοσµητικά 

αυτοκινήτου. Τα αγρογλυφικά σε χωράφια µε καλαµπόκι, έργα υποτίθεται των 

εξωγήινων, βρέθηκαν έντονα στο προσκήνιο πριν από µερικά χρόνια. Από τη σχετική 

ανάλυση προέκυψε ότι ο κύκλος της φωτογραφίας αριστερά βασιζόταν στα δεκαδικά 

ψηφία του π . Υπάρχουν όµως και εκείνα που δεν αφήνουν περιθώρια για αµφιβολίες, 

όπως φαίνεται στη δεξιά φωτογραφία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η ηµέρα του π  ή όπως την αποκαλούν στα αγγλικά, η Pi–Day, είναι η 14η 

Μαρτίου, όπως διαβεβαιώνει ο εµπνευστής της, ο Αµερικανός Larry Shaw. Στις ΗΠΑ, η 

ηµεροµηνία αυτή γράφεται ως 3/14 ή 3–14 όπως δηλαδή τα πρώτα ψηφία του π . 
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Μπορεί η κίνηση αυτή να φαίνεται ανόητη, αλλά γνωρίζει ήδη µεγάλη επιτυχία και 

µοιάζει να εξαπλώνεται σε χιλιάδες πανεπιστήµια.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το αγαπηµένο πιάτο των συµµετεχόντων στην ηµέρα του π  είναι η πίτσα επειδή 

στο στρογγυλό της σχήµα βρίσκονται τα µυστικά του π . Από αυτούς τους εορτασµούς 

προέκυψαν πολλών ειδών πρωτοβουλίες. Τυπώθηκαν µέχρι και αφίσες που διαφήµιζαν 

τις ιδιότητες της πίτσας. Η ηµέρα του π  συµπίπτει µε την ηµεροµηνία γέννησης του 

Albert Einstein, γεγονός που αναµφίβολα συµβάλλει στην επιτυχία της γιορτής. Ο 

αριθµός π  συνδέεται και µε άλλα γαστριµαργικά προϊόντα, όπως το τυρί, το κρασί και  

ένα άρωµα. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η φήµη του συµβόλου π  ξεκινά από πολύ παλιά. Το 1915, ήταν το έµβληµα της 

µοίρας 22 της RAF. Όταν η Google εξέδωσε µετοχές, εκείνες της σειράς Α έφθαναν 

µέχρι τον αριθµό 14.159.265 (ας θυµηθούµε ότι π=3,14159265...). Η µαθηµατική 

κατάρτιση των ιδιοκτητών της Google έφθασε µέχρι το χρηµατιστήριο της Wall Street. 

Το 1988, η εταιρία Automata UK δηµιούργησε ένα παιχνίδι σχετικό µε το π , που 
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λεγόταν Pimania και πρωταγωνιστής του ήταν ο ήρωας Pi–Man. Σήµερα το παιχνίδι αυτό 

θεωρείται παρωχηµένο, αλλά δεν θα ήταν καθόλου παράξενο αν κάποιος αποφάσιζε να 

το ξαναβγάλει στην αγορά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Το εντυπωσιακότερο ίσως γεγονός αυτής της λατρείας για το π  είναι η µη 

εµπορική χρήση µίας µηχανής αναζήτησης των ψηφίων του, µε στόχο τον εντοπισµό 

µιας δεδοµένης ακολουθίας ψηφίων, µεταξύ των περίπου οκτώ εκατοµµυρίων πρώτων 

δεκαδικών ψηφίων του. Αν κάποιος επιθυµεί να µάθει σε ποιο σηµείο αυτής της άπειρης 

ακολουθίας των ψηφίων βρίσκεται εκείνη που σχηµατίζεται από την ηµέρα, το µήνα και 

το έτος της γέννησης του, αρκεί να µπει στο διαδίκτυο, στην µηχανή αναζήτησης The 

π–searcher, να γράψει τον αριθµό αυτό και αν βρίσκεται ανάµεσα στα πρώτα 

εκατοµµύρια ψηφία (αρχικά οκτώ εκατοµµύρια, κατόπιν 200 εκατοµµύρια και 

αυξάνονται συνεχώς), ένα µήνυµα θα τον πληροφορήσει σε ποιο σηµείο µπορεί να το 

βρει. Αν δεν υπάρχει, επίσης θα υπάρξει ενηµέρωση.   

 

20. Ο κινηµατογράφος, η λογοτεχνία και το π  

Οι εµφανίσεις του π  στην 7η τέχνη µετριούνται σε χιλιάδες. Σε γενικές γραµµές, 

πρόκειται απλώς για ανέκδοτα που σκοπό έχουν να προσθέσουν µια αχλή µυστηρίου στις 

συγκεκριµένες καταστάσεις. Είναι η περίπτωση της ταινίας Torn Curtain (Το σχισµένο 

παραπέτασµα) του Άλφρεντ Χίτσκοκ, όπου π  είναι το κωδικό όνοµα της οργάνωσης 

διαφυγής προς το ελεύθερο κόσµο. Στο πλαίσιο αυτό, σπανίως εξερευνάται η 

µαθηµατική φύση του αριθµού π , ή γίνεται µε τρόπο επιφανειακό, µε σκοπό τη 

δηµιουργία των έντονων εντυπώσεων. Αυτό συµβαίνει και στην ταινία π  που 

σκηνοθέτησε το 1998 ο Αµερικάνος Ντάρεν Αρονόφσκι. Η ταινία πραγµατεύεται την 

περιπέτεια της µαθηµατικής µεγαλοφυΐας Max Cohen, ο οποίος σταδιακά τρελαίνεται 

λόγω της εµµονής του µε κάποια ψηφία. Η ταινία παίζει µε την αποκρυφυστική σηµασία 

των αριθµών, µία ιδέα που πλησιάζει την εβραϊκή Καµπάλα, δίνοντας µεγαλύτερη 

έµφαση στο δραµατικό στοιχείο εις βάρος της µαθηµατικής ακρίβειας. Μία ακόµη ταινία 

στην οποία ο αριθµός π  έπαιξε βασικό ρόλο είναι η σκηνοθετηµένη το 1997 από τον 

Ρόµπερτ Ζεµέκη Contact (Επαφή), µε την Τζόντι Φόστερ στο ρόλο της αστρονόµου 

Eleanor Arroway όπου οι εξωγήινοι υποστηρίζουν ότι στα δεκαδικά ψηφία του π υπάρχει 

κρυµµένο ένα µήνυµα. Το εγχείρηµα θα µπορούσε να είναι µια εξαιρετική ταινία για το 
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π , αλλά το σενάριο που επιλέχθηκε δεν επικεντρωνόταν τελικά στον αριθµό. Στο 

πρωτότυπο µυθιστόρηµα Contact, που συνέγραψε ο διάσηµος κοσµολόγος Καρλ Σαγκάν 

1985, στο οποίο βασίστηκε η ταινία, ο π παίζει ένα πραγµατικά εξαιρετικό ρόλο και 

προκάλεσε διαµάχες σε επιστηµονικό επίπεδο. Ας δούµε µε ποιον τρόπο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η επαφή είναι µία ταινία µε θέµα την πιθανή επαφή µε εξωγήινους πολιτισµούς και 

τα κυρίως θεολογικά προβλήµατα, που θα µπορούσαν να ανακύψουν µεταξύ των Γήινων 

λόγω µίας τέτοιας συνάντησης. Αφηγείται την ιστορία της κοσµολόγου Arroway, 

δουλεία της οποίας είναι να αφουγκράζεται το διάστηµα µε τη βοήθεια πολλών 

ραδιοτηλεσκόπιων. Αρχικά, εντοπίζει ένα σήµα που προέρχεται από το µακρινό 

διάστηµα και στη συνέχεια κατασκευάζει ένα µηχάνηµα για να δηµιουργήσει µία 

«σκουληκότρυπα» στη δοµή του σύµπαντος και να έρθει σε επαφή µε τους εξωγήινους.  

Αυτοί υποβάλλουν στην Arroway την ιδέα ότι στα δεκαδικά ψηφία του π  µπορεί 

να κρύβεται ένα  µυστικό µήνυµα µπερδεµένο µε την πραγµατικότητα, κάτι που οι 

εξωγήινοι, δεν θα ήταν σε θέση να παραποιήσουν, αφού µοναδικός δηµιουργός του είναι 

ο Θεός, ο πλάστης του σύµπαντος. Το µήνυµα αυτό, σύµφωνα µε τους εξωγήινους, είναι 

γραµµένο στη δεκαδική παράσταση του π . Μεγάλο µέρος των ψηφίων του αποτελείται 

από µηδενικά και µονάδες, που µπορούν να διαταχθούν γύρω από ένα τετράγωνο και να 

σχηµατίσουν ένα τέλειο κύκλο. Είναι γραµµένο στη φύση από την αρχή των αιώνων, 

µέσα στο π . Άραγε το έφτιαξε έτσι ο Θεός; Σε ένα κλασσικό έργο της σύγχρονης 

χιουµοριστικής λογοτεχνίας, στο διήγηµα του Βρετανού Douglas Adams The 

Hitchhiker's Guide to the Galaxy (Γυρνώντας το γαλαξία µε ωτοστόπ), ένας γιγάντιος 

υπολογιστής µεταφέρει στους ανθρώπους την απάντηση στα ερωτήµατα γύρω από τη 

ζωή, την ύπαρξη, απαντά σχεδόν στα πάντα. Η κάπως αναπάντεχη απάντηση είναι «42». 

Για κάποιους λάτρεις του π , η απάντηση αυτή υπερέβαινε τα όρια του χιούµορ, την 

εξέλαβαν ως πρόκληση και στρώθηκαν στη δουλεία. ∆εν ασχολήθηκαν µε το 42 επειδή 

του φάνηκε πολύ απλό, αλλά µε τη βοήθεια της µηχανής The π searcher, έψαξαν για πιο 

σύνθετους συνδυασµούς όπως 424242, ο οποίος έκανε τελικά την εµφάνισή του στην 
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θέση 242.423. ∆εν υπάρχει αµφιβολία ότι η έρευνα αυτή θα συνεχιστεί. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

21. Τα πρώτα ψηφία του π  

3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307

816406286208998628034825342117067982148086513282306647093844609550582231

725359408128481117450284102701938521105559644622948954930381964428810975

665933446128475648233786783165271201909145648566923460348610454326648213

393607260249141273724587006606315588174881520920962829254091715364367892

590360011330530548820466521384146951941511609433057270365759591953092186

117381932611793105118548074462379962749567351885752724891227938183011949

129833673362440656643086021394946395224737190702179860943702770539217176

293176752384674818467669405132000568127145263560827785771342757789609173

637178721468440901224953430146549585371050792279689258923542019956112129

021960864034418159813629774771309960518707211349999998372978049951059731

732816096318595024459455346908302642522308253344685035261931188171010003

137838752886587533208381420617177669147303598253490428755468731159562863

882353787593751957781857780532171226806613001927876611195909216420198938

095257201065485863278865936153381827968230301952035301852968995773622599

413891249721775283479131515574857242454150695950829533116861727855889075

098381754637464939319255060400927701671139009848824012858361603563707660

104710181942955596198946767837449448255379774726847104047534646208046684

259069491293313677028989152104752162056966024058038150193511253382430035

587640247496473263914199272604269922796782354781636009341721641219924586

315030286182974555706749838505494588586926995690927210797509302955321165

344987202755960236480665499119881834797753566369807426542527862551818417

574672890977772793800081647060016145249192173217214772350141441973568548

161361157352552133475741849468438523323907394143334547762416862518983569

485562099219222184272550254256887671790494601653466804988627232791786085

784383827967976681454100953883786360950680064225125205117392984896084128
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488626945604241965285022210661186306744278622039194945047123713786960956

364371917287467764657573962413890865832645995813390478027590099465764078

951269468398352595709825822620522489407726719478268482601476990902640136

394437455305068203496252451749399651431429809190659250937221696461515709

858387410597885959772975498930161753928468138268683868942774155991855925

245953959431049972524680845987273644695848653836736222626099124608051243

884390451244136549762780797715691435997700129616089441694868555848406353

422072225828488648158456028506016842739452267467678895252138522549954666

727823986456596116354886230577456498035593634568174324112515076069479451

096596094025228879710893145669136867228748940560101503308617928680920874

760917824938589009714909675985261365549781893129784821682998948722658804

857564014270477555132379641451523746234364542858444795265867821051141354

735739523113427166102135969536231442952484937187110145765403590279934403

742007310578539062198387447808478489683321445713868751943506430218453191

048481005370614680674919278191197939952061419663428754440643745123718192

179998391015919561814675142691239748940907186494231961567945208095146550

225231603881930142093762137855956638937787083039069792077346722182562599

661501421503068038447734549202605414665925201497442850732518666002132434

088190710486331734649651453905796268561005508106658796998163574736384052

571459102897064140110971206280439039759515677157700420337869936007230558

763176359421873125147120532928191826186125867321579198414848829164470609

575270695722091756711672291098169091528017350671274858322287183520935396

572512108357915136988209144421006751033467110314126711136990865851639831

501970165151168517143765761835155650884909989859982387345528331635507647

918535893226185489632132933089857064204675259070915481416549859461637180

270981994309924488957571282890592323326097299712084433573265489382391193

259746366730583604142813883032038249037589852437441702913276561809377344

403070746921120191302033038019762110110044929321516084244485963766983895

228684783123552658213144957685726243344189303968642624341077322697802807

318915441101044682325271620105265227211166039666557309254711055785376346

682065310989652691862056476931257058635662018558100729360659876486117910

453348850346113657686753249441668039626579787718556084552965412665408530

614344431858676975145661406800700237877659134401712749470420562230538994

561314071127000407854733269939081454664645880797270826683063432858785698

305235808933065757406795457163775254202114955761581400250126228594130216

471550979259230990796547376125517656751357517829666454779174501129961489

030463994713296210734043751895735961458901938971311179042978285647503203

198691514028708085990480109412147221317947647772622414254854540332157185

306142288137585043063321751829798662237172159160771669254748738986654949

450114654062843366393790039769265672146385306736096571209180763832716641

627488880078692560290228472104031721186082041900042296617119637792133757

511495950156604963186294726547364252308177036751590673502350728354056704

038674351362222477158915049530984448933309634087807693259939780541934144

737744184263129860809988868741326047215695162396586457302163159819319516

735381297416772947867242292465436680098067692823828068996400482435403701

416314965897940924323789690706977942236250822168895738379862300159377647
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165122893578601588161755782973523344604281512627203734314653197777416031

990665541876397929334419521541341899485444734567383162499341913181480927

777103863877343177207545654532207770921201905166096280490926360197598828

161332316663652861932668633606273567630354477628035045077723554710585954

870279081435624014517180624643626794561275318134078330336254232783944975

382437205835311477119926063813346776879695970309833913077109870408591337

464144282277263465947047458784778720192771528073176790770715721344473060

570073349243693113835049316312840425121925651798069411352801314701304781

643788518529092854520116583934196562134914341595625865865570552690496520

985803385072242648293972858478316305777756068887644624824685792603953527

734803048029005876075825104747091643961362676044925627420420832085661190

625454337213153595845068772460290161876679524061634252257719542916299193

064553779914037340432875262888963995879475729174642635745525407909145135

711136941091193932519107602082520261879853188770584297259167781314969900

901921169717372784768472686084900337702424291651300500516832336435038951

702989392233451722013812806965011784408745196012122859937162313017114448

464090389064495444006198690754851602632750529834918740786680881833851022

833450850486082503930213321971551843063545500766828294930413776552793975

175461395398468339363830474611996653858153842056853386218672523340283087

112328278921250771262946322956398989893582116745627010218356462201349671

518819097303811980049734072396103685406643193950979019069963955245300545

058068550195673022921913933918568034490398205955100226353536192041994745

538593810234395544959778377902374216172711172364343543947822181852862408

514006660443325888569867054315470696574745855033232334210730154594051655

379068662733379958511562578432298827372319898757141595781119635833005940

873068121602876496286744604774649159950549737425626901049037781986835938

146574126804925648798556145372347867330390468838343634655379498641927056

387293174872332083760112302991136793862708943879936201629515413371424892

830722012690147546684765357616477379467520049075715552781965362132392640

616013635815590742202020318727760527721900556148425551879253034351398442

532234157623361064250639049750086562710953591946589751413103482276930624

743536325691607815478181152843667957061108615331504452127473924544945423

682886061340841486377670096120715124914043027253860764823634143346235189

757664521641376796903149501910857598442391986291642193994907236234646844

117394032659184044378051333894525742399508296591228508555821572503107125

701266830240292952522011872676756220415420516184163484756516999811614101

002996078386909291603028840026910414079288621507842451670908700069928212

066041837180653556725253256753286129104248776182582976515795984703562226

293486003415872298053498965022629174878820273420922224533985626476691490

556284250391275771028402799806636582548892648802545661017296702664076559

042909945681506526530537182941270336931378517860904070866711496558343434

769338578171138645587367812301458768712660348913909562009939361031029161

615288138437909904231747336394804575931493140529763475748119356709110137
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