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1. Ένταση της ακτινοβολίας 

Στη βιοφυσική εµφανίζονται διάφορος πηγές «ακτινοβολίας»: 

ηλεκτροµαγνητικά κύµατα, ηχητικά κύµατα, πυρηνική ακτινοβολία κ.λπ. Υποθέτουµε 

ότι η πηγή S είναι «σηµειακή» και ότι εκπέµπει ενέργεια οµοιόµορφα προς κάθε 

κατεύθυνσή στο χώρο. Αν Ε είναι η ενέργεια που εκπέµπεται ανά δευτερόλεπτο, να 

βρεθεί το όριο στο όποιο τείνει η ένταση τις πηγής I, όταν η απόσταση r από την πηγή 

τείνει στο άπειρο και όταν η r τείνει στο µηδέν.  

 Η ένταση I τις πηγής, είναι εξορισµού ίση µε την ενέργεια αν δευτερόλεπτο 

και ανά µονάδα επιφάνειας, Σηµεία του χώρου µε ίση ένταση, βρίσκονται στην 

επιφάνεια σφαίρας µε κέντρο την σηµειακή πηγή S. Επειδή η επιφάνεια σφαίρας είναι 
24 rπ , όπου r η ακτίνα τις σφαίρας,  έχουµε: 

24

E
I

rπ
= . Άρα 

2 20 0 0

1
lim lim lim

4 4r r r

E E
I

r rπ π→ → →
= = = ∞  και 

2 2

1
lim lim lim 0

4 4r r r

E E
I

r rπ π→ ∞ → ∞ → ∞
= = = . 

 

2. Νόµος του Weiss 

Ζωντανοί ιστοί ερεθίζονται από ηλεκτρικό ρεύµα, µόνο όταν το ρεύµα φθάσει 

ή υπερβεί ένα ορισµένο κατώφλι ε, το οποίο εξαρτάται από την διάρκεια t που το 

ρεύµα διαρρέει τον ιστό. Ο νόµος του Weiss λέει ότι  
α

ε β
τ

= + , , 0α β >  σταθερές. 

Να βρεθεί το όριο του ε όταν το t  τείνει στο 0 και όταν το t τείνει στο ∞ . 

0
lim lim lim
t t

a

t tο

α
ε β β β

→ →

 = + = = + ∞ = ∞ 
 

. 

lim lim lim 0
t t t

a

t t

α
ε β β β β

→∞ →∞ →∞

 = + = = + = 
 

. 

 

3. Χρωµοσώµατα του φύλου 

Στον άνθρωπο και σε ορισµένο είδος εντόµων, υπάρχουν δύο είδη 

χρωµοσωµάτων καθορισµού του φύλου, τα Χ και Υ. Τα ΧΧ άτοµα είναι άρρενα και 

τα XY άτοµα θήλεα. Έστω Α και α και α δύο αλληλόµορφα γονίδια. Υποθέτουµε ότι 

ενώ τα θήλεα άτοµα µπορεί να είναι  των τριών γονοτύπων ΑΑ, Αα ή αα, τα άρρενα 

άτοµα δεν µπορεί να είναι παρά γονοτύπου Aα. Αποδεικνύεται ότι κάτω από 

συνθήκες τυχαίου ζευγαρώµατος, οι συχνότητες εµφάνισης των Α και α 

παρουσιάζουν ταλάντωση γύρω από µία τιµή, από γενιά σε γενιά και για την ακρίβεια 

ότι, αν nq , είναι η συχνότητα εµφάνισης του άρρενος γονότυπου a ⋅  στη n–οστή 

γενιά, τότε 11
0, 40 0, 20( )

2

n

n
q −= + − . Να βρεθεί το όριο τις ακολουθίας nq , των 

συχνοτήτων.  

1 11 1
lim 40 0,20( ) 0,40 0,20lim( ) 0,40 0,20.0 0,40

2 2

n n

n
n n

q − −

→∞ →∞

 = + − = + − = + =  
 

 

Παρατήρηση: Παράδειγµα ακολουθίας από την καθηµερινή ζωή είναι οι µουσικές 

κλίµακες και η θύρα 1, θύρα 2, κ.λπ. των γηπέδων, ενώ η σειρά στην οποία 
περιµένουµε µέχρι να ανοίξει ένα ταµείο και στην οποία προστίθεται και ένα νέο 

άτοµο, ως ακολουθία µερικών αθροισµάτων, είναι σειρά µε τη µαθηµατική έννοια 

του όρου. 
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4. Αναπαραγωγή πληθυσµού 

Σε ένα πληθυσµό που πολλαπλασιάζεται γρήγορα, υποθέτουµε ότι τα άτοµα  

γίνονται ενήλικα και ικανά για αναπαραγωγή σε δύο µήνες, ενώ η κύηση διαρκεί έναν 

µήνα. Υποθέτουµε ακόµη ότι κάθε ζεύγος ενήλικων ατόµων γεννά ένα ζεύγος. 

Ξεκινώντας από ένα ζεύγος ενήλικων ατόµων να βρεθεί ο αριθµός nα  των ενήλικων 

ζευγών στο τέλος του n − οστου µήνα. Να δειχθεί ότι ἡ ακολουθία 1n
n

n

a
b

a

+=  

συγκλίνει, όταν  n → ∞  και να βρεθεί το όριο τις.  

Στο τέλος του 1ου µήνα υπάρχει 1 ζεύγος ενήλικων (το αρχικό) που έχει 

γεννήσει ένα νεαρό ζεύγος, έστω Ζ1. Άθροισµα 2 ζεύγη. 

Στο τέλος του 2ου µήνα υπάρχει 1 ζεύγος ενήλικων (το αρχικό) που έχει 

γεννήσει και δεύτερο νεαρό ζεύγος, έστω Ζ2. Άθροισµα 3 ζεύγη. 

Στο τέλος του 3ου µήνα υπάρχει 1 ζεύγος ενήλικων (το αρχικό) και ένα 2ο 

ζεύγος ενηλίκων το Ζ1 πού έχει τώρα ενηλικιωθεί και το οποίο γεννά και αυτό ένα 

νεαρό ζεύγος Ζ4, εκτός από τα νεαρά ζεύγη Ζ3 που γεννά το αρχικό ζεύγος ενηλίκων 

και το Ζ2 που υπάρχει. Άθροισµα 5 ζεύγη. 

Στο τέλος του 4ου µήνα υπάρχουν 3 ζεύγη ενηλίκων: το αρχικό, το Ζ1 πού έχει 

ενηλικιωθεί τον προηγούµενο µήνα και το Ζ2 που τώρα ενηλικιώνεται, ενώ έχουν 

γεννηθεί δύο ακόµη νεαρά ζεύγη, έστω Ζ5 και Ζ6 από το αρχικό και από το Ζ1. 

Άθροισµα 8 ζεύγη. 

Στο τέλος του 5ου µήνα υπάρχουν 5 ζεύγη ενηλίκων: το αρχικό, τοΖ1 , Ζ2, το 

Ζ3 , και το Ζ4 , που τώρα ενηλικιώνεται, και 8 νεαρά ζεύγη. Άθροισµα 13 ζεύγη κ.λπ. 

Παρατηρούµε λοιπόν ότι είναι α1=1, α2=1,α3=2, α4=3,α5=5 κ.λπ. Κ.λπ. και ότι ισχύει 

3 1 2

4 2 3

5 3 4

2 1 1

3 1 2

5 2 3

α α α

α α α

α α α

= = + = +

= = + = +

= = + = +
 

οπότε γενικά θα είναι 1 1n n naα α+ −= + , δηλ. ο κάθε ορός είναι το άθροισµα των 2 

προηγουµένων του. Η ακολουθία αυτή λέγεται ακολουθία αριθµών του Fibonacci και 

εκτός από τη γενετική, βρίσκει εφαρµογή στη φυλλοταξινόµηση, όπου µελετώνται τα 

φυτά σε σχέση µε τη διάταξη των φύλλων τους, την απόσταση και τη γωνία στροφής 

των φύλλων τους. 

Ας θεωρήσουµε την ακολουθία bn, των λόγων 2 διαδοχικών όρων τις 

ακολουθίας Fibonacci. Αν η ακολουθία bn, συγκλίνει σε ένα όριο b, το όριο αυτό τις 

πληροφορεί ότι η εξέλιξη του πληθυσµού (αύξηση αν b>1, µείωση αν b<1) τείνει να 

γίνει σταθερή. Υποθέτοντας την ύπαρξη του lim
n

b
→∞

 προχωρούµε να υπολογίσουµε την  

τιµή του. Αν lim
n n

b b
→∞

= , η ακολουθία n nc b b= −  είναι µηδενική, δηλαδή lim 0
n

n
c

→∞
= . 

Από τη σχέση 1 1n n naα α+ −= + , διαιρώντας µε na , παίρνουµε: 
1 1 1n n

n n
a a

α α+ −= +  και 

επειδή 
1: ,n

n

n

b
a

α += οπότε 1

1

n
n

n

b
a

α
−

−

= , έχουµε 
1

1
1,n

n

b
b −

= +  ή 
1

1
1n

n

c b
c b−

+ = −
+

. 

Οπότε η τιµή του b  είναι η θετική ριζά τις δευτεροβάθµιας τις εξίσωσης, δηλαδή 

( )1
1 5

2
b = + . O αριθµός τις είναι γνωστός από το πρόβληµα τις χρυσής τοµής στην 

ευκλείδεια γεωµετρία. Τη χρυσή τοµή ή θεία αναλογία κατά τον Luca Pacioli δηλαδή 

τη διαίρεση ευθυγράµµου τµήµατος ΑC, µε ένα σηµείο Β µεταξύ Α και C, σε µέσο 
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και άκρο λόγο, δηλαδή σε δύο ευθύγραµµα τµήµατα έτσι ώστε 
AB AC

BC AB
= ή 

2( ) ( ) ( )AB AC BC= ⋅  (οπότε ἡ (3) προκύπτει για 1BC = ), ξανακαλύπτει κανείς να 

έχει χρησιµοποιηθεί  στην αρχιτεκτονική, τις εικαστικές τέχνες, τη µουσική, στο 

γερµανικό σύστηµα DIN, στη θεωρία βελτιστοποίησης, στο χρηµατιστήριο, στη 

θεωρία πληροφοριών. Μένει να αποδειχθεί ότι ἡ ακολουθία (bn) συγκλείνει στο b. 

Καταρχήν θα δείξουµε επαγωγικά ότι ( )1

5

n n

na b c= −  όπου 
1 5

2
b

+
=  και 

1 5

2
c

−
= είναι οι ρίζες του τριωνύµου (3).  

� Για n=1 είναι 1

1 1 1 5 1 5 1 2 5
( ) 1

2 2 25 5 5
a b c

 + +
= − = − = =  

 
 

� Για n=2 είναι 2 2

2

1 1 1 5 1 5
( ) ( )( ) 1

2 25 5
a b c b c b c

+ −
= − = − + = + =  

� Για n=3 είναι 
3 3 2 2 2

3

1 1
( ) ( )( ) 1

5 5
a b c b c b bc c b c= − = − + + = + − =  

1 5 2 5 1 5 2 5
1 2

4 4

+ + + −
+ − =  αφού το γινόµενο των ριζών του (3) είναι  bc=-1, 

κ.λπ. ∆εχόµαστε ότι ἡ σχέση (4) ισχύει µέχρι n-1 και θα δείξουµε ότι ισχύει και για n: 

Ισχύει ( ) ( )1 1 1 1

1 2

1 1
,  

5 5

n n n n

n nb c a b cα − − − −
− −= − = −  και επειδή 1 2n n na a a− −= + , 

έχουµε ότι 
1 2 1 21

( )
5

n n n n

na b b c c− − − −= + − − 2 21
( 1) ( 1)

5

n nb b c c− − = + − +  . Επειδή τα

na  και nb είναι οι ρίζες του (3), έχουµε b2-b-1=0, δηλαδή b2=b+1 και c2=c+1 

Τότε 
2 2 2 21 1

( ) ( )
5 5

n n n n

na b b c c b c− −= + − − = −  

Επειδή 1n
n

n

a
b

a

+= , θα είναι 
1 1n n

n

n n

b c
b

b c

+ +−
=

−
 και επειδή 1bc = −  έπεται 

1
c

b
= − . Τότε: 

1

1 2
2 2 1 2

2

2

1 ( 1)
1 ( 1) 1

( 1)( 1)1 1

n
n

n

n n n

n n nn n

nn

b b
bb bb

b b b
b

bb

+
+

+ +

−  −− +  − − = = =
−− −−  −−  

 

i i  

Αρά 

2

2
2

2

( 1)
lim

1 1
lim

( 1)
1 lim

n

nn

nn

nn

b
bbn b b

b b

b

→∞

→∞

→∞

−
+

= = =
−

−
i i , αφού 2

( 1)
lim 0

n

nn b→∞

−
=  

 

5. ∆ηλητηρίαση πληθυσµού 

Οι κάτοικοι µιας περιοχής υφίστανται δηλητηρίαση, εξαιτίας µιας  

δηλητηριώδους ουσίας που αναµιγνύεται κατά την παρασκευή του ψωµιού. Τα 

συµπτώµατα εµφανίζονται µετά από  εβδοµάδες, Υποθέτουµε ότι κάθε άτοµο παίρνει, 
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στη διάρκεια µιας ηµέρας µία σταθερή δόση δηλητηρίου δ και ότι ένα ποσοστό p% 

δηλητηρίου αποβάλλεται από τον οργανισµό κάθε ατόµου, την εποµένη το πρωί. Να 

βρεθεί η ποσότητα Pn δηλητηρίου στον οργανισµό κάθε ατόµου, µετά από n ήµερες 

και το όριο που τείνει η ποσότητα αυτή, όταν το n → ∞ . 

Η ποσότητα δηλητηρίου Pk στο τέλος τις τυχούσας ηµέρας k, είναι ίση µε την 

ποσότητα δηλητηρίου που πήρε το άτοµο την προηγούµενη 1k − ήµερα, µειωµένη 

κατά το ποσοστό της πού αποβλήθηκε και αυξηµένη κατά δ, που είναι η ηµερήσια 

δόση. ∆ηλαδή είναι 
1 1

100
k k k

p
P P P δ− −= − +i . Έτσι, επειδή 0 0P = , την 1η ηµέρα η 

ποσότητα είναι 1P δ= , τη 2η ηµέρα η ποσότητα είναι 

2 1 1 1
100 100

p p
P P P δ δ δ  = − + = + − 

 
i ,qδ δ= + οπού 1

100

p
q = = . 

Την 3η ηµέρα η ποσότητα είναι ( )( )3 1
100

p
P q q qδ δ δ δ δ= + − + − +  

( ) ( ) 21q q q q qδ δ δ δ δ δ δ δ= + − + − + = + + , κ.ο.κ.  

Την n–οστή ηµέρα η ποσότητα είναι 2 1n

nP q q qδ δ δ δ −= + + + ⋅⋅ ⋅ +  ∆ηλαδή 

( )2 11 n

nP q q qδ −= + + + ⋅⋅⋅ + , οπού η παρένθεση είναι ο γενικός όρος γεωµετρικής 

σειράς µε λόγο 4. Επειδή είναι 
2 1 1

1
1

n
n q

q q q
q

− −
+ + + ⋅⋅⋅+ =

=
, έχουµε 

1

1

n

n

q
P

q
δ

−
=

−
i . 

Αρά 
1 1 1

lim lim lim
1 1 1

n n

n
n n n

q q
P

q q q
δ δ δ

→∞ →∞ →∞

− −
= = =

− − −
i i i , διότι για n → ∞  το  0nq → , 

αφού 0 1q< < . 

 

6. Ισότοπο καισίου 

Το ισότοπο του καισίου 137
Cs  χάνει το 2,3% της µάζας του ετήσια, λόγω  

ραδιενεργού διάσπασης. Έστω ότι κάθε χρόνο, η ίδια µάζα Μ του 137
Cs  

απελευθερώνεται στο περιβάλλον µετά από πυρηνική έκρηξη. Να βρεθεί η ολική 

µάζα Μn, που θα υπάρχει στο περιβάλλον µετά από n έτη καθώς και η τιµή 

ισορροπίας. Με ανάλογους συλλογισµούς όπως στην προηγούµενη εφαρµογή, 

βρίσκουµε ότι στην αρχή του k έτους ἡ µάζα θα είναι. Οπότε στο τέλος του n-οστού 

έτους  
11

1

n

n

q
M M

q

+−
=

−
, όπου 1 / 100q p= −  και 2,3p = . 

( ) 1
1 0,977

0,023

n

nM M

+
−

= . Η 

τιµή ισορροπίας είναι το lim
n

n
M

→∞
, δηλαδή  

( ) ( )1 1
1 0,977 1 0,977

lim lim lim
0,023 0, 023

n n

n
n n n

M M M

+ +

→∞ →∞ →∞

− −
= =

1
43,47 .

0,023
M M= =  

 

7. Συχνότητα εµφάνισης παιδικού καρκίνου 

Ένα είδος παιδικού καρκίνου, πιστεύεται ότι οφείλεται σε ένα και µόνο 

κυρίαρχο γονίδιο, έστω Α και ότι αν α είναι το φυσιολογικό γονίδιο, µεταλλαγή του α 

σε Α, συµβαίνει σε ποσοστό 0,002 %m =  σε κάθε γενεά. Αν υποτεθεί ότι 

µεταλλαγές του Α σε α δεν συµβαίνουν, ότι µε ιατρική φροντίδα περίπου το 70% των 

προσβληθέντων ατόµων επιζούν και ότι τα επιζώντα άτοµα αναπαράγονται µε 

συχνότητα ίση µε το µισό τις κανονικής, τότε η καθαρή αναλογία αναπαραγωγής 

προσβληθέντων ατόµων είναι 35%p = . Επειδή το Α είναι εξαιρετικά σπάνιο, 
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δεχόµαστε ότι όλα τα προσβληθέντα άτοµα είναι γονοτύπου Αα, αγνοώντας τα άτοµα 

γονοτύπου ΑΑ. Έτσι, µόνο το ½ των παιδιών των προσβληθέντων ατόµων 

αναµένεται να φέρουν το αλληλόµορφο παθολογικό γονίδιο Α πράγµα το οποίο 

αντισταθµίζεται από το γεγονός, ότι κάθε άτοµο που έχει προσβληθεί, συµµετέχει 

στην αναπαραγωγική διαδικασία µε το ταίρι του που δεν έχει προσβληθεί. Αν 

υποτεθεί ότι σε κάποια προηγούµενη γενιά δεν υπήρξε καµία περίπτωση ατόµου που 

να έχει προσβληθεί, να βρεθεί ἡ συχνότητα σn, εµφάνισης ατόµων που έχουν 

προσβληθεί, µετά από n διαδοχικές γενιές, καθώς και το lim
n

n
σ

→ ∞
. 

Οι µεταλλαγές κατά τη n γενεά θα είναι σε ποσοστό m. 

Οι µεταλλαγές κατά τη n-1γενεά θα είναι σε ποσοστό mp. 

Οι µεταλλαγές κατά την n-2 γενεά θα είναι σε ποσοστό mp2, κ.ο.κ. 

Οι µεταλλαγές κατά την αρχική (0) γενεά θα είναι σε ποσοστό mpn.  

Έτσι έχουµε
1

2 1

1

n
n

n

p
m mp mp mp m

p
σ

−−
= + + + =

−
, οπότε 

1
5 51 1 1

lim lim 2 10 3,08 10
1 1 1 0,35

n

n
n n

p
m m

p p
σ

−
− −

→∞ →∞

−
= = = =

− − −
i i  

 

8. Αριθµός σφυγµών 

Έστω ( )N f t=  ο αριθµός των σφυγµών ενός ατόµου ανά min ως συνάρτηση  

του χρόνου. Να εξετασθεί αν η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής. Κάτω από κανονικές 

συνθήκες, ο αριθµός των σφυγµών του ατόµου ανά min είναι σταθερός  π.χ. Ν= 

75/min. Από διάφορες αίτιες, ο αριθµός των σφυγµών ανά min µπορεί να µειωθεί, ἡ 

να αυξηθεί παραµένοντας πάλι σταθερός στη µειωµένη, η αυξηµένη τιµή για κάποια 

χρονικά διαστήµατα  π.χ., ενώ για 2h ήταν 75/min, την επόµενη µισή ώρα πέφτει στο 

62/min και για την επόµενη 1h, ανεβαίνει στο 90/min, για να γίνει και πάλι από εκεί 

και πέρα 75/min. Το παρακάτω σχήµα δίνει τη γραφική παράσταση τις συνάρτησης 

του παραδείγµατος. Η 

συνάρτηση ( )N f t= είναι µία 

κλιµακωτή συνάρτηση και άρα 

δεν είναι συνεχής. Κλιµακωτές 

και εποµένως ασυνεχείς 

συναρτήσεις του χρόνου, είναι 

και ο  αριθµός των 

σπινθηρισµών/min, ο αριθµός 

των ατόµων του πληθυσµού στον οποίο συµβαίνουν γεννήσεις και θάνατοι, το 

περιεχόµενο σε Η2Ο του οργανισµού των ζώων κ.λπ. 

 

Παρατηρήσεις  

1) Σχετικά αναφέρουµε ότι  τραύµα καλείται η λύση τις συνέχειας του 

δέρµατος. 

2) Η συνάρτηση των σφυγµών του νεκρού (ίση µε τη µηδενική), ως σταθερά 

συνάρτηση είναι συνεχής. 

3) Θεωρητικά, ο αριθµός των κατοίκων του πλανήτη είναι µία κλιµακωτή 

συνάρτηση του χρόνου. Επειδή γεννήσεις και θάνατοι σηµειώνονται πολύ συχνά, π.χ. 

ανά sec, ο αριθµός των κατοίκων της Γης πρακτικά µπορεί να θεωρηθεί ως συνεχής 

συνάρτηση του χρόνου. Το ίδιο µπορεί να θεωρηθεί και ο αριθµός των ατόµων ενός 

πληθυσµού βακτηρίων τα οποία πολλαπλασιάζονται και πεθαίνουν µε µεγάλη 
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ταχύτητα.   Πρακτικά λοιπόν, η γραφική παράσταση τέτοιων συναρτήσεων είναι µία 

καµπύλη που δεν διακόπτεται η χάραξή της. 

 

9. Ρυθµός µεταβολής πληθυσµού 

        Πληθυσµός βακτηρίων p(1) µεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου t (σε ήµερες) 

σύµφωνα µε τη σχέση ( ) ( ) 14 310 9 10 1p t t
−

= − +i . Να βρεθεί ο ρυθµός µεταβολής του 

πληθυσµού τη χρονική στιγµή t=8 ηµέρες. Για τη συνάρτησή y= p(t), να βρεθεί το 

0
lim
t

y
y

t∆ →

∆ ′− ∆ 
. Ο (στιγµιαίος) ρυθµός µεταβολής του πληθυσµού είναι  

 ( ) ( ) 239 10 1p t t
−′ = − +i για t = 8 έχουµε ( )

( )

3 3 3

2 2

9 10 9 10 10
8

9 91 8
p′ = = =

+

i i

 

Έξαλλου έχουµε ότι 
0 0 0

lim lim lim 0
t t t

y y
y y y y

t t∆ → ∆ → ∆ →

∆ ∆ ′ ′ ′ ′− = − = − = ∆ ∆ 
 

 

10. Ακτινοθεραπεία σιγµοειδούς 

Υποθέτουµε ότι η τοµή του σιγµοειδούς τµήµατος του εντέρου µε 

κατακόρυφο επίπεδο, αποτελείται από δύο καµπύλες όπως στο σχήµα, από τις οποίες 

η k1 έχει εξίσωση 
y

bez ae
λ−= , α,b,λ>0 σταθερές. Προκειµένου να γίνει 

ακτινοθεραπεία, να βρεθεί η κλίση της δέσµης των ακτίνων, αν αυτή πρέπει να 

προσπέσει κάθετα στο σηµείο Μ της k1 µε 
1

y
λ

=  και το βάθος h εντός του έντερου, 

στο οποίο η ακτινοβολία διατηρεί τα 2/3 τις έντασης I0 που έχει στο σηµείο Μ. Ποιο 

σφάλµα γίνεται στον υπολογισµό του z, όταν στον υπολογισµό του 
1

y
λ

=  γίνεται 

σφάλµα ίσο 1e− ; 

Η κλίση θk, της δέσµης 

είναι η κλίση της καθέτου της 

καµπύλης k1 στο σηµείο Μ 

τις. Επειδή 1k εθ θ⋅ = − , όπου 

θε, η κλίση τις εφαπτοµένης 

της k1 στο ίδιο σηµείο, θα 

πρέπει να υπολογίσουµε τη θε. Η θε είναι η τιµή της παραγώγου της εξίσωσης τις k1, 

στο σηµείο Μ. Έτσι έχουµε 

 ( ) ( )y y y ybe y be y be y y bez ae be ae b e ab e e ab e
λ λ λ λλ λ λ λλ λ λ− − − −′′ = − = − = − = − . Οπότε για 

1
y

λ
= , έχουµε θε = 1 beab eλ − , άρα 

( )
1k be

ab

e

λ
θ

−
=  . Για να υπολογίσουµε το βάθος h 

όπου η ακτινοβολία έχει ένταση 0

2

3
I I=  υποθέτουµε ότι ισχύει ο νόµος των Bouguer 

– Lambert: 
0

h
I I e

µ−= . Τότε 
0

hI
e

I

µ−=  και 
0

1
I

n h
I

µ= − . Άρα 
0

1
1

I
h n

Iµ
= − . 

Για 0

2

3
I I= έχουµε τότε ( )0

0

2 / 31 1 2 1
1 1 1 2 1 3

3

I
h n n n n

Iµ µ µ
= − = − = − −  

( )1 0,4055
0,6931 1,0986

µ µ
= − − = . Για το σφάλµα θα έχουµε   
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1 1 1 1be be bez z y ab e e ab e ab eδ λ λ λ− − − − −′∆ ≅ ⋅ = − = = −  

 
11. ∆ιαστολή κόρης οφθαλµού 

Η ένταση του φωτός I, είναι ανάλογη µε το τετράγωνο της ακτίνας ρ της 

κόρης του οφθαλµού. Να βρεθεί πόσο µεταβάλλεται η ένταση I, όταν η κόρη 

διαστέλλεται, έτσι ώστε η ακτίνα της να µεταβάλλεται κατά δρ=0,1cm. Σύµφωνα µε 

τα παραπάνω, έχουµε ότι I=λρ2. Η ζητούµενη µεταβολή είναι dI I d ρ′∆ ≅ = . Άρα  

( )2 2 0,1 0,2 2I δ δρ λρ λρλρ ρ λρ′∆ ≅ == =i . 

 

12. Νόµος Poiseuille I 

Η αντίσταση R που συναντά το αίµα κατά την κυκλοφορία του στα αιµοφόρα 

αγγεία, δίνεται κατά το νόµο του Poiseuille, από τον τύπο
4

R k
µ
ρ

=  όπου k σταθερά, 

ρ η ακτίνα του αγγείου που θεωρείται κυλινδρικό και µ το µήκος του. Να βρεθεί η 

µεταβολή που υφίσταται η αντίσταση R για δύο αγγεία του ίδιου µήκους και των 

οποίων οι ακτίνες διαφέρουν κατά δρ=0,003 m, καθώς και για δύο αγγεία ίδιας 

ακτίνας, που τα µήκη τους διαφέρουν κατά δµ=0,003m. Η ζητούµενη µεταβολή είναι 

4
.R k

µ
ρ δρ δρ

ρ
 

′∆ ≅ =  
 

i
5 54 0,003 0,012k kµρ µρ− −= − ⋅ = − για αγγεία του ίδιου 

µήκους µ. Για αγγεία ίδιας ακτίνας, η µεταβολή τις αντίστασης είναι

4 4

4
0,003R R k k k

µ
δµ δµ ρ δµ ρ

ρ
− −

′ 
′∆ ≅ = = = 

 
i i i . Παρατηρούµε ότι στη δεύτερη 

περίπτωση, επειδή η R είναι γραµµική συνάρτηση του µ, έχουµε   

( )1 2
2 1 2 14 4 4 4

k k
R R R k k R

µ µ
µ µ δµ δµ

ρ ρ ρ ρ
′∆ = − = − = − = = , όπου R1, R2 οι 

αντιστάσεις για µήκη µ1 και µ2 αντίστοιχα. 
 
13. Πίεση τέλειου αερίου 

Η πίεση τέλειου αερίου δίνεται από τον τύπο 
nRT

P
V

= , όπου n τo µοριακό 

βάρος, R σταθερά, Τ η θερµοκρασία και V ο όγκος του αερίου. Αν n =|1,22 
γραµµοµόρια, Τ = 300o Κ και R=0,8205, ποιο σφάλµα ∆Ρ γίνεται στη µέτρηση της 
πίεσης του αερίου, όταν ο όγκος του είναι V=2 litres, µετρηµένος µε σφάλµα ∆V 

=0,01 litres; Το σφάλµα είναι 2nRT
P P V V nRTV V

V

−
′ ′∆ ≅ ⋅ ∆ = ⋅ ∆ = − ⋅ ∆ 

 
1,22 0,08205 300 0,01

0,0751
4

− ⋅ ⋅ ⋅
= = − . 

 
14. ∆ιατοµή δισκίων φαρµάκου 

Τα δισκία φαρµάκου έχουν κυκλική διατοµή ακτίνας ρ και αποφασίζεται η 
αλλαγή του σχήµατός τους. Να βρεθεί το σφάλµα στον υπολογισµό τις πλευράς y του 
τετραγώνου που τετραγωνίζει τον κύκλο ακτίνας ρ, όταν αντί για π = 3,14 πάρουµε το 
π ίσο µε 4.  Το εµβαδόν του κύκλου ακτίνας ρ είναι Ε= πρ2  και θέλουµε το εµβαδόν 



  

 

11 

 

αυτό  να είναι ίσο µε το εµβαδόν τετραγώνου πλευράς y. Το εµβαδόν τετραγώνου 

πλευράς y είναι ίσο µε y2. Άρα, πρέπει y2 = πρ2, απ’ όπου έχουµε 2y πρ ρ π= = . 

Αν, επειδή η 3,14  δεν βγαίνει ακριβώς, πάρουµε π=4 αντί 3,14 κάνουµε 

σφάλµα 4–3,14=0,86. Τότε, το σφάλµα στον υπολογισµό της πλευράς y θα είναι 

( ) 1/21 1
0,86 0,86 0,86 0,86 0,215

2 2 4
y y

ρ
ρ π ρπ ρ−′′∆ ≅ = = = =i i i i  

 
15. Υπερβολική δόση 

Ένα φάρµακο χορηγείται µε ένεση. Η σύριγγα είναι κυλινδρική µε ακτίνα 
βάσης ρ=0,7 cm. Αν από σφάλµα χορηγηθούν 0.3 cm3 παραπάνω, τότε επέρχεται ο 
θάνατος. Θα προκαλέσει ἡ όχι το θάνατο, η αύξηση του ύψους χ του φαρµάκου στη 
σύριγγα κατά 0,2 cm; Ο όγκος του φαρµάκου στην κυλινδρική σύριγγα είναι 

2V πρ χ= . Πρέπει  να βρούµε αν η αύξηση του ύψους του φαρµάκου κατά δχ = 0,2, 

επιφέρει αύξηση του όγκου του ∆V, µεγαλύτερη ἡ µικρότερη από 0,3 cm, για να 
δούµε αν θα επέλθει ο θάνατος, ἡ όχι. Είναι 

( )2 2 23,14 0,7 0,2 0,30772 0,3V V δχ πρ χ δχ πρ δχ′′∆ ≅ ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = >  Άρα, η δόση 

είναι θανατηφόρα. 
 
16. Συγκέντρωση οξωνίου (ΡΗ) I 

Είναι γνωστό, ότι η συγκέντρωση υδρωνίου ( [H3O+]) αποτελεί ένα σηµαντικό 
παράγοντα για τους ζωντανούς ιστούς. Για την µέτρησή του (επειδή αυτή είναι τις 
τάξης του 10-2 ως 10-12 mol/l περίπου), αντί να υπολογίζουµε την ίδια τη 
συγκέντρωση, υπολογίζουµε τον αρνητικό δεκαδικό λογάριθµό της, που 
συµβολίζεται µε pH. Υποθέτουµε ότι σε κάποια µέτρηση, η [H3O+], ως συνάρτηση 

του χρόνου, δίνεται από τη σχέση ( )
2

4 1t tc t e − −= . Να βρεθεί το σφάλµα κατά τον 

υπολογισµό του pΗ όταν ως τιµή του χρόνου t πάρουµε το 1, αντί για την ακριβή 

1,002. Από τον ορισµό είναι ( )logpH c t= − .   

Τότε,  λόγω τις σχέσης που συνδέει φυσικούς και δεκαδικούς λογαρίθµους 

( )1 1 10 lognx n x= ⋅ , έχουµε ότι 
1

1 10
pH PH

n
= , από την οποία υπολογίζοντας το 

σφάλµα για τη συνάρτηση ΡΗ µπορούµε µετά να βρούµε το σφάλµα για το pH, αφού 

1

1 10
pH dpH dPH

n
∆ ≅ =  και PH dPH∆ ≅ . Έτσι  

( ) ( )( ) ( ) ( )2 4 1 2

1 1 11
1 1 4 1t tPH PH t nc t t ne t t tδ δ δ− − ′ ′′′∆ ≅ = − = − = − + +i i i  

        ( ) ( )
1

2 4 2 1 4 0,002 0,004t tδ= − + = − + =i i , οπού πήραµε 1, 002 1 0, 002tδ = − =  

Άρα, το σφάλµα στο pΗ θα είναι 
1 0,004

0,004 0,0017
1 10 2,3026

pH
n

∆ ≅ = = . Στο ίδιο 

αποτέλεσµα καταλήγουµε αν υπολογίσουµε το pH∆  απευθείας από τη σχέση 

( )logpH c t=  (οπότε η παραγώγιση είναι δυσκολότερη): 

( ) ( )( ) ( )2 4 1

1 1 1
log log t tpH pH t c t t e tδ δ δ− − ′′′∆ ≅ ⋅ = − ⋅ = − ⋅  
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          ( ) ( )
2

2

4 1 2

14 1
1

log
4 1 2 4 log 0,002t t

t t

e
e t t t t e

e
δ− −

− −

 ′= − ⋅ ⋅ − − = − − ⋅  
 

          ( )4 2 1 log 0,002 0,004 loge e= − ⋅ ⋅ ⋅ = , οπού 
1

log
1 10

e
n

= . 

 

17. Συγκέντρωση οξωνίου II 

Στην προηγούµενη εφαρµογή, υποθέσαµε ότι c(t)=(1+t)-4 προσεγγισθεί το  ΡΗ͂ 
µε πολυώνυµο 2ου βαθµού στην περιοχή του µηδέν. Να ελεγχθεί αν για t=0,3 και για 
t=0,45 η διάλυση είναι όξινη ή βασική. Ποιά χρονική στιγµή η διάλυση είναι 

ουδέτερη; Έχουµε ότι ( ) ( ) ( )4
1 1 1 41 1PH nc t n t n t

−
= − = − + = + . Έξαλλου για τη 

συνάρτηση ( ) ( )1 1f t n t= +  έχουµε ( ) ( ) ( ) ( ) 20
0 0

2!

f
f t f f t t

′′
′≅ + + . Επειδή 

( ) ( )0 1 1 0 0f n= + = , ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

00 0

0 1 1 1 1 1 1 0 1f n t n t t
− −   ′ ′  ′ = + = + = − = + =       

 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2

0
0

0 1 1 1 0 1f t t
− − − ′   ′′ = + = − + = − + = −     

, έχουµε ότι ( )
2

2

t
f t t≅ − , 

οπότε 
2

24
4 4 2

2

t
PH t t t≅ − = = .  

� Για t=0,3  βρίσκουµε ότι  4 0,3 2 0, 09 1, 2 0,18 1, 02PH t≅ − = − =i i . Τότε 

1 1,02

1 10 2,3026
pH PH

n
= ≅  Επειδή PΗ<7, η διάλυση είναι όξινη.  

� Για t=0,45  βρίσκουµε ότι ( )2
4 0, 45 2 0, 45 1,8 2 0, 2025PH ≅ − = −i i

1,8 0, 405 1,395= − = . Τότε 
1,395

2,3026
PH =  και η διάλυση είναι πάλι όξινη αφού ΡΗ 

<7. Η διάλυση είναι ουδέτερη όταν PΗ=7, Τότε 7 1 10nΡΗ = i 7 2,3026 16,12= =i  

δηλαδή πρέπει 24 2 16,12PH t t≅ − =  από όπου λύνοντας ως προς t βρίσκουµε ότι δεν 

υπάρχει χρονική στιγµή που η διάλυση να περνά από την ουδέτερη κατάσταση. 
 
18. Συγκέντρωση οξωνίου III 

Το ( )1PH nc t= − . Αν το ΡΗ µεταβάλλεται γραµµικά συναρτήσει του χρόνου 

και είναι ΡΗ =1-t, να βρεθεί πολυώνυµο 3ου βαθµού που να προσεγγίζει την c(t) σε 

µία περιοχή γύρω από το µηδέν. Έχουµε ότι ( )1 1t nc t− = , οπότε  ( ) 1 1t tc t e e
e

−= = . 

Θεωρούµε την συνάρτηση ( ) tf t e= . Επειδή 

( ) ( ) ( ) ( )2 30 0
0 0 ,

2! 3!

t f f
e f f t t t t

′′ ′′′
′= + + + + ⋅⋅⋅ ∀  (ανάπτυγµα σε σειρά Maclaurin) και 

( ) ( ) ( ) ( )n
f t f t f t′ ′′= = ⋅⋅⋅ =  n N∀ ∈  µε ( ) ( ) ( )0 0 1

n
f f= =  έχουµε n N∀ ∈  τελικά 

ότι 
2 3

1 ,
2 6

t t t
e t t= + + + + ⋅ ⋅ ⋅ ∀ .  Άρα,  

2 3

1
2 6

t t t
e t≅ + + + , οπότε 

( )
2 31

2 6

t t t
c t

e e e e
≅ + + + είναι το ζητούµενο πολυώνυµο 3ου βαθµού. 
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19. Συγκέντρωση οξωνίου IV 

Στην προηγούµενη εφαρµογή να βρεθεί πότε το pΗ παρουσιάζει στασιµότητα 
και ποια η τιµή του τότε. Μία συνάρτηση παρουσιάζει στασιµότητα (είναι στάσιµη) 
στα κρίσιµα σηµεία της, δηλαδή εκεί που η πρώτη παράγωγός της µηδενίζεται. Άρα, 

επειδή ( ) ( ) ( )2 4 1 21 1 4 1 2 4t tPH nc t ne t t t− − ′ ′′′  = − = − = − + + = − +      η σχέση 

( ) 0PH ′ =  συνεπάγεται 2t = 4, ή t = 2. Άρα, τη χρονική στιγµή t = 2 (κρίσιµη τιµή) το 

PH παρουσιάζει στασιµότητα και είναι τότε ( )2

2
4 1 4 8 1 5

t
PH t t

=
= − + + = − + + = . 

Επειδή 
1

1 10
pH PH

n
= , οπότε ( ) ( )1

1 10
pH PH

n
′ ′= και το pΗ θα παρουσιάζει 

στασιµότητα, εκεί όπου είναι στασιµότητα και η συνάρτηση ΡΗ, δηλαδή τη χρονική 

στιγµή t = 2. Η αντίστοιχη τιµή του pΗ είναι τότε 
1 5

5 2,17
1 10 2,3026

pH
n

= = =i . 

 
20. Ανάπτυξη πληθυσµού βακτηρίων Ι 

Πληθυσµός βακτηρίων µεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου t σε ώρες, 

σύµφωνα µε τη σχέση ( ) 2

1000
1000

100

t
p t

t
= +

+
. Να βρεθεί α) ο αρχικός πληθυσµός β) 

πότε και πόσος είναι ο µέγιστος πληθυσµός. 
Α) Ο αρχικός πληθυσµός, δηλαδή ο πληθυσµός τη χρονική στιγµή t=0 είναι p(0) = 
1000 βακτήρια. 
Β) Για να βρούµε το µέγιστο, έχουµε 

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2
3

2 2
2 2 2

1000 100 1000 2 10
10

100 10

t t t t
p t

t t

+ − −
′ = =

+ −
. Άρα 

 ( ) 2 2 20 10 0 100p t t t′ = ⇒ − = ⇒ = και 10t = ± . Απορρίπτοντας την τιµή t=-10, αφού 

πρόκειται περί χρόνου και παραγωγίζοντας πάλι, έχουµε 

( )
( ) ( )( )

( ) ( )

2
2 2 2 2 2 2 3 2

3 3

4 3
2 2 2 2

2 10 2 10 10 2 2 6 10
10 10

10 10

t t t t t t t
p t

t t

− − − − − −
′′ = =

− −

i

( )
( )

3 2 2

3
2 2

2 10 3 10

10

t t

t

−
=

−

i i

 

Για t=10 είναι ( )
( )

( )

3 2 2 6

3 62 2

2 10 10 10 3 10 4 10 1
10 0

8 10 210 10
p

− −
′′ = = = − <

+

i i i
i

i

 

Άρα, για t = 10 ώρες, ο πληθυσµός πράγµατι γίνεται µέγιστος και ίσος µε 

( )
3 4 2

3 3 3

2 2 2

10 10 10 10
10 10 10 10 1050

10 10 2 10 2
p = + = + = + =

+
i

i

 βακτήρια. 

 

21. Κίνηση µικροοργανισµού στο αίµα Ι 

Η ενέργεια που καταναλώνει ένας µικροοργανισµός, κινούµενος στο αίµα  

ασθενούς µε ταχύτητα υ, είναι  ( )21
2 35 750υ

υ
 Ε = − +  . Με ποια ταχύτητα πρέπει 
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να κινηθεί για να καταναλώσει την µικρότερη ενέργεια; Για την εύρεση του 

ελαχίστου, έχουµε ( )
( ) ( )2 2

2

2 35 750 2 35 750υ υ υ
υ

υ

′   − + − − +   ′Ε =  

( ) 2 2

2

4 35 2 35 2 22 35 750υ υ υ
υ

− − − + −
=

i i

 

2 2 2

2 2

4 4 35 2 4 35 3200 2 3200υ υ υ υ υ
υ υ

− ⋅ − + ⋅ − −
= = . Θέτοντας  2 1600υ =  και 

1600 40υ = ± = ± . Εξάλλου ( )
( ) ( )2 2 2

4

2 3200 2 2 3200υ υ υ υ
υ

υ

′− − −
′′Ε =

3 3

4 3

4 4 6400 6400υ υ υ
υ υ

− +
= = . Τότε ( ) 3

6400
40 0

40
E′′ = > , δηλαδή  έχουµε τοπικό min. 

( ) ( )2

min

2 40 35 750 50 750
40 20

40 40
E E

− + +
= = = =  µονάδες ενέργειας. 

      Για υ = -40 προκύπτει τοπικό max, διότι ( )40 0E′′ − < . 

 

22. Αντίδραση οργανισµού σε φάρµακο 

           Η αντίδραση τις οργανισµού σ᾿ ένα φάρµακο είναι ( ) ( )2R x x xα= − , όπου α 

> 0 σταθερά και χ η ποσότητα του χορηγούµενου φαρµάκου. Να βρεθεί για ποια 

ποσότητα χ η αντίδραση γίνεται µέγιστη. Έχουµε 

( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 3R x x x x x a x x x a xα′ = − − = − − = − . 

( ) ( )0 2 3 0 0R x x a x x′ = ⇒ = = ⇒ = και 
2

3

a
x = .  

Είναι ( ) 2 3 3 2 6R x a x x a x′′ = − − = −  οποία, αν απορρίψουµε x = 0,  

γίνεται, για 
2

3

a
x = , ίση µε 

2 12 12
2 2 4 2 0

3 3 3

a a a
R a a a a

 ′′ = − − = − = − < 
 

. Άρα 

έχουµε τ. max  
2 32 4 2 4

3 9 3 27

a a a a
R a

   = − =   
   

, για 
2

3

a
x = . 

 

23. Μέγιστο κέρδος II 

 Η τιµή πώλησης τις φαρµάκου έχει καθορισθεί σε 100 €. Το κόστος του  

συναρτήσει του χρόνου, δίνεται από την σχέση 2 1250y t t−= + . Πότε 

πραγµατοποιήθηκε το µέγιστο κέρδος και κάποιο ήταν αυτό; Το κέρδος συναρτήσει 

του χρόνου είναι 2 1100 250x t t −= − − . Για την εύρεση του µέγιστου κέρδους, 

προχωρούµε ως εξής  22 250x t t −′ = − − . Θέτουµε 0x′ = , οπότε 
2

250
2 0t

t
− + = . 

∆ηλαδή 
3

2

2 250
0

t t

t

− +
= , από όπου 32 250t =  και 3 125t = . Άρα, 

3
35 5t = =  είναι η 

κρίσιµη τιµή. Επειδή 32 500x t −′′ = − − και για 5t =  έχουµε 
500

2 6 0
125

x′′ = − − = − < , 

έπεται ότι πράγµατι, για 5t = , το κέρδος χ γίνεται µέγιστο. Η µέγιστη αυτή τιµή του 

κέρδους είναι 2 1100 5 250 5 100 25 50 100 75 25x −= − − = − − = − =i €. 
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24. Συγκέντρωση ρυπαντή I 

           Η συγκέντρωση τις ατµοσφαιρικού ρυπαντή είναι 

( ) ( )3 6,6 5 3,96 5tc t e t tσυν ηµ−= + , όπου t ο χρόνος σε ώρες. Σήµα συναγερµού για τη 

διακοπή της κυκλοφορίας, δίνεται όταν ( ) 36 /c t gr mµ> . Να βρεθεί πότε και πόσο η 

µεγίστη συγκέντρωση που παρατηρήθηκε στο χρονικό διάστηµα 0 1, 2t≤ ≤  ξεπέρασε 

το επιτρεπόµενο όριο. 

Για την εύρεση της µέγιστης συγκέντρωσης προχωρούµε ως εξής  

( ) ( ) ( ) ( )3 36,6 5 3,96 5 6,6 5 3,96 5t tc t e t t e t tσυν ηµ συν ηµ− −′ ′′ = + + +  

( ) ( )3 33 6,6 5 3,96 5 5 6,6 5 5 3,96 5t te t t e t tσυν ηµ ηµ συν− −= − + + − +i i  

( )3 19,8 5 11,88 5 33 5 19,8 5te t t t tσυν ηµ ηµ συν−= − − − + 344,88 5te tηµ−= −  

Θέτοντας ( ) 0c t′ = , έχουµε 344,88 5 0te tηµ−− = , η οποία, επειδή 3 0,te t− ≠ ∀

µηδενίζεται όταν 5 0 0tηµ ηµ= = , δηλαδή όταν 5 2t kπ= , ἡ ( )5 2 1t k π= + . Από τις 

τιµές αυτές του t είναι δεκτές οι τιµές t=0 και 
5

t
π

= , αφού από την υπόθεση έχουµε 

0 1, 2t≤ ≤ . Υπολογίζουµε την δεύτερη  παράγωγο 

( ) ( ) ( )3 344,88 5 5t tc t e t e tηµ ηµ− − ′ ′′′ = − +  
i ( )3 344,88 3 5 5 5t te t e tηµ συν− −= − − + . 

� Για t = 0, έχουµε τότε ( )0 44,88 5 244,4 0c′′ = − = − <i  

� Για 
5

t
π

= , έχουµε  ( )
3 3

5 544,88 5 1 224, 4 0
5

c e e
π ππ − − ′′ = − − = > 

 
i i i .  

Άρα, για 
5

t
π

=  η c(t)  παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο, ενώ για t=0 παρουσιάζει τοπικό 

µέγιστο, το οποίο και ζητείται. Για t=0 έχουµε c(0)=6,6 ως µέγιστη τιµή τις 

συγκέντρωσης, Άρα η µέγιστη συγκέντρωση σηµειώθηκε µε την έναρξη των 

µετρήσεων (t=0) και ήταν κατά 6,6–6= 0,6 µgr/m3 µµεγαλύτερη από το επιτρεπόµενο 

όριο. 

 

25. Παράκαµψη αρτηρίας (bypass) 

Μία κυλινδρική αρτηρία ABCD ακτίνας ρ1 έχει υποστεί βλάβη στην περιοχή  

του C. Η περιοχή αυτή πρόκειται να 

παρακαµφθεί (να γίνει bypass) µε την 

τοποθέτηση τις κυλινδρικού, τις, αγγείου 

BD ακτίνας ρ2. Υποθέτουµε ότι 
ˆ 90oBCD = και θέτουµε ˆDBC θ= . Να 

βρεθεί η γωνία θ για την οποία η 

αντίσταση που συναντά το αίµα κατά 

µήκος του δρόµουABD, γίνεται ελάχιστη 

(οπότε και η κόπωση τις καρδιάς είναι 

µικρότερη). Σύµφωνα µε το νοµό του Poiseuille, η αντίσταση 
4

l
R k

r
= , οπού k > 0 

σταθερά, l  το µήκος του αγωγού και r η ακτίνα του. Εποµένως, εδώ η ολική 

αντίσταση θα είναι 
1 2 4 4

1 2

AB BD
R R R k k

ρ ρ
= + = + . Επειδή 

DC
BD

ηµθ
=  και 
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AB AC BC AC DC= − = − σφθ, έχουµε, αν θέσουµε DC=c και AC=µ, ότι 

( ) 4 4

1 2

c c
R k

µ σϕθ
θ

ρ ρ ηµθ
 −

= + 
 

όπου µ και c θεωρούνται σταθερά. Παραγωγίζοντας 

έχουµε ( ) 4 2 4 2 2 4 4

1 2 1 2

1c c kc
R k

συνθ συνθ
θ

ρ ηµ θ ρ ηµ θ ηµ θ ρ ρ
   

′ = − = −   
   

 από όπου ( ) 0R θ′ =

όταν 
4 4

1 2

1
0

συνθ
ρ ρ

− =  ή όταν 
4

2

4

1

ρ
συνθ

ρ
= . Η δεύτερη παράγωγος είναι 

( ) 3 4 4 2 4

1 2 2

2 1kc kc
R

συνθ συνθ ηµθ
θ

ηµ θ ρ ρ ηµ θ ρ
 −

′′ = − + 
 

i , ή   

( ) ( )4 3 4 4 4

2 1 2 2

2 1 2kc kc kc
R R

συνθ συνθ συνθ
θ θ

ρ ηµθ ηµ θ ρ ρ ρ ηµθ ηµθ
 

′′ ′= − − = − 
 

. 

Άρα για 
4

2

4

1

ρ
συνθ

ρ
= , η παρένθεση στην προηγούµενη σχέση µηδενίζεται και επειδή 

2 8 84
1 22 2

4 4

1 1

1 1
ρ ρρ

ηµθ συν θ
ρ ρ

− 
= − = − = 

 
. Παίρνουµε τελικά ότι η τιµή τις 

δεύτερης παραγωγού είναι ίση µε 
4

1

4 8 8

2 1 2

kcρ

ρ ρ ρ−
  , το οποίο είναι > 0 αν 1 2ρ ρ> .  

Άρα, έχουµε πράγµατι ελάχιστο, όταν 
4

2

4

1

ρ
θ τοξσυν

ρ
=  (όπου τοξσυν είναι η 

αντίστροφη συνάρτηση τις συν) και χρησιµοποιούµε αγγείο Β∆ µε ακτίνα 1 2ρ ρ<  

Σηµείωση. Το 1 2ρ ρ<  απαιτείται και γιατί συνθ <1. 

 

26. ∆ιαστάσεις µεµβράνης II 

Οι εξισώσεις των καµπύλων που αποτελούν την περίµετρο µιας επίπεδης 

µεµβράνης, ως τις το σταυρόνηµα µµικροσκοπίου, 

είναι 23 2y x x= + − , 2 32 / 2 / 3y x x x= − + +  και 

χ=2. Η µεµβράνη πρόκειται να καλυφθεί µε ένα 

γυάλινο ορθογώνιο πλακίδιο, τις στο σχήµα. Ποιες 

είναι οι ελάχιστες διαστάσεις του πλακιδίου; 

        Το πλάτος του πλακιδίου θα είναι 2 και το 

ύψος του ίσο µε το άθροισµα τις µέγιστης τις µιας 

και τις ελάχιστης τιµής της  καµπύλης στο διάστηµα 

[0,2]. Έτσι για την καµπύλη 23 2y x x= + −  έχουµε 

( )2 2 2 1y x x′ = − = −  0y′ =  όταν 1x = . Επειδή 2 0y′′ = − < , η 

καµπύλη αυτή 1x = , παρουσιάζει τοπικό µέγιστο max 4y = .  

Για την καµπύλη 2 32 / 2 / 3y x x x= − + + , έχουµε 2 2y x x′ = + − , οπότε 0y′ =  όταν 

1 2 1 2

1 1 8
, 2 ,1

2
x x x

− ± +
= = = − . Επειδή 2 1y x′′ = + , για 2x = − η y ′′  έχει την τιµή 

3 0− < , οπότε η καµπύλη παρουσιάζει τοπικό µέγιστο, ενώ για 1x =  η y ′′  έχει την 
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τιµή3 0> , οπότε η καµπύλη παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο: min

7

6
y = − . Άρα, το ύψος 

του πλακιδίου είναι
7 31

4
6 6

+ = . 

 

27. Σύγκριση φαρµάκων υπότασης 

Ένα φάρµακο για την υπόταση, υπάρχει σε δισκία και υπόθετα. Η µεταβολή της 

πίεσης συναρτήσει του χρόνου t, µε τη χορήγηση δισκίων είναι ( )1

tt teπ −= . Έστω ότι 

( ) 2

2

tt t eπ −= . Ποια από τις δύο µορφές του φαρµάκου δίνει µεγαλύτερη µέγιστη 

πίεση και ποια φέρνει το αποτέλεσµα αυτό πιο γρήγορα;  

� Για την ( )1 tπ  έχουµε: ( ) ( ) ( )1 1t t t tt te e te e tπ − − − −′= = − = − . Επειδή 0,te t− ≠ ∀ , 

παίρνουµε ότι ( )1 0tπ ′ =  όταν 
1 0t =  και 

2 2t = .Έτσι 

( ) ( )1 2t t t t tt e e te e teπ − − − − −′′ = − − − − = − + .  Άρα ( ) 1 1 1

1 1 2 0e e eπ − − −′′ = − = − <  και η ( )1 tπ  

παρουσιάζει πράγµατι τοπικό µέγιστο για 1t = , το οποίο είναι ίσα µε ( ) 1

1 1 eπ −= .  

� Για την ( )2 tπ  έχουµε: ( ) ( )2

2 2 2t t tt te t e te tπ − − −′ = − = − . Επειδή 0,te t− ≠ ∀ , 

παίρνουµε ότι ( )2 0tπ ′ = όταν 
1 0t =  και. 

2 2t = . Έτσι 

( ) ( )2 2

2 2 2 4 2t t t tt e te t e e t tπ − − − −′′ = + + = − + . Άρα ( )2 0 2 0π ′′ = >  και έχουµε τοπικό 

ελάχιστο, ενώ ( ) 2

2 2 2 0eπ −′′ = − < και έχουµε τοπικό µέγιστο, ίσο µε ( ) 2

2 2 4eπ −′ = − . 

 

28. Ελάχιστη επιφάνεια σύριγγας 

         Στην προηγούµενη εφαρµογή  υποθέτουµε ότι ο όγκος της σύριγγας είναι 64 

κυβικές µονάδες και η ακτίνα ρ ακτίνα ύψος της h είναι άγνωστα. Να βρεθεί για ποια 

ρ και h η σύριγγα έχει ελάχιστη επιφάνεια. Ο όγκος V της κυλινδρικής σύριγγας είναι 

264V hπρ= = , απ’ όπου 
2

64
h

πρ
= . Η επιφάνεια Ε της σύριγγας που θεωρείται 

ανοικτή κατά το ένα άκρο της, είναι 2 2E hπρ πρ= + , όπου 2πρ  είναι το εµβαδόν της 

µιας κυκλικής βάσης και 2 hπρ  είναι το εµβαδόν του σωλήνα της σύριγγας, του 

οποίου το ανάπτυγµα είναι ορθογώνιο, µε βάση το µήκος της περιφέρειας του κύκλου 

της βάσης και ύψος, το ύψος h της σύριγγας.  

       Τότε ( ) 2 2

2

64 128
2E ρ πρ πρ πρ

πρ ρ
= + = + . Για ελάχιστη Ε, θέτουµε ( ) 0E ρ′ = , 

δηλαδή 22 128 0πρ ρ− = , ή 
3

2

2 128
0

πρ
ρ

−
=  ή 32 128πρ =  ή 3 128

2
ρ

π
=   άρα 

3

4
ρ

π
= . 

Εξάλλου ( ) 3256 2E ρ ρ π−′′ = + , οπότε για 
3

4
ρ

π
= , παίρνουµε 

3

4
4 2 6 0E π π π

π
 ′′ = + = > 
 

και συνεπώς πρόκειται πράγµατι για τοπικό ελάχιστο. 
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Είναι τότε  

2

3 3 3

3 3

3

4 128 4
32 16 48

4
E π π π π

π π
π

   
= + = + =   

   
 τετ. µονάδες η 

ελάχιστη τιµή τής επιφάνειας, Για το ύψος 
2 3 3

3

64 64 4

164
h

π π
π

π

= = =
 
 
 

, άρα h = ρ. 

 

29. Βέλτιστη παραγωγή φαρµάκου 

     Πόσα φιαλίδια φαρµάκου πρέπει να παράγει την ηµέρα µία  φαρµακοβιοµηχανία 

για να έχει µέγιστο κέρδος, αν η παραγωγή χ φιαλιδίων φαρµάκου την ηµέρα έχει 

υπολογισθεί ότι της κοστίζει ( )225 35 / 4x x+ + €, η δε τιµή πώλησης του φιαλιδίου 

είναι ( )50 / 2x−  €;  

     Η είσπραξη από την πώληση χ φιαλιδίων είναι ( )50 / 2x x−  δρχ. την ηµέρα. Αφού 

το κόστος των χ φιαλιδίων είναι ( )225 35 / 4x x+ +  €. την ηµέρα, το ηµερήσιο κέρδος 

θα είναι ( )
2 23

50 35 25 15 25
2 4 4

x x x
x x x x

  Κ = − − + + = − −  
   

.  

Τότε ( ) 6
15

4

x
x x′Κ = −  και ( ) 0 60 6 0x x′Κ = ⇒ − = , δηλαδή 10x = . 

Εξάλλου, έχουµε ότι για 10x > , είναι 
60 6

0
4

x−
< , δηλαδή, ( ) 0x′Κ >  ενώ για 

10x < , είναι 
60 6

0
4

x−
> , δηλαδή ( ) 0x′Κ > .  

Συνεπώς, αριστερά του 10x =  η συνάρτηση ( )xΚ  είναι αύξουσα, ενώ δεξιά του 

10x =  η  ( )xΚ είναι φθίνουσα.  

Άρα, για 10x = όπου είναι στάσιµη, έχουµε πράγµατι τοπικό µέγιστο 

( )
23 10

10 150 25 50
4

Κ = − − =
i

€, µέγιστο ηµερήσιο κέρδος, µε την παραγωγή 10 

φιαλιδίων. 

 

30. Ελάχιστο κόστος φαρµάκου 

          Έστω x, y, αντίστοιχα, το κόστος δύο φαρµάκων Α, Β. Αν 23 10 16y x x= − +

και το κόστος x συναρτήσει του χρόνου (σε έτη) είναι
2 1

1

t
x

t

+
=

+
, να βρεθεί το 

ελάχιστο κόστος του φαρµάκου Β µετά το πρώτο έτος.   Η συνάρτηση κόστους y της 

οποίας ζητείται το ελάχιστο, είναι σύνθετη συνάρτηση του χρόνου ( ):t y y x= , όπου 

( )x x t= . Άρα: ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

2

2

2 1 1
6 10 6 10

1

t t tdy dy dx
x x t x

dt dx dt t

+ − +
′= = − = −

+
i  
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( )
( )

( )
( )

2 2 2

2 2

2 2 1 2 1
6 10 6 10

1 1

t t t t t
x x

t t

+ − − + −
= − = −

+ +
 

( )
( )( )

( )

2 22 2

2 3
2

6 10 4 2 11 2 1
6 10

1 11

t t t tt t t

t tt

− − + − + + −
= − = + +  +

. Η παράγωγος αυτή µηδενίζεται 

στις ρίζες των 2 τριωνύµων του αριθµητή της 1 2

1
2,

3
t t= = −  και 

3 41 2, 1 2t t= − + = − − . Απορρίπτοντας τις αρνητικές τιµές του t, καθώς και την 

τιµή 
3t  (επειδή 

3 1t <  και µας ενδιαφέρει πότε το κόστος y γίνεται ελάχιστο µετά τον 

πρώτο χρόνο), έχουµε να ελέγξουµε µόνον αν η τιµή 
1t  καθιστά τη δεύτερη 

παράγωγο θετική ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )6 10 6 10 6 10y t x x t x x t x x t′ ′′′ ′ ′ ′′= − = − + −    

( ) ( ) ( ) ( )6 6 10x t x t x x t′ ′ ′′= + −i .  

Παρατηρούµε ότι η τιµή t=2, ως ρίζα του τριωνύµου 26 10 4t t− − µηδενίζει τον 

παράγοντα 6 10x− στην προηγούµενη σχέση και άρα 

( ) ( ) ( )
( )

2 1

2

2 2 2
2 6 2 2 6 0

2 1
y x x

− +
′′ ′ ′= = > 

+  

i

i .  

∆ηλαδή πρόκειται πράγµατι για τ.min. Το min αυτό κόστος που έχουµε το 2�  έτος, 

είναι  

( )
2

2 22 1 2 1 23
2 3 10 16

2 1 2 1 3
y

 + +
= − + = + + 

 

 

31. Κίνηση µικροοργανισµού στο αίµα II 

Ένας µικροοργανισµός κινείται µέσα στο αίµα µε ταχύτητα υ αντίθετα προς  

τη ροή του αίµατος, του οποίου η ταχύτητα είναι σταθερή 
0υ . Η ενέργεια που 

καταναλώνει είναι kc tυΕ = , όπου 0, 2c k> >  σταθερές και t ο χρόνος. Να βρεθεί µε 

ποιά ταχύτητα πρέπει να κινηθεί διατρέχοντας διάστηµα s, έτσι ώστε να καταναλώσει 

την ελάχιστη ενέργεια. Σύµφωνα µε τα δεδοµένα η κίνηση γίνεται µε ταχύτητα 
0υ υ−  

και κατά αυτή διανύεται διάστηµα s . Άρα έχουµε ( )0s tυ υ− , οπότε 
0

s
t

υ υ
=

−
. Τότε 

η ενέργεια Ε, που είναι συνάρτηση δύο µεταβλητών γίνεται 

( ) ( )1

0

0

k ks
E c cs Eυ υ υ υ υ

υ υ
−

= = − =
−

.  

Είναι ( ) ( ) ( )1 21

0 0

k kE cs kυ υ υ υ υ υ υ− −− ′ = − − −  , ή ( )
( )
( )

1

0

2

0

1k k k
E cs

υ υ υ
υ

υ υ

− − −  ′ =
−

 

Άρα ( ) 0E υ′ = , συνεπάγεται ( ) 01k kυ υ− − , οπότε 0

1

k

k

υ
υ =

−
. Παρατηρούµε ότι 

επειδή 0, 0c s> > και 1k > ,η ( )E υ′  έχει το πρόσηµο του ( ) 01k kυ υ− −  

Αν ( )0
01

1

k
k k

k

υ
υ υ υ< ⇒ − <

−
, δηλαδή ( ) 0E υ′ < και η ( )E υ είναι φθίνουσα. 
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Αν ( )0
01

1

k
k k

k

υ
υ υ υ> ⇒ − >

−
, δηλαδή ( ) 0E υ′ > και η ( )E υ είναι αύξουσα. 

Συνεπώς, για 0

1

k

k

υ
υ =

−
όπου είναι στάσιµη, έχουµε πράγµατι τ.min 

( )
10

min 01
1 1

k
k

k

k k
E E cs

k k

υ
υ −

−

 = = −  −
 που σηµειώνεται τη χρονική στιγµή 

( )
0 0

1s ks
t

υ υ υ
−

= =
−

. 

32. Συγκέντρωση οξωνίου V 

  Στο νερό και σε διάλυση, το γινόµενο των συγκεντρώσεων ιόντων υδρωνίου 

3H O
+  και ιόντων υδροξυλίου OH −  είναι 1410− . Να βρεθεί για ποια τιµή της 

συγκέντρωσης ιόντων υδρωνίου, το άθροισµα των παραπάνω συγκεντρώσεων γίνεται 

ελάχιστο. Καλούµε x τη συγκέντρωση ιόντων υδρωνίου 
3H O

+  και y τη συγκέντρωση 

ιόντων υδροξυλίου OH − . Τότε 1410xy −= . Ζητούµε το ελάχιστο της συνάρτησης 

έστω x yΣ = + . Επειδή 1410y −= είναι ( ) 14 110x x x− −Σ = + i .  

        Τότε ( ) 14 21 10x x− −′Σ = − + i  και ( ) 0x′Σ = , ή 14 21 10 0x− −− =i , ή
2 14

2

10
0

x

x

−−
=  ή   

710x −± . Αλλά ( ) 14 32 10x x− −′′Σ = i  

       Άρα 14 21 7

7

1
2 10 10 2 10 0

10

− ′′Σ = = > 
 

i i i  που συνεπάγεται τ.min για συγκέντρωση 

ιόντων υδρωνίου ίση µε 
710− . (Η άλλη τιµή απορρίπτεται. ∆ίνει άλλωστε τ.max). 

 

33. Χορήγηση δύο φαρµάκων 

∆ύο φάρµακα Φ1, Φ2, χρησιµοποιούνται συγχρόνως για τη θεραπεία 

ασθένειας. Η αντίδραση R σε χ µονάδες του Φ1, και y του Φ2, είναι 

( ) ( )( )2 2,R x y x y a x b y= − − . Για ποια δόση y του Φ2 η αντίδραση γίνεται µέγιστη, 

όταν η δόση χ του Φ1, παραµένει σταθερή; Επειδή το χ παραµένει σταθερό, η 

αντίδραση ( ),R x y , είναι συνάρτηση µόνο της µεταβλητής y, οπότε για να βρούµε το 

µέγιστο παραγωγίζουµε ως προς y (βρίσκουµε δηλ. τη µερική παράγωγο της ( ),R x y

ως προς y)  ( ) ( ) ( )( )2 2 22 2 3
R

x a x y b y y x a x b y y
y

∂
 = − − − = − − ∂

, η οποία 

µηδενίζεται για 0y =  και 
2

3

b
y = , υποθέτοντας ότι 0x ≠ ,α.  

Η δεύτερη (µερική) παράγωγος είναι 

( ) ( ) ( )( )
2

2 2

2
2 3 3 2 6

R
x a x b y y x a x b y

y

∂
= − − − = − −  ∂

η οποία, απορρίπτοντας το 

0y = , για 
2

3

b
y = , δίνει ( )22bx a x− − . Η παράσταση αυτή, για , 0a b >  και x a<

είναι αρνητική, οπότε και έχουµε τ. µέγιστο ίσο προς 
( )2 24

27

x a x b−
, για την 

αντίδραση.  
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34. Ανάπτυξη του ρυθµού µεταβολής βακτηρίων 

Ένας πληθυσµός βακτηρίων µεταβάλλεται ως εξής  ( )
410

9

t

t

e
p t

e
=

+
. Να βρεθεί πότε ο 

ρυθµός µεταβολής του γίνεται µέγιστος και τι είναι τα κρίσιµα σηµεία του ( )p t′ , για 

την ( )p t . Ζητείται το µέγιστο της συνάρτησης ( )p t′ . Έχουµε 

( )
( )

( ) ( )

2
4 4

4
10 9 10

9 10
9 9

t t t t t

t t

e e e e e
p t

e e

+ −
′ = =

+ +

i

i . Η παράγωγος αυτής της συνάρτησης 

είναι ( )
( ) ( )

( ) ( )

2
2 2

4 4

4 3

9 2 9 9
9 10 9 10

9 9

t t t t t t

t t

e e e e e e
p t

e e

+ − + −
′′ = =

+ +

i

i i . Τότε 

( ) 0 9 2 0,t tp t e e′′ = ⇒ − =  ή ( )9 0t te e− = . Επειδή 0, 9 0t te t e≠ ∀ ⇒ − = , δηλ. 9te =

, οπότε 1 9t n= . Η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης ( )p t′ , δηλαδή η 

( )
( )( ) ( ) ( )

( )

3 2
2 2

4

6

9 2 9 3 9 9 2
9.10

9

t t t t t t t

t

e e e e e e e
p t

e

+ + − + +
′′′ =

+
 

         
( )( ) ( )

( )

2 2

4

4

9 2 9 3 9 2
9.10

9

t t t t t t

t

e e e e e e

e

+ + − +
=

+
 η οποία για 1 9t n= , δηλαδή 9te = , 

γίνεται ( ) 41 9 2 5 0p n′′′ = − <i . Άρα, πραγµατική ( )p t′  παρουσιάζει τοπικό maximum: 

( ) ( ) 2 4

max 1 9 2 5 2500p t p n′ ′= = =i . Παρατηρούµε ότι τα κρίσιµα σηµεία της ( )p t′  

δηλ.  εκείνα για τα οποία ( ) 0p t′′ = , είναι σηµεία καµπής της ( )p t , αφού τότε η 

( )p t′′′ δεν µηδενίζεται. 

 

35. Θνησιµότητα πληθυσµού 

         Ο αριθµός N των επιζώντων ατόµων ενός πληθυσµού πειραµατόζωων, λόγω 

θνησιµότητας από φυσικές αιτίες, µεταβάλλεται συναρτήσει του χρόνου t σύµφωνα 

µε τη σχέση  
kt

beN ae−= όπου α, b, k >0 σταθερές. Να βρεθούν τα σηµεία καµπής της 

συνάρτησης αυτής. Τί παρουσιάζει Ν΄ στα σηµεία αυτά; Σηµεία καµπής έχουµε εκεί 

όπου 0N′′ = , ενώ συγχρόνως 0N′′′ ≠ . Είναι 

( )kt kt ktbe kt kt be kt beN ae be abke e abke− − −′′ = − = − =i  

( ) ( )kt ktkt be kt kt be ktN abke kt be abke k bke− −′′′ = − = − ( )2 1
kt

kt kt be ktabk e e be−= −i . 

Άρα, επειδή α, b, k >0 και 0
kt

kt bee − ≠  θα είναι 0N′′ =  όταν 1 0ktbe− =  δηλαδή όταν 

1kte
b

= , ἡ ακόµη  όταν 
1

1kt n
b

= , οπότε 
1 1

1t n
k b

= . H τρίτη παράγωγος είναι: 

( )( ) ( )2 21 1
kt ktkt kt be kt be ktN abk be e abk e be− −′ ′′′′ = − − − −  

       ( )2
3 2 3 21

kt ktkt be kt kt be
abk e be ab k e

− −= − παρατηρούµε ότι για 
11nb

t
k

−

= ,  η παράσταση 

1 11 / 1 1kt k nb k nbe e e b
− − −= = =  οπότε 1 0ktbe− =  και 2 2 1kt

kt bee b e− − −= .  
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Άρα, για 
11nb

t
k

−

= , η τιµή της N′′′  είναι: 
2 3 3

2
0

ab k ak

b e e
= ≠  και µάλιστα > 0. Συνεπώς, 

το σηµείο 
11

,
nb a

k e

− 
 
 

 είναι πράγµατι σηµείο καµπής της N. Επειδή για 1 11t k nb− −= , 

είναι 0N′′ = , ενώ για την τιµή αυτή του t η N′′′  είναι θετική, έχουµε τοπικό ελάχιστο 

για τη συνάρτηση Ν΄, που είναι ίσο µε 
ak

e
− . 

 

36. Ελάχιστη συγκέντρωση φαρµάκου 

        Ο ρυθµός µεταβολής της συγκέντρωσης ενός φαρµάκου είναι 34 12 8t t− − . Να 

βρεθεί πόση είναι και πότε παρουσιάζεται η ελάχιστη συγκέντρωση c(t), αν η αρχική 

συγκέντρωση είναι 30 µονάδες. Έχουµε ότι ο ( ) 34 12 8c t t t′ = − − . Τότε 

( ) 30 4 12 8 0c t t t′ = ⇒ − − = , ἡ 3 3 2 0t t− − = , ή ( ) ( )2 1 2 1 0t t t− − + = , ή 

( )( ) ( )1 1 2 1 0t t t t− + − + = , ἡ ( ) ( )1 2 2 0t t t− − − =   , ή ( )( )21 2 0t t t+ − − = . Οι ρίζες 

είναι 1 2 31, 2, 1t t t= − = = − . 

Εξάλλου ( ) 212 12c t t′′ = − . Απορρίπτοντας την τιµή 1t = −  για 2t =  έχουµε 

( ) 22 12 2 12 36 0c′′ = − = >i  και άρα πραγµατικό τοπικό minimum (Επειδή

( ) ( )2 2 20 12 12 0 12 1 0 1 1c t t t t t′′ = ⇒ − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ±  και ( ) 24c t t′′′ =  για 

1t = −  είναι ( )1 24 0c′′′ − = − ≠ . Άρα,  έχουµε σηµείο καµπής). Για να βρούµε πόση 

είναι η ελάχιστη συγκέντρωση, παρατηρούµε ότι 
( ) 34 12 8

dc t
t t

dt
= − − , οπότε 

( ) ( )34 12 8dc t t t dt= − −  και συνεπώς  

( ) ( )3 34 12 8 4 12 8c t t t dt t dt tdt dt= − − = − −∫ ∫ ∫ ∫      

         
4 2

4 24
12 8 6 8

4 2

t t
t k t t t k= − − + = − − − . Επειδή ( )0 30 30c k= ⇒ = . Άρα, η 

συγκέντρωση είναι ( ) 4 26 8 30c t t t t= − − −  η  οποία για 2t =  δίνει 

( ) 4 2

min 2 2 62 8 2 30 6c c= = − − − =i .  

 

37. Κίνηση σπερµατοζωαρίου I 

Ένα σπερµατοζωάριο κινείται ευθύγραµµα µε αρχική ταχύτητα 20 mm/min  

και επιτάχυνση 32 mm/min2, για να γονιµοποιήσει ένα ωάριο . H ενεργεία που 

καταναλώνει είναι 33, 2E tυ= . Για ποια ταχύτητα υ η ενέργεια γίνεται µέγιστη, πόση 

είναι και πότε γίνεται µέγιστη; Ποια είναι η απόσταση που έχει διατρέξει τότε;  

Επειδή 32 32
d

d dt
dt

υ
γ υ= = − ⇒ = − . Άρα,  32 32dt cυ = − = − +∫ . Επειδή 

0 20 20cυ = ⇒ = , δηλαδή 32 20tυ = − + , οπότε 
20

32
t

υ−
= .  Η  ενέργεια γίνεται τότε 

συνάρτηση µόνον της ταχύτητας υ, δηλαδή 

( ) ( )3 3 3 420
3, 2 0,1 20 2 0,1

32
E

υ
υ υ υ υ υ υ

−
= = − = − . Παραγωγίζοντας έχουµε 
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( ) ( )2 3 26 0,4 6 0,4E υ υ υ υ υ′ = = = − , απ’ όπου θέτοντας ( ) 0E υ′ =  παίρνουµε 

( )2 6 0,4 0υ υ− = , δηλαδή υ = 0 και 
6

15
0, 4

υ = .  

Εξάλλου ( ) 12 1,2E υ υ υ′′ = − , οπότε ( ) 215 12 15 1,2 15 90 0E′′ = − = − <i i .  

Άρα, πρόκειται για τ.max που συµβαίνει τη χρονική στιγµή 
20 15 5

32 32
t

−
= =  και δίνει 

( )max 15 1687,5E E= =  µονάδες ενέργειας. 

Για να βρούµε το διάστηµα που έχει διανύσει µέχρι τότε, δηλαδή τη χρονική στιγµή 

5

32
t = , όπου παρατηρείτε η µέγιστη ενέργεια, έχουµε 32 20

ds
t

dt
υ= = − + , οπότε 

( )32 20ds t dt= − + t και ( ) 232 20 20 32 20 16s t dt dt tdt t t k= − + = − = − +∫ ∫ ∫ .  

Για t=0 είναι s=0, οπότε k=0. Άρα, ( )220 16 20 16s t t t t= − = − . Συνεπώς για 
5

32
t =

έχουµε 
5 16 5 5 35 175

20 .
32 32 32 2 64

s mm
 = − = = 
 

i

i  

 

38. Σύσπαση µυός 

        Η ταχύτητα υ µε την οποία συσπάτε ένας µυς όταν επιδρά σε αυτόν µία δύναµη 

F, είναι συνάρτηση της F. Αν γνωρίζουµε ότι ο ρυθµός µεταβολής της ταχύτητας υ 

είναι ίσος προς 
( )2

0
c

F a
− <

+
 όπου α µία σταθερά, τι συνάρτηση είναι η υ; Να 

βρεθεί η υ καθώς και ποια µεταβολή υφίσταται η υ, όταν η δύναµη F µεταβάλλεται 

κατά δF;  

α) Έχουµε ότι ( )Fυ υ=  και 
( )2

0
d c

dF F a

υ
− <

+
είναι φθίνουσα συνάρτηση της F. 

β) Από τη σχέση 
( )2

d c

dF F a

υ
= −

+
 , έχουµε 

( )2

c
d dF

F a
υ = −

+
, οπότε 

( )
( )

( )
( ) 1

2 2

d F adF
c c c F a k

F a F a
υ −+

= − = − = + +
+ +∫ ∫  

Έτσι 
c

k
F a

υ − =
+

, οπότε ( )( )F a b cυ+ + = , όπου θέτουµε k b− = . (Η συνάρτηση 

αυτή παριστάνει µία υπερβολή). 

γ) 
( )2

c
dF F

F a
υ υ δ′∆ ≅ = −

+
i  

 

39. Συγκέντρωση αναβολικού 

        Ο ρυθµός µεταβολής της συγκέντρωσης αναβολικού στα ούρα ενός αθλητή  

είναι ( ) ( )2 1 tc t t e′ = − − . Να βρεθεί µετά από πόσο χρόνο ο αθλητής δεν θα βρεθεί 

ντοπαρισµένος, αν το επιτρεπόµενο όριο για τη ( )c t είναι 2 µονάδες και η αρχική 

συγκέντρωση ήταν ίση µε 1 µονάδα.  Αφού γνωρίζουµε την παράγωγο της 

συνάρτησης, η συνάρτηση θα βρεθεί µε ολοκλήρωση. ∆ηλαδή, επειδή 
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( ) ( )2 1 tdc t
t e

dt
= − − , έπεται ( ) ( )2 1 tdc t t e= − − , οπότε 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 1 1 1t t t tc t t e dt t de t e e d t= − − = − − = − − + −∫ ∫ ∫  

          ( ) ( )2 21 2 1 2t t t tt e te dt t e tde= − − + = − − +∫ ∫  

          ( ) ( )2 21 2 2 2 1t t t tt e te e dt e t t k= − − + − = − + − +∫  

Επειδή ( )0 1c = , έχουµε ( )0 1 1e k− + = , ή 1 1k − = και 2k = .  

Η συγκέντρωση ( ) ( )2
1 2tc t e t= − − +  θα φθάσει το επιτρεπόµενο όριο των 2 

µονάδων, όταν ( )2
1 2 2te t− − + = , ἡ ( )2

1 0te t− − = .  

Επειδή 0te ≠ , ( )2
1 0t t∀ ⇒ − = , οπότε 1t = .  

Άρα, τη χρονική στιγµή 1t = , η συγκέντρωση του αναβολικού φθάνει το 

επιτρεπόµενο όριο. Συνεπώς, αν µετά από 1 χρονική µονάδα γίνει ο έλεγχος, ο 

αθλητής δεν θα θεωρηθεί ντοπαρισµένος. (Πράγµατι η συνάρτηση ( )c t για 1t >  

είναι φθίνουσα, για 1t =  είναι στάσιµη και για 1t < είναι αύξουσα. Άρα το 

επιτρεπόµενο όριο είναι το µέγιστο της ( )c t . 

 

40. Ενδοφλέβια ένεση γλυκόζης 

Στο αίµα ασθενούς εισάγεται, µε ενδοφλέβια ένεση, γλυκόζη µε ταχύτητα  
2te−−  (t ο χρόνος σε s). Ποια ποσότητα γλυκόζης υπάρχει στο αίµα του ασθενούς 

µετά από χρόνο 30 s, αν αρχικά υπάρχουν στο αίµα του ασθενούς 3/2 µονάδες 

γλυκόζης: Πού τείνει να σταθεροποιηθεί η ποσότητα γλυκόζης όταν t → ∞ ; Αν ( )Q t

είναι η ποσότητα γλυκόζης που εισάγεται στο αίµα, τότε έχουµε ως δεδοµένο ότι 

( ) 2tdQ t
e

dt

−= − . Άρα  ( ) 2tdQ t e−= − , οπότε 

 ( ) ( )2 2 21 1
2

2 2

t t tQ t e dt e d t e c− − −= − − = − − = − +∫ ∫ . Επειδή ( ) 03 1 3
0

2 2 2
Q e c= ⇒ + = . 

Άρα 1c =   Συνεπώς   

( )
2 2 2

2

2 1 2
1

2 2 2

t t t

t

e e e
Q t

e

− − + +
= + = = . Για ( )

60

60

1 2
30sec 30

2

e
t Q

e

+
= ⇒ )  

 Η τιµή ισορροπίας της ( )Q t , δηλαδή το ( )lim
t

Q t
→∞

 είναι 

( ) 2 2 2

1 1 1
lim lim 1 1 lim 1 1

2 2 2 limt t tt x x

x

Q t
e e e→∞ →∞ →∞

→∞

 = + = + = + = 
 

 , αφού 

2t

t
e →∞→∞ , οπότε 

2

1
0

2 tte →∞→ . 

 

41. Αλκοτέστ 

  Υποθέτουµε ότι η ποσότητα ( )Q t  του αλκοόλ στο αίµα ενός οδηγού, πριν το 

αλκοόλ αρχίσει να αποβάλλεται από τον οργανισµό του, µεταβάλλεται µε ρυθµό 

1

2t −
  όπου t ο χρόνος σε ώρες. Να βρεθεί ποια χρονική στιγµή 2>  η ( )Q t ξεπερνάει 

τη 1 µονάδα, αν γνωρίζουµε ότι σε 3 ώρες είναι 4 µονάδες. 
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Επειδή 
( ) ( ) ( ) 11

2
2

dQ t
dQ t t dt

dt t

−
= ⇒ = −

−
, οπότε 

( ) ( ) ( )1 2
2 1 2

2

d t
Q t t dt n t c

t

− −
= − = = − +

−∫ ∫ . Επειδή ( )3 4 1 3 2 4Q n c= ⇒ − + = , 

δηλαδή 1 1 4n c+ = . Άρα 4c =  και  ( ) 1 2 4Q t n t= − +  

Έστω ότι η ( )Q t παίρνει την τιµή 1, δηλαδή 1 2 4 1n t − + = , ἡ 1 2 3n t − = − , ἡ 

1 2 3n t− − = . Πρέπει 2 0t − > , δηλαδή 2t > . Σε  αυτήν την περίπτωση, η σχέση 

( )1 2 3n t− − =  δίνει ( ) 1
1 2 3n t

−
− = , δηλαδή ( ) 13 2e t

−
= − , ἡ ακόµη 3 1

2
e

t
=

−
 και άρα 

3 32 1e t e− = , ή 
3

1
2t

e
= + . Άρα σε 

3

1
2

e
+  ώρες φθάνει τη 1 µονάδα. 

 

42. Αντίδραση και ταχύτητα αντίδρασης σε φάρµακο 

        Η αντίδραση ενός οργανισµού σε ένα φάρµακο δίνεται από τη σχέση  

( ) 2
1000

1

t

t

e dt
R t

e
= −

+∫ . Να βρεθεί η τιµή της αντίδρασης και της ταχύτητάς της τη 

χρονική στιγµή 1t = , αν η αρχική αντίδραση είναι µηδέν. 

( ) 2 2
1000 1000

1 1

t
t

t

e dt dx
R t x c e c

e x
τοξεϕ τοξεϕ= − = − = − + = − +

+ +∫ ∫  

όπου θέσαµε te x= , οπότε t tdx de e dt xdt= = = , δηλαδή 
dx

dt
x

= και 2 2te x=  

Επειδή ( ) 00 0 0R e cτοξεϕ= ⇒ − + = , ἡ 1 0cτοξεϕ− + = , δηλαδή 1
4

c
π

τοξεϕ= =  

Άρα ( )
4

tR t e
π

τοξεϕ= − +  Και ( )1
4

R e
π

τοξεϕ= − + . Η ταχύτητα της αντίδρασης 

είναι   
( )

2 2 2
1000

1 1 1

t t t

t t t

dR t d e dt d e dt e

dt dt e dt e e

 
= − = − = − + + + 

∫ ∫  (αφού η παράγωγος του 

ολοκληρώµατος είναι η υπό ολοκλήρωση συνάρτηση) την οποία, εποµένως, 

βρίσκουµε χωρίς να χρειάζεται να προηγηθεί η ολοκλήρωση. Φυσικά, την ( )R t

βρίσκουµε και µετά από την ολοκλήρωση, παραγωγίζοντας την (1) 

( ) ( )
( )

( )2 2

1

4 11

t
t t t

tt

e
R t e e e

ee

π
τοξεϕ τοξεϕ

′ − −  ′ ′′ = − + = − = =  +  +
 . 

Τέλος   ( ) 2
1

1

e
R

e
′ = −

+
. 


