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Εισαγωγή 

Οι κωνικές τοµές που µελετήθηκαν αρχικά στην ελληνική γεωµετρία, 

περιγράφονται σήµερα από δευτεροβάθµιες εξισώσεις σαν καµπύλες του επιπέδου 

των συντεταγµένων. Οι Έλληνες της εποχής του Πλάτωνα τις περιέγραψαν σαν τις 

καµπύλες στις οποίες ένα επίπεδο µπορεί να τµήσει ένα κώνο, για αυτό και το όνοµα 

«κωνική τοµή». Ο κύκλος, η παραβολή, η έλλειψη και η υπερβολή λέγονται κωνικές 

τοµές, γιατί µπορούν να προκύψουν από την τοµή µιας ορθής κωνικής επιφάνειας µε 

ένα επίπεδο, το οποίο δε διέρχεται από την κορυφή της.  

Η σηµασία αυτών των καµπύλων φαίνεται ότι αρχικά σχετίζονταν µε 

ορισµένα προβλήµατα γεωµετρικών κατασκευών, όπως για παράδειγµα το περίφηµο 

πρόβληµα διπλασιασµού του κύβου. ∆ηλαδή, δοθέντος ενός κύβου, να 

κατασκευαστεί ένας άλλος µε διπλάσιο όγκο. Με αλγεβρικό συµβολισµό, αυτό 

σηµαίνει ότι αν α είναι η πλευρά του αρχικού κύβου, να κατασκευαστεί ένα 

ευθύγραµµο τµήµα x που θα είναι η πλευρά του κύβου µε όγκο
32a  δηλ 

3 32x a= . 

  Η µελέτη των κωνικών τοµών συνεχίστηκε από τους Άραβες και ιδιαίτερα 

τους  Ευρωπαίους µαθηµατικούς της Αναγέννησης. Από καθαρά µαθηµατική άποψη, 

η  πλέον ουσιαστική εξέλιξη υπήρξε η εφαρµογή αλγεβρικών µεθόδων που οδήγησε  

βαθµιαία στην αποδέσµευση αυτών των καµπύλων από τον κώνο και στον ορισµό 

τους ως γεωµετρικών τόπων σηµείων, οι συντεταγµένες των οποίων ως προς ένα 

σύστηµα  συντεταγµένων ικανοποιούν µια εξίσωση 2ου βαθµού µε 2 µεταβλητές. 

Εκείνο όµως που χαρακτηρίζει ιδιαίτερα τη νεώτερη εποχή είναι οι πολλές  

εφαρµογές των κωνικών τοµών σε διάφορους κλάδους της επιστήµης, της τέχνης και  

της τεχνολογίας. Στην αστρονοµία ο Kepler, µε το έργο του «Astronomia nονa» 

(1609), έδωσε µια  απλή ερµηνεία της κίνησης των πλανητών, αντικαθιστώντας το 

πολύπλοκο σύστηµα  των κυκλικών κινήσεων µε ελλειπτικές τροχιές.  

Συγκεκριµένα, ο 1ος νόµος του  Kepler αναφέρει ότι: «Οι τροχιές των 

πλανητών είναι ελλείψεις, στη µία εστία των  οποίων βρίσκεται ο ήλιος». Η έλλειψη 

χρησιµοποιήθηκε επίσης στη ζωγραφική για την προοπτική αναπαράσταση του 

κύκλου, γεγονός που οδήγησε στην επινόηση νέων µεθόδων κατασκευής  της από 

ζωγράφους της Αναγέννησης. Σηµαντικές επίσης υπήρξαν οι εφαρµογές των  

κωνικών τοµών στον αρχιτεκτονικό σχεδιασµό µεγάλων έργων, όπως θόλους 

εκκλησιών, γέφυρες κ.λπ. 

 

Στην παρούσα εργασία θα µελετήσουµε την υπερβολή και τις ιδιότητές της. 
 

1. Η υπερβολή ως γεωµετρικός τόπος 

Ορισµός: Υπερβολή λέγεται ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων Μ του 

επιπέδου 2IR , για καθένα από τα οποία η απόλυτη τιµή της διαφοράς των 

αποστάσεών του από δύο σταθερά σηµεία είναι σταθερή. Τα δύο σταθερά σηµεία 

λέγονται εστίες της υπερβολής και η µεταξύ τους απόσταση λέγεται εστιακή 

απόσταση.   
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Αν Ε και Ε՛ είναι οι εστίες µιας υπερβολής c, τότε έχουµε τις σχέσεις (σχήµα 1): 

2EE γ′ =
����

  2E M EM α′ − =
����� �����

, α = σταθερό. 

 
Σχήµα 1 

 

2. Εξίσωση της υπερβολής 

Για να βρούµε την εξίσωση της υπερβολής, εκλέγουµε ορθοκανονικό 

σύστηµα αξόνων Οxy µε άξονα των x  την ευθεία Ε՛Ε και άξονα των y τη  

µεσοκάθετο του Ε՛Ε. Στο σύστηµα αυτό οι εστίες είναι τα σηµεία ( ),0E γ′ −  και 

( ),0E γ  . Για το τυχαίο σηµείο M(x,y)  της υπερβολής, από το τρίγωνο ΜΕΕ,՛ είναι 

2 2ME ME EE α γ α γ′ ′− < ⇔ < ⇔ < . (σχήµα 2) 

 
Σχήµα 2 

 

( ) ( ), , 2d M E d M E a′− = ⇔  

 

( ) ( )2 22 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2x y x y a x y x x y xγ γ γ γ γ γ α− + − + + = ⇔ + + − − + + + = ⇔  

 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 4x y x x y x x y x x y xγ γ γ γ γ γ γ γ α+ + − + + + + − + + − + + + = ⇔  

 

( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 22 4 2 4x y x y xγ α γ γ+ + − = + + − ⇔  

 

( ) ( )2
2 2 2 2 2 2 2 2 24 2x y x x y aγ γ γ+ + − = + + − ⇔  

 

( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2 2

2 0

4 4 4

x y

x y x x y a a x y

γ α

γ γ γ γ

 + + − ≥ 
⇔ 

+ + − = + + + − + +  
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( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

0x a y a

a x a y a a

γ

γ γ

 − + + + ≥ 
 

− − = −  
 

Επειδή είναι γ>α συνάγουµε ότι µπορούµε να θέσουµε 2 2 2γ α β− = . Έτσι έχουµε:  

( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2

0
0

1

x a y
x a y

x y
x a y a

a

β
β

β β
β

 − + + ≥ − + + ≥   
⇔   

− =− =    
 

  

Από τη 
2 2

2 2
1

x y

a β
− =  παρατηρούµε ότι: 

 
2

2 2 2 2 2 2 2 2

2
1 0 0

x
x a x a x a y

a
β≥ ⇒ ≥ ⇒ − ≥ ⇒ − + + ≥   

Ώστε αν Μ(x,y) είναι ένα σηµείο του επιπέδου τότε  
2 2

2 2
1

x y

a β
− =  

Άρα η εξίσωση της υπερβολής ως προς το σύστηµα αξόνων που επιλέξαµε είναι η 
2 2

2 2
1

x y

a β
− =  µε 2 2 2β γ α= −   

Αποδεικνύεται και το αντίστροφο. ∆ηλαδή, αν Μ(x,y) είναι ένα σηµείο του επιπέδου 

που επαληθεύει την εξίσωση 
2 2

2 2
1

x y

a β
− =  µε 2 2 2β γ α= − ,τότε ισχύει: 

( ) ( ) 2α′ΜΕ − ΜΕ =  που σηµαίνει ότι το Μ είναι το σηµείο της παραπάνω 

υπερβολής. Άρα η εξίσωση της υπερβολής µε εστίες ( ),0γ′Ε −  και ( ),0γΕ  και 

σταθερή διαφορά 2α, είναι η  
2 2

2 2
1

x y

a β
− =  µε 2 2 2β γ α= −  (σχήµα 3). 

 

3. Ιδιότητες της υπερβολής 

• Η εξίσωση  
2 2

2 2
1

x y

a β
− =  δεν µεταβάλλεται όταν θέσουµε όπου x το -x και y=y 

ή x=x και το y το -y ή το x το -x και το y το -y. Άρα, η υπερβολή έχει τους άξονες 

συντεταγµένων Οx και Oy ως άξονες συµµετρίας και την αρχή των αξόνων Ο ως 

κέντρο συµµετρίας. Εποµένως, η ευθεία ′Ε Ε  είναι ο άξονας συµµετρίας της 

υπερβολής και το µέσο του ′Ε Ε  είναι το κέντρο συµµετρίας της (σχ. 2). 

 

• Η εξίσωση  
2 2

2 2
1

x y

a β
− =  δίνει:  

2 2

2 2
1

x y

a β
− = . Άρα, έχουµε 

2

2
1 0

x

a
− ≥ , δηλαδή 

όλα τα σηµεία της υπερβολής ικανοποιούν τη σχέση x a≥  δηλαδή βρίσκονται έξω 

από την ταινία των ευθειών 1v  και 2v  οι οποίες ορίζονται από τις εξισώσεις  x=α και 

x=-α αντίστοιχα. Αυτό σηµαίνει ότι η υπερβολή αποτελείται από δύο χωριστούς 

κλάδους. (σχήµα 3) 
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Σχήµα 3 
 

4. Στοιχεία της υπερβολής 

∆ίνεται η υπερβολή C (σχήµα 3) η οποία ορίζεται από την εξίσωση:C:
2 2

2 2
1

x y

a β
− =  

• Για y=0 o άξονας  Ox τέµνει την υπερβολή στα σηµεία ( ),0α′Α −  και 

( ),0αΑ  και λέγεται πρωτεύων άξονας.  

• Για x=0 ο άξονας Οy δεν τέµνει την υπερβολή και λέγεται δευτερεύων 

άξονας. Η αρχή Ο λέγεται κέντρο της υπερβολής. Επάνω στο δευτερεύοντα άξονα 

λαµβάνουµε τα σηµεία ( )0,βΒ  και ( )0, β′Β − . Το µήκος ( ), ′Β Β  λέγεται µήκος του 

δευτερεύοντα άξονα. Το µήκος ( ), ′Α Α  λέγεται µήκος του πρωτεύοντα άξονα. Τα 

′Α , Α λέγονται κορυφές της υπερβολής και είναι ( ) 2α′Α Α = . 

• Εκκεντρότητα ε της υπερβολής  ονοµάζουµε το λόγο 
γ
α

 , δηλαδή:  

γ
ε

α
=       για 1γ α ε> ⇒ > . 

• Η καµπύλη C της υπερβολής είναι η ένωση των γραφηµάτων των 

συναρτήσεων ( ) 2 2

1f x x a
β
α

= − , ( ) 2 2

2f x x a
β
α
−

= −  µε 

( ) ( ) ( ] [ )1 2 , ,D f D f a a= = −∞ − ∪ +∞  που προκύπτουν αν η εξίσωση της υπερβολής 

λυθεί ως προς y (σχήµα 4). Παρατηρούµε ότι ( ) [ )1 0,R f = +∞  και ( ) ( ]2 ,0R f = −∞ . 

 

Σχήµα 4 
 

• Ονοµάζουµε θετικό κλάδο της υπερβολής εκείνον που τα σηµεία του έχουν 

θετικές τετµηµένες. Αρνητικό κλάδο της υπερβολής ονοµάζουµε εκείνον που τα 

σηµεία του έχουν αρνητικές τετµηµένες. (σχήµα 5) 
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Σχήµα 5 

5. Παραδείγµατα 

1.  Η υπερβολή C: 
2 2

1
25 9

x y
− =  έχει: 

2
25α = , 2 9β =    

2 2 2 34 34γ α β γ= + = ⇒ =  οπότε ( )34,0 ,Ε  ( )34,0′Ε − .  

Κορυφές Α(5,0), ( )5,0′Α − . Κύριος άξονας: 2 10α′ΑΑ = =
�����

.∆ευτερεύοντας άξονας: 

2 6β′ΒΒ = =
����

. Εκκεντρότητα: 
34

5

γ
ε

α
= =     

2. Η υπερβολή C:
2 2

1
9 4

y x
− =  έχει: 

2
9α = , 2 4β =  2 2 2 13 13γ α β γ= + = ⇒ =  

οπότε ( ) ( )0, 13 , 0, 13 .′Ε Ε −   

Κορυφές Α(0,3), ( )0, 3′Α − . Κύριος άξονας: 2 6α′ΑΑ = =
�����

. ∆ευτερεύοντας άξονας: 

2 4β′ΒΒ = =
����

. Εκκεντρότητα: 
13

3

γ
ε

α
= =     

• Θεωρούµε την υπερβολή C του επιπέδου των αξόνων Οxy που ο κήριος 

άξονάς της είναι παράλληλος προς τον άξονα x x′  και το κέντρο της ( )0 0,x y′Ο  είναι 

διάφορο του Ο. Κάνουµε παράλληλη µεταφορά του συστήµατος Οxy στο ′Ο ΧΨ . Αν 

Μ είναι το σηµείο της υπερβολής C µε συντεταγµένες (x,y) ως προς το Οxy και  

(Χ,Ψ) ως προς το ′Ο ΧΨ  ξέρουµε ότι είναι: 
o o

o o

x x X X x x

y y y y

= + = −   
⇔   

= +Ψ Ψ = −   
 (1). Όµως 

η υπερβολή ως προς το ′Ο ΧΨ  έχει εξίσωση 
2 2

2 2
1

α β
Χ Ψ
− =  και άρα λόγω των (1) θα 

έχει εξίσωση 
( ) ( )2 2

2 2
1

o ox x y y

a β
− −

− =  ως προς το αρχικό σύστηµα Οxy. Επιπλέον οι 

εστίες θα είναι ( ) ( ), , ,o o o ox y E x yγ γ′Ε + −  και οι κορυφές 

( ) ( ), , ,o o o ox a y x a y′Α + Α − . 

Άρα η εξίσωση 
( ) ( )2 2

2 2
1

o ox x y y

a β
− −

− =   είναι εξίσωση υπερβολής µε κέντρο 

( ),o ox y′Ο  και κύριο άξονα παράλληλο ως προς τον x x′ . Οµοίως βρίσκουµε ότι η 
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εξίσωση 
( ) ( )2 2

2 2
1

o oy y x x

a β
− −

− =   είναι εξίσωση υπερβολής µε κέντρο ( ),o ox y′Ο  και 

κύριο άξονα παράλληλο ως προς τον y y′ . (σχήµα 6) 

 

Σχήµα 6 
 

Παράδειγµα 3. Η εξίσωση  2 22 2 8 11 0x y x y− − − − = ⇔   

( ) ( )2 22 1 2 4 4 11 1 8 0x x y y− + − + + − − + = ⇔

( ) ( ) ( ) ( )2 2

2 2 1 2
1 2 2 4 1

4 2

x y
x y

− +
− − + = ⇔ − =  και συνεπώς είναι εξίσωση υπερβολής 

µε κέντρο ( )1, 2′Ο −  και άξονα παράλληλο ως προς x x′ . 

• Θεωρούµε τις συναρτήσεις 

a
x

t

y t

συν
βεϕ

 = 
 
 = 

 όπου ,
2

t k k
π

π≠ + ∈Z . Αυτές 

αντικαθιστώµενες στην εξίσωση της υπερβολής δίνουν 2

2

1
1t

t
εϕ

συν
− = , που είναι 

ταυτότητα ως προς t. Άρα είναι παραµετρικές εξισώσεις της υπερβολής. 

 
6. Ασύμπτωτες υπερβολής 

∆ίνεται η υπερβολή C η οποία ορίζεται από την εξίσωση 
2 2

2 2
1

x y

a β
− = . Οι ευθείες 

1 2,  v v οι οποίες ορίζονται από τις εξισώσεις 1 1: 0 :
x y

v v y x
a

β
β α

− = ⇔ =   και 

2 2: 0 :
x y

v v x
a a

β
β

+ = ⇔ −   λέγονται ασύµπτωτες της υπερβολής (σχήµα  7). 

 

Σχήµα 7 
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7. Συζυγείς υπερβολές 

Έστω η υπερβολή C η οποία ορίζεται από την εξίσωση 
2 2

2 2
1

x y

a β
− = . Από 

αυτή την εξίσωση λαµβάνω µία άλλη υπερβολή C1 η οποία ορίζεται από την εξίσωση 
2 2

2 2
1

x y

a β
− = −  για την οποία ο άξονας Οy είναι πρωτεύοντας άξονας και ο άξονας Οx 

είναι δευτερεύοντας άξονας (σχήµα 8). Οι υπερβολές C και 1C , που ορίζονται από τις 

παραπάνω εξισώσεις λέγονται συζυγείς. Ο πρωτεύον άξονας της υπερβολής C είναι 

δευτερεύων άξονας της 1C  και αντίστροφα ο πρωτεύων άξονας της 1C  είναι 

δευτερεύων της C. 

 

Σχήµα 8 

8. Ισοσκελής υπερβολή 

Ορισµός: Η υπερβολή 
2 2

2 2
: 1

x y
C
α β
− =  όταν α β= , λέγεται ισοσκελής υπερβολή και 

ορίζεται από την εξίσωση 2 2 2:C x y α− =  (σχήµα 9). 

 

Σχήµα 9 

 

9. Παρατηρήσεις 

� Επειδή 2 2 2yβ α= −  και α β=   2 22 2 2
γ

α γ ε
α

⇒ = ⇔ = ⇔ = , δηλαδή η 

ισοσκελής υπερβολή έχει εκκεντρότητα: 2ε = . 

� Οι ασύµπτωτες της ισοσκελούς υπερβολής είναι οι ευθείες µε εξισώσεις 1 :V y x=  

και 2 :V y x= − , δηλαδή οι ευθείες των διχοτόµων των γωνιών των αξόνων και οι 

οποίες φυσικά, τέµνονται κάθετα. 

� Είναι χρήσιµο να δούµε τη µορφή που παίρνει η εξίσωση της ισοσκελούς 

υπερβολής  2 2 2:C x y α− =  στο σύστηµα αξόνων που συνιστούν οι κάθετες 

ασύµπτωτές της. Θεωρούµε λοιπόν τις ασύµπτωτες ως άξονες, όπως φαίνεται στο 

σχήµα 10, µε µοναδιαία τα διανύσµατα 1 2,e e
�� ���

. 
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Σχήµα 10 

 

Τότε προκύπτει: 

1 1

2 2 2 2
,

2 2 2 2
e i j e

 −
= − ⇔   

 

�� �� �� ��
 και 2 2

2 2 2 2
,

2 2 2 2
e i j e

 
= + ⇔   

 

��� �� �� ���
 

Αν Μ είναι  τυχαίο σηµείο της ισοσκελούς υπερβολής µε συντεταγµένες ( ),x y  ως 

προς το Oxy  και ( ),Χ Ψ  ως προς το OΧΨ , από τους τύπους αλλαγής του 

συστήµατος των αξόνων έχουµε: 

( )

( )

2 2 2
0

2 2 2

2 2 2
0

2 2 2

x x

y y

   
= + Χ+ Ψ = Χ +Ψ   

      
⇔   

   
   = + Χ− Ψ = Χ−Ψ
      

 

Η εξίσωση 2 2 2x y α− =  της C  στο Oxy , γίνεται τότε ( ) ( )2 2 21 1

2 2
αΧ+Ψ − Χ−Ψ =  

στο OΧΨ (σχήµα 11). 

 
Σχήµα 11 

 

Γενικότερα: Η ισοσκελής υπερβολή στο σύστηµα αξόνων που συνιστούν οι 

ασύµπτωτές της, έχει εξίσωση xy k=  µε σταθερόk = . Αν 0k >  τότε η C βρίσκεται 

στα τεταρτηµόρια I και III, ενώ αν 0k <  τότε η C βρίσκεται στα τεταρτηµόρια II και 

ΙV όπως φαίνεται και στο σχήµα 12 που ακολουθεί. 

 

Σχήµα 12 
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Εφαρµογή. Στο σχήµα 13 εµφανίζονται δύο συζυγείς υπερβολές, c και c1. Να 

αποδειχθεί ότι οι εστίες τους απέχουν εξ ίσου από το κοινό κέντρο τους. 

Λύση. Έστω ότι η υπερβολή c ορίζεται από την εξίσωση: 
2 2

2 2
1

x y

α β
− =  

Συνεπώς η συζυγής της, c1, ορίζεται από την εξίσωση: 
2 2

2 2
1

y x

β α
− =  

Από τον ορισµό έχουµε: ( ) ( ) ( ) ( )2 2

1 1
OE OE OE OEα β′ ′= = + = =  που είναι και 

το ζητούµενο. 

 

Σχήµα 13 
 

10. ∆ιευθετούσες της υπερβολής 

2 2

2 2
: 1

x y
C
α β
− =

 

Ορισµός: ∆ιευθετούσα της C αντίστοιχη στην εστία ( ),0γΕ ονοµάζουµε την ευθεία 

2

: x
α

δ
γ

= . ∆ιευθετούσα της C αντίστοιχη στην εστία ( ),0γ′Ε − ονοµάζουµε την 

ευθεία 
2

: x
α

δ
γ

′ = − .Επειδή 
2 1

2

α α
α α

γ γ
± = = ⋅ <  έπεται ότι οι διευθετούσες 

,δ δ ′της υπερβολής, δεν τέµνουν την υπερβολή. 

Πρόταση: Αν Μ τυχαίο σηµείο της υπερβολής, τότε ισχύει: 
( )
( )

,

,

d M E

d M
ε

δ
=   

Απόδειξη: Έστω 
2 2

2 2
: 1

x y
C
α β
− = ,  ( ),0γΕ ,  

2

: x
α

δ
γ

=   ή  
2

: 0x
α

δ
γ

− =  και 

( )0 0,M x y  τυχαίο σηµείο της C (σχήµα 14). 

 
Σχήµα 14 
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Αφού 
2 2

0 0

2 2
1

x y
M C

α β
∈ ⇔ − =   

( ) ( )

2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2 2 2 2 2

0 0

2 2 2 2 2 2 4 2 2

0 0 0 (1)

x y

x y

x y x

β α α β

γ α α α γ α

α α α γ α γ

− = ⇔

⇔ − − = − ⇔

⇔ + + = +

  

Έχουµε: 

( ) ( )

( )

( )
( )

2 2 2 2 2

0 0 0 0 0

2

20 2
0

0
2 2

2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2

0 0

, 2

και ,
1 0

2 2,

,

d M E x y x y x

x
x

d M x

x y x x y xd M E

d M x x

γ γ γ

α
γ αγ α

δ
γ γ

γ γ γ α γ γγ
δ αγ α γ α

= − + = + + − 


⇒

− 
− = = − = + 

+ + − + + −
⇒ = = ⋅ =

− −

  

( )

2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 2(1)
0 0 0 0 0

2 2

0 0

2
2 2

0 0

2 2

0 0

2 2x y x x x

x x

x x

x x

α α α γ α γ α γ α γ
ε ε

γ α γ α

α γ α γ
ε ε ε

γ α γ α

+ + − + −
= ⋅ = ⋅ =

− −

− −
= ⋅ = ⋅ =

− −

  

11. Σχετικές θέσεις ευθείας : y x kε λ= +  και υπερβολής 

2 2

2 2
: 1

x y
C
α β
− =

.   

Θεωρούµε το σύστηµα:  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2 2 2 2 0 1

y x ky x k

x k x kx y

λλ
β α λ α λ α ββ α α β

= + = +   
⇔   

− − − + =− =    
     (Σ) 

Παρατηρούµε ότι: 

α) Αν 2 2 2 0
β

β α λ λ
α

− = ⇔ = ±   η (1) είναι πρωτοβάθµια ως προς το x και εφόσον 

0kλ ≠  η (1) έχει ακριβώς µία ρίζα στο ℝ  .  Συνεπώς, το σύστηµα (Σ) έχει ακριβώς 

µία λύση στο 2
ℝ και άρα η ευθεία ε, που είναι παράλληλη προς µία από τις 

ασύµπτωτες της υπερβολής, έχει ακριβώς ένα κοινό σηµείο µε την υπερβολή C 

(σχήµα 15). 
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Σχήµα 15 
 

β) Αν 2 2 2 0
β

β α λ λ
α

− ≠ ⇔ ≠ ±  η ε  δεν είναι παράλληλη προς τις ασύµπτωτες 

1 2,V V  και τότε : 

 β1) Αν η (1) έχει δύο ρίζες διακεκριµένες στο ℝ , που σηµαίνει ότι 0∆ > , το 

σύστηµα (Σ) έχει δύο λύσεις στο 2
ℝ που είναι οι συντεταγµένες των σηµείων τοµής 

της ευθείας ε και της υπερβολής C (σχ. 16). 

β2) Αν η (1) δεν έχει ρίζα στο ℝ , που σηµαίνει ότι 0∆ < , η ευθεία ε  δεν έχει 

κοινά σηµεία µε την υπερβολή C (σχ. 16).  

β3) Αν η (1) έχει διπλή ρίζα στο ℝ , άρα 0∆ =  και 

( ) ( )4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 24 4 0k k kα λ α β β α λ α λ β+ + + − = ⇔ = − . Στην περίπτωση αυτή 

η ευθεία ε  και η υπερβολή C έχουν δύο κοινά σηµεία που ταυτίζονται ή ένα διπλό 

κοινό σηµείο. Συνεπώς η ευθεία ε  ορίζεται ως εφαπτοµένη της υπερβολής C  

(σχήµα 16). 

 

Σχήµα 16 
 

Στην περίπτωση που δεν ορίζεται ο συντελεστής διεύθυνσης της ( )ε , δηλαδή αν 

( ) / / y yε ′  που σηµαίνει ότι ( ) : x kε = , έχουµε το σύστηµα:  

( )
2 2 2

2 2 2

2 2 2
1

x k x k

x y
y k

β
α

α β α

=  = 
      

⇔   
   − = = −     

 από το οποίο συµπεραίνουµε ότι: 

Αν kα α− < <  τότε η ευθεία ε  και η υπερβολή C  δεν έχουν κοινά σηµεία. 

Αν kα α− < <  τότε η ευθεία ε  εφάπτεται στην υπερβολή C στις κορυφές , ′Α Α . 

Αν ( ) ( ), ,k α α∈ −∞ − ∪ +∞  τότε η ευθεία ε τέµνει την υπερβολή C  σε δύο σηµεία 

συµµετρικά ως προς τον άξονα ,x x′ . 
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Άρα: Η ευθεία ( ) : y x kε λ= +  εφάπτεται στην υπερβολή 
2 2

2 2
: 1

x y
C
α β
− =  αν και µόνο 

ισχύει 2 2 2 2kα λ β− = . Κατακόρυφες εφαπτόµενες της C  είναι οι ευθείες 

1 2: , :x xε α ε α= = − . 

 

12. Εφαπτοµένη υπερβολής 
2 2

2 2
: 1

x y
C
α β
− =  σε ένα σηµείο της P0 

Πρόταση: ∆ίνεται η υπερβολή C στο επίπεδο 2
ℝ , που ορίζεται από την εξίσωση: 

  
2 2

2 2
: 1

x y
C
α β
− =  

Να δειχθεί ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης της C στο σηµείο ( )0 0 0,P x y είναι : 

0 0

2 2
1

xx yy

α β
− =

 

Απόδειξη: Αν ( )0 0 0,P x y  είναι ένα σηµείο της υπερβολής C, η εξίσωση κάθε ευθείας 

v που διέρχεται από το σηµείο αυτό και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ (σχήµα 17), 

είναι : 

( )0 0: y y x xν λ− = −  

 

Σχήµα 17 
 

Τα κοινά σηµεία της C και της ν έχουν συντεταγµένες που είναι λύσεις του 

συστήµατος των εξισώσεων τους. Έτσι η εξίσωση υπερβολής C µε τη βοήθεια της 

εξίσωσης της ευθείας ν γίνεται :  

( )

( ) ( ) ( )

22 2 2 2 2

0 0

22 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

0

2 0

x y x x

x y x x y x

β α λ α β

β α λ α λ λ α λ α β

− + − − = ⇒  

⇒ − − − − − − =
  

Οι ρίζες της εξίσωσης αυτής ως προς το x είναι οι τετµηµένες των κοινών σηµείων 

της ν και της C. Επειδή η ν πρέπει να εφάπτεται στη C, έπεται ότι η παραπάνω 

εξίσωση έχει διπλή ρίζα ίση µε x0. Από όλα τα παραπάνω καταλήγουµε:  

( )22 2
0 0 2 2 0

0 0 02 2 2 2

0

y x x
x x y

y

α λ λ β
β λα λ

β α λ α
−

= ⇒ = ⇔ =
−
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Η εξίσωση της v µε τη βοήθεια της εξίσωσης που µόλις σχηµατίσαµε και επειδή 

έχουµε 
2 2

0 0

2 2
1

x y

α β
− = , γιατί το P0 ανήκει στην υπερβολή, δίνει την εξίσωση της 

εφαπτοµένης της C στο P0 η οποία είναι το ζητούµενο : 0 0

2 2
1

xx yy

α β
− =  

 

13. Εφαρµογές 

      Στην ενότητα αυτή παρουσιάζουµε µερικές χαρακτηριστικές εφαρµογές της 

υπερβολής. Το σχήµα της υπερβολής έχει χρησιµοποιηθεί αρκετά στην αρχιτεκτονική 

και εν γένει στην κατασκευή κτιρίων. Ενδεικτικά, στην εικόνα 1 που ακολουθεί, 

βλέπουµε στην αριστερή πλευρά τµήµα  του πολύ γνωστού ναού της Sagrada Familia 

του Antoniο Gaudi στη Βαρκελώνη, ενώ στη δεξιά πλευρά το αεροδρόµια του 

Ντάλλας. 

 

Εικόνα 1 
 

Στην εικόνα 2 βλέπουµε γρανάζια λοξού άξονα που τους έχει εφαρµοστεί η 

υπερβολή και µία πολύ γνωστή χρήση τους είναι στα διαφορικά των οχηµάτων.  

 
Εικόνα 2 

 

Μια άλλη περίπτωση που συναντάµε το σχήµα της υπερβολής σε κτηριακή 

κατασκευή, είναι ο πύργος ψύξης ενός πυρηνικού αντιδραστήρα. Εκεί η επιλογή αυτή 

γίνεται γιατί προκύπτει µία πολύ δυνατή κατασκευή µε ίσιους ατσάλινους δοκούς 

χρησιµοποιώντας τα ελάχιστα δυνατόν υλικά (εικόνα 3). 

 



 

17 

 

 

Εικόνα 3 

 

 Αξίζει να αναφέρουµε ένα φυσικό φαινόµενο 

που αφορά το φράγµα του ήχου όταν αυτό σπάει από ένα αεροπλάνο. Τότε 

δηµιουργούνται ηχητικά κύµατα που έχουν σχήµα κώνου (εικόνα 4), ενώ ακούγεται 

ένας ήχος σαν έκρηξη. Όταν αυτά τα ηχητικά κύµατα αγγίξουν το έδαφος 

δηµιουργούν υπερβολές και κατά συνέπεια οι επιπτώσεις εµφανίζονται ταυτόχρονα 

σε όλα τα σηµεία κάθε υπερβολής (εικόνα 5). 

 
Εικόνα 4 

 
Εικόνα 5 

 

Τέλος θα αναφερθούµε σε σηµαντικές εφαρµογές που χρησιµοποιούν την 

αντανακλαστική ιδιότητα της υπερβολής. Εδώ έχουµε πως η εφαπτοµένη µίας 

υπερβολής σε ένα σηµείο Μ διχοτοµεί την ′ΕΜΕ , όπου οι ,′Ε Ε είναι οι εστίες της 

(υπερβολής) (σχήµα 18). 
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Σχήµα 18 
 

Εποµένως, µια φωτεινή ακτίνα, κατευθυνόµενη προς τη µία εστία ( )1Ε  της 

υπερβολής, όταν ανακλάται στην επιφάνεια αυτής, διέρχεται από την άλλη εστία 

( )2Ε , όπως φαίνεται στο σχήµα 19.  

 

Σχήµα 19 
 

Η ιδιότητα αυτή χρησιµοποιείται στην κατασκευή καθρεπτών για τα κατοπτρικά 

τηλεσκόπια. Όπως φαίνεται στην εικόνα 6, το φως χτυπάει πάνω στον καθρέπτη που 

έχει σχήµα υπερβολής και ανακλάται πάνω στην εστία της υπερβολής, στην οποία 

έχουµε τοποθετήσει έναν καθρέπτη που οδηγεί την εικόνα στον προσοφθαλµικό 

φακό. 

 
Σχήµα 20 

 

Η ίδια ιδιότητα χρησιµοποιείται και στον µεγαλύτερο κλάδο της ραδιοναυτιλίας που 

είναι η υπερβολική ναυτιλία.  Χρησιµοποιείται για τον εντοπισµό πλοίων και το 
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όνοµα προκύπτει από το γεγονός ότι οι αναζητούµενες και χρησιµοποιούµενες 

γραµµές θέσης προσδιορισµού γεωγραφικού στίγµατος είναι υπερβολικές καµπύλες.  

Κυριότερες συσκευές ραδιοναυτιλίας που λειτουργούν επί των αρχών της 

υπερβολικής ναυτιλίας είναι οι  συσκευές loran, deka,  Κόνσολ. 
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