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Πρόσκληση στη 2  

 

Ο αριθµός είναι ο κανόνας των σχηµάτων και των ιδεών. Πυθαγόρας 

 

Ο αριθµός 2  ήταν ο 1ος άρρητος αριθµός που ανακαλύφθηκε, µια επιστηµονική 

επιτυχία υψίστης σπουδαιότητας, που σηµατοδότησε για αιώνες τη µαθηµατική πρόκληση της 

δηµιουργίας των πραγµατικών αριθµών (αριθµών που επιτρέπουν τον προσδιορισµό όλων των 

σηµείων µιας καθέτου). Ο 2 µπορεί να υπάρχει ακόµη και στο απλό σχήµα ενός τετραγώνου σε 

ένα χαρτί. Παίρνουµε 4 τετράγωνα µοναδιαίας πλευράς και τραβάµε τις 4 διαγώνιους τους 

(σχήµα 1). 

 

Σχήµα 1                                                                                                 Σχήµα 2 

 

Έτσι, προκύπτει ένα εσωτερικό τετράγωνο εµβαδού ίσου µε 2, που καταλαµβάνει το 

µισό τετράγωνο της πλευράς 2 (η σκιερή περιοχή στο σχήµα). Η πλευρά αυτού του εσωτερικού 

τετραγώνου πολλαπλασιασµένη επί τον εαυτό της πρέπει να είναι 2 έτσι, έχει ήδη προκύψει η 

τετραγωνική ρίζα του 2 (που γράφεται √2	). Τίποτα δεν προµήνυε τις λογικές και τις 

υπολογιστικές επιπλοκές, που θα συνεπαγόταν η ανακάλυψη αυτού του τόσο απλού και 

όµορφου αριθµού. 

 

Η ιστορία της 2  (από το 1800 π.Χ. ως σήµερα) 

Στη συλλογή από βαβυλωνιακές πινακίδες, που φυλάσσεται στο πανεπιστήµιο Yale, 

ξεχωρίζει η πινακίδα µε αριθµό YBC 7289 διότι, πέρα από τις συνήθεις σφηνοειδείς εγκοπές, η 

µατιά οποιουδήποτε παρατηρητή θα αναγνώριζε το σχήµα 2. Το κοµµάτι, χρονολογείται από την 

περίοδο µεταξύ 1.800–1.600 π.Χ. και απεικονίζει ένα τετράγωνο µε τις 2 διαγώνιους του και µια 

µεγάλη σειρά αριθµών χαραγµένων µε σµίλη σύµφωνα µε τη βαβυλωνιακή αρίθµηση, στη βάση 

του 60. Οι ερευνητές, βεβαιώνουν πως τα αριθµητικά αυτά δεδοµένα ανταποκρίνονται σε µία 

προσέγγιση της 2  µε τα 6 πρώτα δεκαδικά της. 
2 3

24 51 10
1 1,41421296

60 60 60
+ + + = .   

Αργότερα, σε αρχαία ινδουιστικά βιβλία µε τίτλο Sullasutras (800–200 π.Χ.) συναντάµε 

διατυπωµένη την ακόλουθη προσέγγιση της 2  «αυξάνεται το µήκος της πλευράς κατά 1
3

 και 

το τρίτο αυτό κατά το τέταρτο µέρος του και αφαιρείται το 34ο  µέρος αυτού του τετάρτου», που 

αριθµητικά εκφράζεται ως 
1 1 1 577

1 1,414215686
3 3 4 3 4 34 408

+ + − = ≅
⋅ ⋅ ⋅

. Όπως φαίνεται, οι 

Βαβυλώνιοι, οι Ινδοί, και φυσικά οι Αιγύπτιοι, γνώριζαν και χρησιµοποιούσαν τα κλάσµατα. 

Εντούτοις, ο τρόπος χρήσης τους ήταν κατ’ εξοχήν πρακτικός. Μόνο µετά την εξέλιξη των 
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ελληνικών µαθηµατικών, άρχισαν να λαµβάνουν υπόψη την πιο θεωρητική (και φιλοσοφική) 

πλευρά του αριθµού. Η ανακάλυψη του 2  ως άρρητου αριθµού, οφείλεται στην πυθαγόρεια 

σχολή και για αυτό ο εν λόγω αριθµός είναι άρρηκτα συνδεδεµένος µε την εγκυρότητα του 

πυθαγορείου θεωρήµατος. Στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη, που συνιστά το απαύγασµα της 

ελληνικής γεωµετρικής γνώσης, δίνεται µεγάλη προσοχή στα άρρητα µεγέθη. Από τότε, έγιναν 

πολλές απόπειρες προσέγγισης του 2  µέσω κλασµάτων. ∆εν έλειψαν και προσπάθειες µε 

αναλυτικές εκφράσεις, τολµηρό άλµα από τον κόσµο της γεωµετρίας σε αυτόν του λογισµού. Το 

2   είναι στενά συνδεδεµένο µε την τριγωνοµετρία, αφού για 045  ή 
4

π
 ακτίνια προκύπτει 

2
sin cos

4 4 2

π π
= = . Έτσι, από τη γνώση των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων του ηµιτόνου και 

του συνηµίτονου, προέρχονται πολύ αποτελεσµατικές µέθοδοι υπολογισµού των δεκαδικών του 

2 . Η  2  δεν είναι αλγεβρική, µόνο επειδή αποτελεί τη θετική λύση της πολυωνυµικής 

εξίσωσης 2 2 0x − =  και επειδή, όπως όλες οι τετραγωνικές ρίζες, µπορεί να συµµετάσχει στην 

επίλυση της εξίσωσης 2ου βαθµού 2 0ax bx c+ + = µε τις 2 λύσεις τις 
2 4

2

b b ac
x

a

− ± −
=  και 

έτσι εµφανίζονται οι τετραγωνικές ρίζες στα σηµεία τοµής της παραβολής 
2y ax bx c= + +  µε 

τον άξονα της τετµηµένης ( x ). 

 

Η γέννηση των εξισώσεων 2ου βαθµού 

Τα γεωµετρικά προβλήµατα µε τετράγωνα, ορθογώνια, τρίγωνα και άλλα βασικά 

σχήµατα, συνδέθηκαν απολύτως φυσιολογικά µε την ανάπτυξη των εξισώσεων δευτέρου 

βαθµού. Ήδη στη Βαβυλωνία, γύρω στο 2.000 π.Χ., είχαν δοθεί λύσεις σε συµπαγείς εξισώσεις 

όπως  (πινακίδα ΒΜ 13901). Απαντώνται επίσης και προϋποθέσεις που οδηγούν µέσω 

χειρισµών σε µια τέτοια µορφή εξίσωσης «αν το εµβαδόν ορθογωνίου είναι 1xy =  και η 

περίµετρος είναι 4, άρα 2 2 4x y+ = ,  τότε οι τιµές των  ,x y είναι...». Σε πινακίδες στα Σούσα, 

έχουµε σύγκριση των εµβαδών και των τετραγώνων των πλευρών κανονικών πολυγώνων 

πλευρών 3, 4, 5, 6 και 7. Περί το 628 µ.Χ., ο Ινδός Brahmagupta έλυσε το  2 10 9x x− = − , 

προτείνοντας επιπρόσθετα µια περιγραφή της µεθόδου για την επίλυση τέτοιου τύπου 

εξισώσεων. Αργότερα, τον 9ο  αιώνα, συναντάµε τον Άραβα µαθηµατικό Musa–al–Khwarizmi ο 

οποίος λύνει την εξίσωση 2 10 39x x+ = . Στη χαραυγή της άλγεβρας, οι αριθµήσεις ήταν 

ρητορικές και περιλάµβαναν µακροσκελείς λεκτικές περιγραφές σχετικά µε τρόπους 

υπολογισµού. Μόνο τον καιρό του ∆ιόφαντου, στην αρχαία Ελλάδα, άρχισαν να 

χρησιµοποιούνται βραχυγραφίες. Παρά ταύτα, στη δύση, ως τον 15ο αιώνα, δεν αναπτύχθηκε η 

αλγεβρική αρίθµηση µε σύµβολα όπως είναι γνωστή σήµερα.   

 

Κλασµατικές προσεγγίσεις στη 2  

Το τετράγωνο πλευράς 5, έχει διαγώνιο µήκους 5 2   και εφόσον ( )2

5 2 50=   είναι 

αριθµός κοντινός στο τέλειο τετράγωνο 249 7= , προκύπτει ότι 5 2 7≅ , δηλαδή,  
7

2
5

≅ . 
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Άρα, 

2
7 49 50 1 1

2 2 0,04
5 25 25 25

−  = = = − = − 
 

. Έτσι φαίνεται ότι υπάρχει µια πολύ µικρή 

διαφορά ανάµεσα στο τετράγωνο της πλευράς 2  και στο τετράγωνο πλευράς 
7

5
. Το κλάσµα 

7

5
 

ανήκει στην ακολουθία 
1 3 7 17 41 99 239 577

, , , , , , , ,...
1 2 5 12 29 70 169 408

 που δίνει καλές κλασµατικές 

προσεγγίσεις της 2 .  Μπορούµε να δούµε πως κάποιοι παράγοντες προσεγγίζουν λιγότερο και 

κάποιοι περισσότερο 
1 7 41 239 577 99 17 3

2
1 5 29 169 408 70 12 2
< < < < < < < < . 

Ενδεικτικά, το 
99

70
 είναι η εγγύτερη προσέγγιση 

99
2 0,00025

70
− < και 

2

2

99 9.801 9.800 1 1
2

70 4.900 4.900 4.900 70

  = = + = + 
 

. Προφανώς, υπάρχουν κλάσµατα µε µεγάλους 

αριθµητές και παρονοµαστές που επίσης προσεγγίζουν τη 2 ,  

3515043237929985687829131076921717644468626388911

2485510909704211897294695733728148710290930026296
 

 

Αναπαραστάσεις του 2   

 Η 2  µπορεί να υπολογιστεί µε συνεχή κλάσµατα 2 1 [1 / {2 (1 / (2 ...))}]= + + +  ως 

άπειρο γινόµενο 
1 1 1

2 1 1 1 ...
4 38 100

    = − − −   
    

, 
2 2 6 6 10 10 14 14

2
1 3 5 7 9 11 13 15

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
,      

1 1 1
2 1 1 1 ...

1 3 5

    = + − +    
        

Από τους τύπους του Taylor  για τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις προκύπτει 

1 1 1 3 1 3 5
2 1 ...

2 2 4 2 4 6 2 4 6 8

⋅ ⋅ ⋅
= + − + − +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
 

Με τις µεθόδους του Euler εδραιώνεται η σειρά 
1 3 15 35 315 693

2 ...
2 8 64 256 4.096 16.384

= + + + + + +  

 

Ρεκόρ στον υπολογισµό του 2  

Ένας από τους πιο δηµοφιλείς αλγορίθµους για τον υπολογισµό προσεγγίσεων του 2 ,  

είναι η αποκαλούµενη βαβυλωνιακή µέθοδος, σύµφωνα µε την οποία παίρνουµε έναν ακέραιο 

θετικό αριθµό F� και εφαρµόζουµε τον αναδροµικό τύπο 2
1

2

n
n

n

F
F

F

+
+ =

⋅
. Με  αυτή τη µέθοδο, η 

οµάδα του Yasumasa Kanada κατάφερε το 1997 να υπολογίσει 137.438.953.444 δεκαδικούς του 

2 .   Τον Φεβρουάριο του 2006, ο Shigeru Kondo έβαλε τον υπολογιστή του ( PC 3.6 GHz, µε 

µνήµη 16 GB) να δουλέψει για 13 µέρες και 14 h ώσπου να προκύψουν 200.000.000 δεκαδικοί 

του 2 . Ο µοναδικός άλλος αριθµός που έχει προσελκύσει τέτοια προσοχή, είναι ο αριθµός π. 

Ήταν η ηλεκτρονική εποχή, που βοήθησε στην εµφάνιση αυτών των αποτελεσµάτων, διότι 

υπολογίστηκαν και αποθηκεύτηκαν σε εικονικό χώρο. Αν εκτύπωναν τους δεκαδικούς του 
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Kondo σε κανονικά φύλλα χαρτιού, µε 30 γραµµές και 70 κενά η καθεµία (2.100 χαρακτήρες 

περίπου), θα χρειάζονταν περίπου 100.000.000 φύλλα.  

 

Πίνακας 1 

 

Η αρρητότητα του 2  

 Οι πυθαγόρειοι, εντόπισαν ισχυρότατες αντιστοιχίες ανάµεσα στη φύση και στα 

µαθηµατικά. Ανακάλυψαν πως οι αρµονικές σχέσεις µεταξύ των µουσικών νοτών, αντιστοιχούν 

σε λόγους ακέραιους αριθµών. Με εφαλτήριο αυτή τη βεβαιότητα, άρχισαν να αναζητούν 

αριθµητικές αναλογίες σε όλες τις φυσικές παραστάσεις, πεπεισµένοι πως η πραγµατικότητα στο 

σύνολό της µπορούσε να εξηγηθεί µέσω των αριθµών. «Τα πάντα είναι αριθµοί», δήλωναν. 

Τα πυθαγόρεια µαθηµατικά, θεωρούν πως δύο µεγέθη είναι σύµµετρα αν µπορούν να 

είναι πολλαπλάσια ενός τρίτου, αν υπάρχει κοινή µονάδα που επιτρέπει στα δύο µεγέθη να έχουν 

ακέραιο µέτρο. Με άλλα λόγια, οι πυθαγόρειοι υποστήριζαν την ακλόνητη αρχή πως όλοι 

αριθµοί είναι λόγοι ακέραιων για να δηλώσουν πως δύο οποιαδήποτε µεγέθη πρέπει να είναι 

σύµµετρα. Ολόκληρο το πυθαγόρειο οικοδόµηµα, είχε χτιστεί πάνω σε αυτές τις βάσεις και 

επεδίωκε να προεκταθεί ως το σύµπαν (για να το εξηγήσει αριθµητικά). 

Κάποια µέρα, ο 'Ιππασος ο Μεταπόντιος, διακεκριµένο µέλος της πυθαγόρειας σέκτας, 

βάλθηκε να παίζει µε το θεώρηµα του δασκάλου του για να υπολογίσει τη διαγώνιο ενός 

τετραγώνου. Κίνητρό του η συνήθης ανησυχία η δίψα για µάθηση. Τα τετράγωνα ήταν πολύ 

απλά σχήµατα και κατά περίεργο τρόπο, ο Ίππασος δεν γνώριζε κάποιον να έχει ασχοληθεί µε 

τον υπολογισµό της διαγωνίου του και να έχει προσπαθήσει να δει αν το αποτέλεσµά του θα 

συνιστούσε σηµαντική συνεισφορά στο µεγαλειώδες οικοδόµηµα των µαθηµατικών. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Σχήµα 3 

Ως πιστός οπαδός του Πυθαγόρα, ο Ίππασος αναζητούσε καθολικές αποδείξεις και για να 
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διευκολύνει το πρόβληµα µε το τετράγωνο, αποφάσισε πως η πλευρά του ήταν απλά µοναδιαία. 
Ο υπολογισµός ήταν εύκολος, θα «έσπαγε» το τετράγωνο σε δύο τρίγωνα και θα εφάρµοζε το 

θεώρηµα του δασκάλου του στον υπολογισµό της υποτείνουσας (σχήµα 3). Το αποτέλεσµα ήταν 

2 , λύση που ισοπέδωσε τις βασικές αρχές του πυθαγορισµού αφού δεν ήταν κλάσµα. 

Κατ’ αρχήν, αποδείκνυε πως η υποτείνουσα ενός ισοσκελούς ορθογωνίου τριγώνου δεν 
είναι σύµµετρη µε τις καθέτους. Όπως θα λέγαµε σήµερα, ένα ορθογώνιο τρίγωνο των οποίων οι 

κάθετες είναι µονάδες, έχει υποτείνουσα ίση µε 2  και είναι άρρητη. Στη συνέχεια, 

αποµάκρυνε σηµαντικά τα γεωµετρικά µεγέθη από τις αριθµητικές ποσότητες, που στο εξής θα 

έπρεπε να δουλεύονται χωριστά. Άρα, η ανακάλυψη του 'Ιππασου γκρέµισε την υπέροχη ιδέα 

της αριθµητικής ενότητας των πυθαγορείων. Αναφέρει ο θρύλος πως το εύρηµα του 'Ιππασου 
δεν δηµιούργησε αµέσως πρόβληµα στους πυθαγόρειους, αφού τον ξεφορτώθηκαν µε 

συνοπτικές διαδικασίες πετώντας τον στη θάλασσα, από ένα καράβι. Σύµφωνα µε το πυθαγόρειο 

θεώρηµα, τετράγωνο µοναδιαίας πλευράς, έχει εµβαδό ίσο µε 2 εποµένως, το µήκος d  της 

διαγώνιου πρέπει να είναι αριθµός ο οποίος, όταν υψωθεί στο τετράγωνο, θα δώσει 2 ( )2 2d = .  

Έτσι, η 2  έρχεται στο προσκήνιο. Η 2 , ήταν το µήκος  τµήµατος που εύκολα 

µπορούσε να σχεδιαστεί µε βάση ένα τετράγωνο, µε τη βοήθεια κανόνα και διαβήτη. Άρα, δεν 

ήταν λογικό να σκεφτεί κανείς πως αν καθοριζόταν ένα οποιοδήποτε µέτρο u  ( )1u < , θα 

µπορούσε να µετρηθεί ταυτόχρονα και η πλευρά (1) και η διαγώνιος ( )2 	του τετραγώνου;  

Ήταν λογικό η πλευρά και η διαγώνιος ενός σταθερού τετραγώνου να είναι σύµµετρες; Η 

πλευρά και η διαγώνιος ενός τριγώνου όµως, δεν είναι σύµµετρες. Σύµφωνα µε αυτή την 

προσέγγιση, το πρόβληµα οδήγησε στην ανάγκη µέτρησης της πλευράς, µε την επανάληψη του 

κοινού µέτρου u , κατά ακέραιο αριθµό n   επαναλήψεων και εύρεσης της 1 n u= ⋅ , κατά άλλο 

ακέραιο αριθµό m επαναλήψεων ( )2 m u= ⋅ .  Άρα, αυτό σε διαίρεση έπρεπε να είναι 

2
2

1

m u m

n u n

⋅
= = =

⋅
.  Έτσι, κατά την ιδιότητα των σύµµετρων µεγεθών το 2  θα ήταν 

κλάσµα 
m

n
 ακέραιων θετικών όρων. Σύµφωνα µε ιστορικούς, µεταξύ των 800 και 500 π.Χ., στο 

ινδικό βιβλίο Sulba Sutras απαντάται η παρατήρηση ότι η πλευρά τετραγώνου µε µοναδιαία 

πλευρά και η διαγώνιός του δεν µπορούν να είναι σύµµετρες. ∆εν γνωρίζουµε τις συνθήκες υπό 

τις οποίες έφθασαν σε αυτό το συµπέρασµα στην Ινδία.  

 

Η αναλογία της Κόρδοβα 

Όταν ο αρχιτέκτονας Rafael de La Hoz (1924–2000) ξεκίνησε να µελετά τη σχέση των 

αναλογιών της Μεσκίτα στην Κόρδοβα, καθώς και άλλων αραβικών σχηµάτων στην πόλη αυτή 

της Ανδαλουσίας, ανακάλυψε προς µεγάλη του έκπληξη τη σαρωτική παρουσία του αριθµού

1

2 2−
  (δηλαδή του 1,3065) ο οποίος εµφανίζεται ως λόγος της ακτίνας µιας περιφέρειας 

προς την πλευρά ενός κανονικού οκταγώνου εγγεγραµµένου σ’ αυτή και τον ονόµασε ως 

«αναλογία της Κόρδοβα». Το Ισλάµ είναι θρησκεία εικονοκλαστική, αλλά αυτό δεν σηµαίνει ότι 

απορρίπτει εντελώς τις αναπαραστάσεις. Στη µουσουλµανική θρησκεία το θείο απεικονίζεται 

µε ένα τετράγωνο. Για αυτό και το κανονικό οκτάγωνο, που προκύπτει ως τοµή δύο 

τετραγώνων µε διαφορά µίας περιστροφής 90°, είναι τόσο σύνηθες σε τρούλους και διακόσµους. 
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Η ακολουθία της Κόρδοβα είναι παρούσα σε όλες αυτές τις αναπαραστάσεις.   

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 4     Οκταγωνική βάση τρούλου στη Μεσκίτα της Κόρδοβα. Η αναλογία της Κόρδοβα, είναι ο λόγος του 

πλευράς αυτού του σχήµατος και της ακτίνας της περιφέρειας στην οποία θα µπορούσε να εγγραφεί. 

 

Η πρώτη απόδειξη για το ότι η 2  είναι άρρητη 

Στην αρχαία Ελλάδα, υπήρχε ήδη µια πολύ ωραία απόδειξη για το ότι η 2  δεν 

µπορούσε να είναι κλάσµα. Η πλατωνική επιχειρηµατολογία χρησιµοποιούσε τη µέθοδο της «εις 

άτοπον απαγωγής» µε τον ακόλουθο τρόπο. «Αν υπήρχε κλάσµα, θα µπορούσαµε να το 

εκφράσουµε ως λόγο µεταξύ δύο ακέραιων ,a b  δηλαδή 2
a

b
= ,  θα µπορούσαµε να υποθέσουµε 

ότι οι ,a b  δεν έχουν κοινούς παράγοντες. Υψώνοντάς το στο τετράγωνο, προκύπτει ότι 2 22 b a⋅ = . 

Και µε δεδοµένο ότι ο όρος στα αριστερά είναι ζυγός (διαιρείται δια του 2), το 2 θα έπρεπε να 

διαιρεί το 2a , το οποίο είναι δυνατό µόνο αν ο a  είναι ζυγός, δηλαδή, αν 2a c= ⋅ , άρα 

( )22 2 22 2 4b a c c⋅ − = ⋅ = και 
2 22b c= ⋅ . Αφού είναι ζυγός ο 22 c⋅ , ο παράγοντας 2 πρέπει να 

διαιρεί το 2b  άρα και τον b . Εντούτοις, µολονότι είχε υποτεθεί ότι οι ,a b  δεν είχαν κοινούς 

παράγοντες, προέκυψε ότι είναι ζυγοί. Η αντίφαση αυτή αποδεικνύει πόσο αδύνατο είναι η 2  να 

είναι κλάσµα.» 

 

Η ιδιότητα του άρρητου µε τις περισσότερες αποδείξεις 

Η ιστορία, βρίθει από επιχειρηµατολογίες απόδειξης του άρρητου της √2	. Στη συνέχεια, 

παραθέτουµε κάποιες από τις πιο παράξενες αποδείξεις. 

 

Γιατί δεν υπάρχουν κατσαρόλες τετράγωνης διατοµής; 

Οι κατσαρόλες είναι κυλινδρικές. Ποτέ δεν θα βρει κανείς πρισµατική κατσαρόλα µε 

τετράγωνη διατοµή. Είναι πρόδηλο πως το κυκλικό σχήµα είναι το πιο λογικό. Επειδή δεν έχει 

ακµές, µπορεί να αφαιρεθεί το περιεχόµενο εύκολα, αλλά και να πλυθεί εύκολα. Από την άλλη 

πλευρά, ο κύκλος της βάσης επιτρέπει τη συµµετρική διάχυση της θερµότητας. Υπάρχει και µια 

άλλη λιγότερο προφανής, αλλά περισσότερο σηµαντική εξήγηση. Ο κύριος λόγος που οι 

κατσαρόλες είναι κυκλικές είναι για να µην πέσει µέσα το καπάκι. Και όσο απίστευτο κι αν 

φαντάζει, πρέπει να καταφύγουµε στη 2  για να το εξηγήσουµε. Σε κατσαρόλα τετράγωνης 

διατοµής µε πλευρά 20 cm , η διαγώνιος είναι  20 2 28,28 cm cm= . Έτσι, ή το καπάκι θα είναι 

πολύ µεγαλύτερο ή σίγουρα θα πέσει στο εσωτερικό της κατσαρόλας. Σε κατσαρόλα κυκλικού 

σχήµατος ωστόσο αυτό δεν θα συµβεί ποτέ. 
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Μία γεωµετρική απόδειξη 

Αν η 2 1>  ήταν κλάσµα 
m

n
, όπου ,m n  οι µικρότεροι ακέραιοι (χωρίς κοινούς 

παράγοντες) που δίνουν 2 , θα ήταν 2 22m n=  άρα θα είχαµε ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο 

ABC  καθέτου n  και υποτείνουσας m . Στο σχήµα 5, τραβήξτε µε κανόνα και διαβήτη το 

κυκλικό τόξο BD , το τόξο EC  και τα τµήµατα DE ,  BC . Με το EBF  ισοσκελές τρίγωνο και 

EB FB m n= = −  προκύπτει ( ) 2FC FE n m n n m= = − − = − . Στη συνέχεια, το EBF  γίνεται 

τρίγωνο µε πλευρές µικρότερες από αυτές του αρχικού σχήµατος, και έτσι η 2  µπορεί να 

εκφραστεί ως 
2n m

m n

−
−

. Αυτό έρχεται σε σύγκρουση µε την υπόθεση ότι οι ,m n  ήταν οι 

µικρότεροι ακέραιοι µε λόγο 2 . 

         Σχήµα 5                                                                         Σχήµα 6 

 

Μία απόδειξη µε παράγοντες 

Αν 2
m

n
=   ήταν  κλάσµα µε ακέραιους όρους ,m n  χωρίς κοινούς διαιρέτες και αν 

µετατρέψουµε την έκφραση υψώνοντάς τη στο τετράγωνο για να εξαλείψουµε τη ρίζα, είναι
2 22m n= . Γράφοντας τους ,m n  ως γινόµενα δυνάµεων πρώτων αριθµών, η τιµή της 22n  είναι 

πάντα ζυγή έκφραση, οπότε υποχρεωτικά και ο 2m  θα είναι επίσης ζυγός. Αυτό είναι άτοπο, 

διότι οι δύο αριθµοί  ήταν χωρίς κοινούς διαιρέτες.  

 

Μία απόδειξη µε υπολογισµό (Miklos Lasckovich) 

Αν ήταν 2
m

n
=   (µε ,m n  τους µικρότερους ακέραιους), τότε 2 22m n= ⋅ , µε m n>   και

n m n> − , άρα (ανακτώντας τη γεωµετρική απόδειξη) 

2
2

2

1

n m m
n m n n

m n mm n

n n

−
−−

= =
−− −

  

Εφόσον 2
m

n
=   είναι 

2
2 2

2
2 11

m

n
m

n

− −
= =

−−
 Ο τύπος αυτός παρουσιάζει τη 2  ως 

λόγο ακέραιων όρων πολύ µικρότερων των αρχικών, το οποίο είναι αδύνατο. 
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Μια ευφυής γραφική απόδειξη (Alexander J. Hahn) 

Αν 2  ήταν κλάσµα (ήδη απλοποιηµένο), ο λόγος 
m

n
 θα ήταν 2 22m n=  και το λευκό 

τετράγωνο πλευράς m  θα ήταν ίσο σε εµβαδό µε τα δύο σκιερά τετράγωνα πλευράς n  (σχήµα 

6). Τα σκιερά τετράγωνα που είναι τοποθετηµένα στις αντικριστές πλευρές του λευκού 

τετραγώνου, διασταυρώνονται σε ένα νέο τετράγωνο ακέραιης πλευράς ( )2 2m m n n m− − = − , 

το εµβαδό του οποίου πρέπει να είναι το άθροισµα των δύο µαύρων τετραγώνων πλευράς m n− . 

Έτσι ( ) ( )2 2
2 2n m m n− = − . Το 2  εµφανίζεται ξανά ως κλάσµα 

2n m

m n

−
−

ακέραιων µικρότερων 

των ,m n  που θεωρητικά, ήταν οι πιο µικροί! Για άλλη µια φορά, υπάρχει αντίφαση. 

 

Μια απόδειξη µε σχέδιο (Tom Apostol) 

      Αυτή η απόδειξη της ιδιότητας του άρρητου της 2  παρουσιάστηκε το 2000. Οφείλεται στο 

µαθηµατικό, ειδικό της θεωρίας αριθµών, Tom Apostol. Το «ελάχιστο» ορθογώνιο τρίγωνο 

ακέραιων πλευρών , ,m n n µε 2 22m n= εµπεριέχει άλλο τρίγωνο µε ακόµη πιο µικρές ακέραιες 

πλευρές. Αυτό όµως έρχεται σε σύγκρουση µε την αρχική υπόθεση του ελαχίστου. 

 

 
Σχήµα 7 

 

 
 

Το πρόβληµα του
22   

            Στο διεθνές µαθηµατικό συνέδριο που έλαβε χώρα στο Παρίσι το 1900, ο Γερµανός 

µαθηµατικός David Hilbert, παρουσίασε αυτό που θεωρούσε ως σύγχρονα όρια των 

µαθηµατικών και προέτρεψε τη µαθηµατική κοινότητα να καταπιαστεί µε την υπέρβασή τους.  

          Ο Hilbert πρότεινε µία λίστα 23 άλυτων προβληµάτων τα οποία, κατά την άποψή του, 

είχαν ύψιστη σηµασία. Μεταξύ αυτών συγκαταλεγόταν το αίνιγµα του Fermat, αλλά και η 2 . 

Το ερώτηµα που έθετε ο Hilbert σχετικά µε αυτή ήταν «Ο 22  είναι υπερβατικός αριθµός 

δηλαδή, αριθµός που δεν µπορεί να εµφανιστεί ως λύση πολυώνυµου µε ακέραιους συντελεστές 

ίσους µε µηδέν;» Ο Hilbert, προαισθάνθηκε πως η απάντηση ήταν καταφατική. Το 1930, τριάντα 

χρόνια αργότερα, µπόρεσε να το αποδείξει οριστικά. 

 

Γεωµετρικά σχέδια της 2  

     Σχήµα 8                                                                                                 Σχήµα 9 

 

Όπως καθίσταται προφανές, το πρώτο γεωµετρικό σχέδιο της 2 είναι η διαγώνιος του 
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µοναδιαίου τετραγώνου. Στο σχήµα 8 όταν τοποθετήσουµε το τµήµα 2   µε κανόνα και 

διαβήτη, προκύπτει ορθογώνιο πλευρών 1  και 2 , η διαγώνιος του οποίου είναι 3 .  Τότε, 

αρχίζουν να εµφανίζονται και όλα τα τµήµατα 2, 3, 4, 5,...  Η ίδια σειρά, µπορεί να 

απεικονιστεί οπτικά σχεδιάζοντας µία σπείρα (σχήµα 9). Άλλο είδος σχεδίασης της 2 , είναι 

µέσω της χρήσης περιφερειών. Αν σχεδιαστεί ηµικύκλιο διαµέτρου 3  και στο σηµείο της 

διαµέτρου που απέχει 2  µονάδες από ένα άκρο, υψώνεται η κάθετος, αυτή θα κόψει την 

περιφέρεια µε τµήµα µήκους 2 (σχήµα 10).  Αν έχουµε ορθογώνιο axb  πάντα µπορούµε να 

τραβήξουµε τη διαγώνιο του. Τότε, από την κορυφή του, µπορεί να σχεδιαστεί η κάθετος της 

διαγώνιου εξωτερικά (ή εσωτερικά), κατασκευάζοντας το επονοµαζόµενο αντίστροφο 

ορθογώνιο. Το νέο αυτό ορθογώνιο, εκτός του ότι έχει το ίδιο σχήµα, µοιράζεται µία πλευρά µε 

το αρχικό ορθογώνιο. Κατά συνέπεια, έχει την ίδια αναλογία µεταξύ των πλευρών του a  και 
2

a

b
 

(σχήµα 11). 

 

 

 

 

 

= 

       

 

 
           Σχήµα 10                                                                           Σχήµα 11 

 

Τότε, πότε ένα αντίστροφο ορθογώνιο είναι το µισό του αρχικού ορθογωνίου; Πρέπει να 

είναι
2 2

2
2 2

2

a b b b

b a a
= ⇔ = ⇔ = . Το ορθογώνιο της αναλογίας 2 είναι ο µοναδικός τύπος του 

οποίου το µισό είναι το αντίστροφό του. Τα ακόλουθα σχήµατα 12, 13 εµφανίζουν ενδιαφέροντα 

γεωµετρικά συµπεράσµατα προερχόµενα από την εν λόγω ιδιότητα. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 12 
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Σχήµα 13 

 

Μορφότυπα DIN χαρτιού και φωτογραφιών 

Υπάρχουν σχήµατα χαρτιού όπως το Α4 (210x290 mm), το ολλανδικό (215x285 mm), το 

Α5 (215x157,5 mm), το µισό του Α5, γνωστό ευρύτερα ως Α6. Η τεχνολογική πρόοδος απέσυρε 

τις γραφοµηχανές (χειρός ή ηλεκτρικές) και δηµιούργησε έναν καινούργιο κόσµο 

πολυµηχανηµάτων (υπολογιστές, τηλετυπία, φωτοτυπικά). Αποσκοπώντας στην 

πολυλειτουργική χρήση αυτών των συσκευών, για εξοικονόµηση χρόνου και για ευκολία, 

επικράτησαν στην Ευρώπη κάποια µορφότυπα χαρτιού, η σειρά DIN. Το περίεργο είναι πως το 

εν λόγω σύστηµα δεν είναι καθόλου καινούργιο. Πρόκειται για παλαιό σύστηµα σχεδίασης του 

γερµανικού Deutsches Institut fur Normung, στα αρχικά του οποίου οφείλει το µορφότυπο DIN 

και το όνοµά του. To DIN, ήταν ένα ίδρυµα αφιερωµένο στην τυποποίηση το οποίο ανέθεσε 

στον µηχανικό Walter Forstmann την επεξεργασία ενός προτύπου (DIN 476) για τον καθορισµό 

σχηµάτων χαρτιού κατά τον Μεσοπόλεµο, το έτος 1922. Ο ∆ιεθνής Οργανισµός Τυποποίησης 

(ISO κατά το αγγλικό όνοµά του) ενσωµάτωσε το γερµανικό πρότυπο στο δικό του πρότυπο 

ISΟ 216. Ο οργανισµός αυτός, ιδρύθηκε µετά τον 2ο  Παγκόσµιο πόλεµο µε αντικείµενο την 

προώθηση διεθνών προτύπων στη βιοµηχανία, το εµπόριο και την επικοινωνία, ώστε να 

αυξηθούν οι εγγυήσεις ποιότητας και ασφάλειας των προϊόντων.  

Σήµερα, 160 χώρες συµµετέχουν στον οργανισµό αυτό που έχει την έδρα του στη Γενεύη 

της Ελβετίας. Σήµερα, ελάχιστες χώρες ακολουθούν αυτά τα  πρότυπα (Η.Π.Α.,  Καναδάς και 

κάποιες λατινοαµερικανικές). Στην Ευρώπη υπάρχει µία χώρα που χρησιµοποιεί διαφορετικό 

σύστηµα. Στο Ηνωµένο Βασίλειο υπάρχουν φύλλα όπως το Letter (11 8,5x ίντσες), το Legal (

14 8,5x ίντσες) και το Tabloid (17 11x ίντσες). Στην καρδιά αυτής της ενοποίησης των µέτρων 

βρίσκεται µία παντελώς άγνωστη και συνάµα πολύ παράξενη έκπληξη για το ευρύ κοινό. Η 

µαθηµατική βάση του συστήµατος DIN είναι η αναλογία 2  και µία επιφάνεια 21 m . 

Αν χρειάζονται ορθογώνια φύλλα χαρτιού α x b (µε α 	b	2α), έτσι ώστε το αρχικό 

φύλλο DIN Α0 να έχει επιφάνεια 21 m  και κάθε φύλλο χωρισµένο στη µέση της µεγάλης 

πλευράς b να δίνει δύο κοµµάτια ίσου προτύπου, προκύπτει η αναλογία  
2

2
2 2

2

b a b b

ba a a
= ⇔ = ⇔ = .  Βλέπουµε ότι η 2 	είναι το κλειδί για να διευκολυνθεί µία λογικά 

συνεπής σειρά πανοµοιότυπων προτύπων χρησιµοποιώντας την αρχή της συνεχούς διαίρεσης σε 
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µισά. Στην περίπτωση του DIN Α0, όταν εκφράζεται σε mm, θα είναι 2
b

a
=   και 

2 21.000.000 1 ba mm m= = . Άρα,  6 62 2 10 10 2 841 a mm= ⇔ = και 1.189 b mm= .  

Είναι σαφές πως πρόκειται για τις διαστάσεις κοµµένων φύλλων. Οι κατασκευαστές 

κυλίνδρων χαρτιού δουλεύουν µε µεγαλύτερες διαστάσεις για να προβούν σε ασφαλείς κοπές. 

Για παράδειγµα, για ένα DIN Α0 κατασκευάζονται κοµµάτια 880  1.230 x mm . Εκτός από τη 

σειρά Α, υπάρχουν οι Β και  C. Στο πλαίσιο που παρατίθεται στο περιθώριο, απαριθµούνται οι 

διαστάσεις τους σε χιλιοστά. Σηµειώνονται παρεκκλίσεις 1,5 mm±  για διαστάσεις 150 mm . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 14 Μορφότυπα DIN µεγέθους χαρτιού από ΑΟ, επιφάνειας 
21 m  ως Α8, λίγο µεγαλύτερο από µία κάρτα 

επισκέπτη 

 

Οι διαστάσεις της σειράς ΒΝ είναι αντιστοίχως (ύψος και πλάτος) ο γεωµετρικός µέσος 

όρος των τιµών που είναι σχετικές µε το DIN ΑΝ και το DIN Α (Ν+1). Για παράδειγµα, στο 

DIN Β4 ισχύουν τα στοιχεία του παρακάτω πίνακα 2. 
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B4 ( )250  353x  
250 210 297 ,  4mm mm= ⋅ Α  

 

353 297 420 ,  3mm mm= ⋅ Α  

Πίνακας 2 

 

Η σειρά C έχει διαστάσεις τους γεωµετρικούς µέσους όρους των Α, Β και συνιστά µια 

ενδιάµεση σειρά. Στα πιο δηµοφιλή µέλη του συναντάµε τους φακέλους. Αν σηκώσουµε το 

καπάκι ενός φωτοτυπικού µηχανήµατος, θα παρατηρήσουµε στο περιθώριο της γυάλινης 

επιφάνειας τις αναφορές που ανταποκρίνονται στα πρότυπα DIN. Αλλά και στις κασέτες χαρτιού 

τους βλέπουµε ότι οι κινητές βελόνες έχουν σχεδιαστεί ώστε να προσαρµόζονται σε όλα τα 

πρότυπα. Ακόµη και στην κασέτα εξόδου, συχνά, υπάρχουν σηµάδια ή οδηγοί προσαρµογής.  

Η πυθαγόρεια ουσία του φωτοτυπικού µηχανήµατος είναι καταφανής ήδη από το 

σχεδίασµά του. Αλλά οι πιο πολύπλοκες πυθαγόρειες λειτουργίες εκτελούνται στο εσωτερικό 

του ηλεκτρονικού εγκεφάλου του µηχανήµατος. Τι συµβαίνει όταν βγάζουµε µία φωτοτυπία σε 

µεγέθυνση ή σµίκρυνση; Ας θεωρήσουµε την περίπτωση ενός DIN A3 που µειώνεται σε DIN 

Α4. Εφόσον το εµβαδόν του DIN Α4 είναι το µισό του DIN A3, η µαθηµατική διαδικασία για να 

ρυθµιστούν τα µήκη συνεπάγεται τη διαίρεση δια 2 , δηλαδή
2

22

x x
= . Αυτό αναπαριστά 

έναν παράγοντα σµίκρυνσης της
2

2
, που µας δίνει ο αριθµός 0,7071..., δηλαδή  ένα 70%. 

 

Σειρά 
Α 

Α0 841 x 1.1.89 Σειρά Β Β0 1.000  1.414 x  Σειρά 
C 

C 0 917  1.297x  

 Α1 594 x 841  Β1 707 x  1000  C 1 648 x  917 

 Α2 420 x 594  Β2 500 x  707  C 2 458 x  648 

 Α3 297 x 420  Β3 353 x  500  C 3 324 x  158 

 Α4 210 x  297  Β4 250 x  353  C 4 229 x  324 

 Α5 148 x  210  Β5 176 x  250  C 5 162 x  229 

 Α6 105 x  148  Β6 125 x  176  C6 114 x  162 

 Α7 74 x  105  Β7 88 x  125  C 

7/6 

81 x  162 

 Α8 52 x  74  Β8 62 x  88  C 7 81 x  114 

 Α9 37 x  52  Β9 44 x  62  C 8 57 x  81 

 Α10 26 x  37  Β10 31 x  44  C 9 40 x  57 

       C 10 28 x  40 
Πίνακας 3 ∆ιαστάσεις σειρών DIN  (σε mm) 
 

Κατά ανάλογο τρόπο, αυξάνοντας το µήκος του αρχικού DIN Α4 πολλαπλασιάζεται µε

2 1,4142=   (αφού το DIN A3 έχει διπλάσια επιφάνεια). Άρα, πραγµατοποιεί µεγέθυνση της 

τάξεως του 141,42%. Τελικά, κάθε φωτοτυπία που βγάζουµε, όσο παράξενο και αν φαίνεται, 

προτρέπει το 2 	να αναλάβει δράση σε µια διόλου ευκαταφρόνητη σειρά µαθηµατικών 

υπολογισµών. 
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Από το διπλασιασµό του τετραγώνου στο διπλασιασµό του κύβου 

Αν έχουµε τετράγωνο µοναδιαίας πλευράς, µπορούµε να σχεδιάσουµε µε κανόνα και 

διαβήτη, άλλο τετράγωνο διπλάσιου εµβαδού; Η απάντηση είναι ναι, διότι αφού η διαγώνιος του 

ίδιου του τετραγώνου 2 είναι η νέα πλευρά του τετραγώνου εµβαδού  2. Το απλούστατο αυτό 

ερώτηµα, επιλύθηκε µε ευκολία, αλλά τότε στην αρχαία Ελλάδα, τέθηκε το αναπόφευκτο 

ερώτηµα «µπορούσε να γίνει το ίδιο και µε έναν κύβο»; Αν έχουµε κύβο µοναδιαίας ακµής, 

µπορούµε να κατασκευάσουµε µε κανόνα και διαβήτη την πλευρά x   ενός κύβου διπλάσιου 

όγκου; Κάτι τέτοιο θα ισοδυναµούσε µε 3 2x = , δηλαδή, θα ψάχναµε να βρούµε πώς να 

σχεδιάσουµε 2 .  Ως τον 19ο αιώνα δεν είχε αποδειχθεί αν ένα τέτοιο σχέδιο ήταν αδύνατο µε 

κανόνα και διαβήτη. 

 

Οι αριθµοί f  στη φωτογραφία 

Ας θεωρήσουµε κύκλο ακτίνας R, n επιφάνεια του οποίου θα είναι 2Rπ . Αν θέλουµε να 

κατασκευάσουµε κύκλο διπλάσιου εµβαδού 22 Rπ , χρειαζόµαστε µια ακτίνα r  τέτοια ώστε 

2r R= . Κατά παρόµοιο τρόπο, για να προκύψει το µισό του εµβαδού, διαιρούµε δια 2 . Άρα, 

το παιγνίδι επιφανειών κυκλικών διπλών/µισών θα ισούται µε το συνεχή πολλαπλασιασµό ή τη 

διαίρεση των ακτίνων και των διαµέτρων επί ή δια 2 . Έτσι, θα εµφανιστεί η ακολουθία 

δυνάµεων ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 4 5 6 7 8

2,  2 ,  2 ,  2 , 2 , 2 , 2 , 2 ,... που, αν προσεγγιστεί µε 

δύο δεκαδικά, εκφράζεται ως εξής  1,41   2   2,82    4    5,64     8     11,28    16... 

              Και ενώ η χαρτοβιοµηχανία σχεδίαζε την ενοποίησή της, δίνοντας προτεραιότητα στη

2 και εδραιώνοντας αναλογίες προερχόµενες από τη διαίρεση στη µέση, η φωτογραφική 

βιοµηχανία βρήκε σ’ αυτόν τον πανταχού παρών αριθµό τον λόγο των αναλογιών της.    Η 2  

καθορίζει τα διαφράγµατα των αντικειµένων στις φωτογραφικές µηχανές. Γι’ αυτό 

χρησιµοποιεί την ακολουθία δυνάµεων της 2 που εκφράζονται µε τρόπο δεκαδικό. Στον χώρο 

της φωτογραφίας αποκαλούνται αριθµοί  f  (σχήµα 15). 

Όταν βγάζουµε µια φωτογραφία µε χειροκίνητες  ρυθµίσεις, κοιτάζουµε την εστίαση, την 

ταχύτητα κλείστρου και την ποσότητα του εισερχόµενου φωτός. Ελέγχουµε την ποσότητα του 

εισερχόµενου φωτός ανοιγοκλείνοντας περισσότερο ή λιγότερο το διάφραγµα (µια µικρή 

πορτούλα που κλείνει κυκλικά). Αν το φως στον περιβάλλοντα χώρο είναι δυνατό (ύπαιθρος), 
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κλείνουµε το διάφραγµα, διαφορετικά η φωτογραφία θα καεί. Αν το φως στον περιβάλλοντα 
χώρο είναι χαµηλό (νύχτα), ανοίγουµε το διάφραγµα, διαφορετικά η φωτογραφία θα βγει 

σκοτεινή. Το διάφραγµα δεν ανοιγοκλείνει από µόνο του. Έχει διαφορετικές θέσεις που πρέπει 

να επιλέξουµε µε προσοχή, δεδοµένου ότι πρέπει να  συνδυάσουµε και µε άλλες παραµέτρους, 

όπως η ταχύτητα κλείστρου. Οι θέσεις αυτές υπολογίζονται µε τη 2 . Όταν το διάφραγµα περνά 

από µία θέση ανοίγµατος στην επόµενη, η διάµετρος του ανοίγµατος διαιρείται δια 2 , αλλά η 

επιφάνεια εισόδου φωτός είναι η µισή οπότε µειώνεται η φωτεινότητα. Οι αριθµοί f  που ήταν 

ενσωµατωµένοι στις παλιές φωτογραφικές µηχανές ήταν 1.4,  2,  2.8,  4,  5.6,  8, 11, 16... 

 

∆ηλαδή, προσεγγίσεις δεκαδικού, µε εξαίρεση το 11.28 που µειώνεται δραστικά στο 11, 

χωρίς να δώσει καµία ευκαιρία στο πιο λογικό 11.2. Μοιάζει µε αρχαιολογική έρευνα η 

προσπάθεια εντοπισµού φωτογραφικών καρέ µε τις συγκεκριµένες ενδείξεις που µας πηγαίνουν 

πίσω σε άλλες εποχές «αν έχει συννεφιά επιλέξτε 8, αν έχει ηλιοφάνεια επιλέξτε 16». Τότε 

έµοιαζαν ακίνδυνες, αλλά στην πραγµατικότητα ήταν ένας τρόπος για να ρωτήσεις «σε ποια 

δύναµη της 2 προτιµάς να βγάλεις τη φωτογραφία σου;» 

 

Η 2 στο πάρκο Γκουέλ (Βαρκελώνη) του Antoni Gaudi 

Το 2  µπορεί να µην είναι ο πιο υπερβατικός αριθµός σίγουρα όµως καταλαµβάνει 

περίοπτη θέση στην τέχνη, στην αρχιτεκτονική και στο σχέδιο. Μέσα στη φύση του πάρκου, ο 

αρχιτέκτονας δηµιούργησε µια σειρά από µοναδικούς χώρους. Ανεβασµένη σε πελώριους 

αρχαιοελληνικούς κίονες δεσπόζει στο κέντρο του πάρκου µια πλατεία (σχήµα 16). Σε αυτή, 

συναντάµε τον περίφηµο πάγκο που είναι κοίλος από τη µία πλευρά και κυρτός από την άλλη, ο 

οποίος είναι διακοσµηµένος µε ένα µωσαϊκό από αστραφτερά κεραµικά, το παιγνίδι του οποίου 

µε το κανονικό και το µη κανονικό τραβά αµέσως την προσοχή (σχήµα 17). Και πάλι, η πλατεία 

αυτή κρύβει ένα µαθηµατικό µυστικό βασισµένο στο 2 . Ο Gaudi τοποθέτησε τα ανώτερα 

κέντρα των κιόνων σε ένα πλέγµα τετραγώνων. Ο επισκέπτης που παρατηρεί τον διάκοσµο του 

κυµατοειδούς πάγκου ή την κλίση των κιόνων τα αποδίδει σε µια αρχιτεκτονική ευφυΐα που 

ξεπερνά τα όρια της λογικής. Μόνο που η αντίληψη αυτή είναι πέρα για πέρα πλασµατική.  

Η σταθερότητα του συνόλου, εξασφαλίζεται από την τέλεια τετραγωνισµένη γεωµετρία. 

Ο  Gaudi, γνώριζε πώς να συνδυάσει τα πιο καθαρά γεωµετρικά σχέδια µε την πιο συνετή και 

καλαίσθητη διακόσµηση. Οι κίονες που στηρίζουν την κυµατιστή πλατεία του πάρκου Γκουέλ, 
προφανέστατα ακανόνιστες, είναι στο άνω τµήµα τους τοποθετηµένες στο κέντρο ενός τέλειου 

πλέγµατος τετραγώνων. 

 

Μία σήραγγα για έναν κύβο 

         Έστω κύβος πλευράς 1 m , στον οποίο θέλουµε να ανοίξουµε οπή για να περάσουµε άλλον κύβο. Ποιος 

είναι ο µεγαλύτερος κύβος που καταφέρνουµε να περάσουµε;  Αυτό το πρόβληµα επιλύθηκε από το ∆ανό Pieter 

Niewland ο οποίος αποφάνθηκε πως ο µέγιστος κύβος που µπορούσε να περάσει από την οπή θα ήταν 

µεγαλύτερος από τον ίδιο τον κύβο, µε πλευρά 1,060660... m , δηλαδή πλευρά τιµής ίσης µε 
3 2

4
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. 
                 Σχήµα 16                                                                 Σχήµα 17   

 

Ταξίδι στη σπείρα του Θεόδωρου 

Ο αριθµός κυβερνά το σύµπαν. Πυθαγόρας 

 

Μια γνωστή ταινία της Disney χρησιµοποιεί ένα από τα συνήθη αστεία γύρω από τις 

τετραγωνικές ρίζες Στο «Ο Donald Duck και η χώρα των µαθηµατικών», η πάπια φτάνει στη 

θαυµαστή χώρα όπου συναντά ένα δάσος µε δέντρα, οι ρίζες των οποίων είναι φτιαγµένες από 

τετράγωνα. Οι σεναριογράφοι δεν επεδίωκαν κάτι περισσότερο από µια απλή γλωσσολογική 

σύγχυση, ωστόσο, η σχέση ανάµεσα στις τετραγωνικές ρίζες και το τετράγωνο γεωµετρικό 

σχήµα, είναι ιδιαίτερα στενή. Οι κειµενογράφοι της  Disney  δεν έκαναν λάθος όταν 

παρουσίασαν µε το συγκεκριµένο τρόπο τις τετραγωνικές ρίζες στη φύση. Όλες οι τετραγωνικές 

ρίζες, όχι µόνο η 2 ,  συνδέονται µε µήκη ή αναλογίες γεωµετρικών σχηµάτων. Αν το 

πυθαγόρειο θεώρηµα εφαρµοστεί σε πλήθος σχηµάτων που εµφανίζονται σε καλλιτεχνικές 

απεικονίσεις, εύκολα αποκαλύπτεται τα 3, 5, 6,...  Θα φανεί περίεργο, αν και απίστευτο, 

δεδοµένου ότι οι καλλιτέχνες ήταν που τα χρησιµοποίησαν, είτε ασυναίσθητα, είτε 

ακολουθώντας κανόνες αρµονικής αναλογίας µε βάση τα µαθηµατικά. Αυτό που πραγµατικά 

προκαλεί έκπληξη είναι πως η πυθαγόρεια ανάλυση, επιτρέπει τον εντοπισµό των τετραγωνικών 

ριζών σε χιλιάδες φυσικά σχήµατα, σε ασύλληπτες και µαθηµατικά τέλειες αναλογίες. Μπορούν 

να εντοπιστούν σε µέταλλα που µεγαλώνουν ακολουθώντας πολυεδρικά µοτίβα, από 

κρυστάλλινους πρισµατικούς τύπους έως κύβους από πυρίτη. Οι µετρήσεις και οι υπολογισµοί 

που γίνονται µε αυτά τα κοµµάτια δίνουν εκπληκτικά µαθηµατικά αποτελέσµατα.  

Το πιο θεαµατικό όλων είναι η επιβεβαίωση της παρουσίας της 2, 3, 5,... στο φυτικό 

κόσµο. Απαντώνται στα λουλούδια ή στους καρπούς που εµφανίζουν κανονικά σχήµατα 

αναπτύξεως, για παράδειγµα, στις πολυγωνικές κατανοµές των πετάλων, στις σπειροειδείς 

κατανοµές των σπόρων, κ.ο.κ.   Και στο ζωικό βασίλειο συναντάµε πυθαγόρεια παιγνίδια. Οι 

τετραγωνικές ρίζες ρυθµίζουν την ανάπτυξη των κελυφών ή των κεράτων και δείχνουν έναν 

κόσµο σπειρών και ελίκων γεωµετρικής εξελίξεως που αψηφά την αφαιρετική ικανότητα του 

ανθρώπου, και πάνω απ’ όλα, του χαρίζει την αισθητική ευαισθησία του. Ο Theodore Andrea 

Cook, κριτικός τέχνης των αρχών του 20ού αιώνα, υπήρξε ο πρώτος που µελέτησε αυτό το 
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φαινόµενο. Η πραγµατεία του «Οι καµπύλες της ζωής» θεωρείται κλασική και αφετηρία κάθε 

µεταγενέστερης αναλύσεως. Ακολούθως, εξετάζονται τα µαθηµατικά που υποβόσκουν σ’ 

αυτούς τους φυσικούς νόµους. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 18 Τρία παραδείγµατα από ζωϊκό και φυτικό βασίλειο στα οποία  οι ρίζες και οι µαθηµατικές σειρές 

παρουσιάζουν πυθαγόρειο συσχετισµό  

Σχήµα 19 Προµετωπίδα του βιβλίου του Tartaglia Nova Scientia µε υπότιτλο «Ο κήπος των µαθηµατικών 

τεχνών», χώρος που περιφρουρείται από τον Ευκλείδη 
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Ρίζες και εξισώσεις, µία ιστορική σηµείωση 

           Οι ρίζες, εµφανίζονται άρρηκτα συνδεδεµένες µε τη λύση των εξισώσεων 2ου, 3ου και 4ου βαθµού, 

ζήτηµα που µπορεί στην εποχή µας να περιγράφεται και να εκτελείται καλαίσθητα µέσω των συµβόλων και 

των αλγεβρικών µεθόδων, αλλά στο πέρασµα των χρόνων συχνά προσεγγιζόταν γεωµετρικά. 

 

Εξισώσεις 3ου βαθµού 

          Το γενικό πρόβληµα µε τις εξισώσεις 3ου βαθµού τέθηκε  στην Αναγέννηση. Τον 16ο αιώνα στην 

Ιταλία, ένας αυτοδίδακτος µαθηµατικός, ο Niccolo Fontana, ο επονοµαζόµενος Tartaglia (1499–1557), 

βρήκε αριστοτεχνικούς τύπους για να επιλύσει τέτοιου είδους προβλήµατα ενώ εµπνεύστηκε και ποιήµατα οι 

στίχοι των οποίων οδηγούσαν στη λύση.  Παρά το γεγονός ότι ο Gerolamo Cardano (1501–1576), άλλος 

Ιταλός µαθηµατικός στον οποίο είχε αποκαλύψει το µυστικό του, είχε υποσχεθεί ότι δεν θα µιλούσε σε 

κανένα για τις ανακαλύψεις του, τελικά εξέδωσε ο ίδιος τις λύσεις πριν από τον Tartaglia. Έτσι, ξέσπασε 

τεράστιο σκάνδαλο στους επιστηµονικούς κύκλους της εποχής. 

 

Εξισώσεις 4ου βαθµού 

           Ένας µαθητής του Cardano, ο µαθηµατικός Ludovico Ferrari (1522–1565), βρήκε τους τύπους µέσα 

από τις ρίζες της εξισώσεως 4ου βαθµού βασιζόµενος σ’ αυτές του 2ου και 3ου βαθµού. 

Εξισώσεις άλλων βαθµών 

           Εφόσον προέκυψαν γενικοί τύποι, µε ρίζες και στοιχειώδεις αριθµητικές πράξεις ως τον 4ο βαθµό, όλα 

έδειχναν πως ίσως θα µπορούσε να βρεθεί και µία γενική λύση για κάθε εξίσωση n  βαθµού. Πολλές ειδικές 

περιπτώσεις όντως επιλύθηκαν (αν
2 8x = , η έβδοµη ρίζα του 8 είναι λύση) αλλά και όχι το γενικό 

πρόβληµα. 

           Ο Paolo Ruffini (1765–1822), γεννηµένος στο Βαλεντάνο της Ιταλίας, ανέπτυξε τον περίφηµο κανόνα 

που φέρει το όνοµά του, έναν οργανωµένο τύπο που µπορεί να επιβεβαιώσει αν ένας αριθµός λύνει 

πολυωνυµική εξίσωση. Πολλά χρόνια αργότερα, µε αφετηρία αποτελέσµατα προκατόχων τους, όπως  οι 

Euler, Lagrange,  Ruffini, Niels Henrik Abel (1802–1829), Evariste Galois (1811–1832) απέδειξαν πως, 

γενικά, ξεκινώντας από το βαθµό 5n = , δεν ήταν δυνατό να βρεθούν αριθµητικοί τύποι λύσεων. 

      
 

Οι δυναµικές αναλογίες √
		 

Για πολύ καιρό, η 2 υπήρξε ο µόνος γνωστός άρρητος αριθµός. Στον  διάλογο 

«Θεαίτητος», ο Πλάτων εξηγεί ότι ο δάσκαλος του των µαθηµατικών (Θεόδωρος ο 

Κυρηναίος), υπήρξε ο πρώτος που απέδειξε την ιδιότητα του άρρητου και άλλων τετραγωνικών 

ριζών περί το 425 π.Χ.,  θεωρώντας τα µήκη

2, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 17 . Το πυθαγόρειο θεώρηµα επιτρέπει τον 

σχεδιασµό όλων των τετραγωνικών ριζών των φυσικών αριθµών, σε σπείρα, καθορισµένη από 

ορθογώνια τρίγωνα. ∆εν ισχύει πως ο Θεόδωρος ο Κυρηναίος σχεδίασε τη σπείρα, αλλά η 

ιστορία της έδωσε το όνοµά του, ίσως σε αναγνώριση της απόδειξης του άρρητου των τµηµάτων 

αυτών των µηκών. Σήµερα, η εν λόγω κατασκευή είναι γνωστή αποκλειστικά ως η Σπείρα του 

Θεόδωρου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                         Σχήµα 20                                                                                         Σχήµα 21 
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Στο σχήµα 20,  η 2  είναι η διαγώνιος του τετραγώνου, αλλά η 3 είναι η διαγώνιος του 

ορθογωνίου πλευράς 1 και 2  ως υποτείνουσα του ορθογωνίου τριγώνου µε τα ίδια αυτά µήκη 

στις πλευρές (1 και 2 ). Η 4 	είναι η υποτείνουσα των καθέτων 1 και 3 . Η 5 είναι η 

υποτείνουσα των καθέτων 1 και 4 . Έτσι η σειρά των αριθµών n  αναδύεται κατά τρόπο 

διαδοχικό.  Λόγω του επαναλαµβανόµενου τύπου δηµιουργίας ορθογωνίων πλευράς 1 και n  οι 

αναλογίες έχουν ονοµαστεί δυναµικές. Παίζοντας µε τις δυναµικές αναλογίες και εφαρµόζοντας 

το θεώρηµα του ύψους, µπορούµε να κατασκευάσουµε το αντίστροφο ορθογώνιο. Σε ένα 

ορθογώνιο τρίγωνο, το ύψος z  της κορυφής της ορθής γωνίας απέναντι από την υποτείνουσα τη 

διαιρεί σε δύο µέρη ,x y  (σχήµα 21).  Με τον τρόπο αυτό το τρίγωνο διαιρείται σε δυο 

ορθογώνια τρίγωνα ίσων γωνιών. Ως όµοια, οι πλευρές τους είναι ανάλογες. 

2z x
z x y z x y

y z
= ⇔ = ⋅ ⇔ = ⋅ άρα ο z  είναι ο γεωµετρικός µέσος των ,x y . Το αποτέλεσµα 

αυτό αποκαλείται θεώρηµα του ύψους. Στη συνέχεια, θα το εφαρµόσουµε για να 

κατασκευάσουµε το αντίστροφο ορθογώνιο (σχήµα 22).  

 

Σχήµα 22 

 

 

 

 

 

Αν θεωρήσουµε το αντίστροφο µαζί µε το ορθογώνιο πλευρών ,a b  µε µια γωνία ορθή 

µεταξύ διαγώνιων, προκύπτει πως οι πλευρές του νέου ορθογωνίου πρέπει να είναι 
2

,  
b

b
a

.           

Άρα, η αναλογία του αντίστροφου ορθογωνίου είναι
2

b a

b b

a

= , ακριβώς η ίδια µε αυτή του 

αρχικού ορθογωνίου. Πότε τα αντίγραφα του αντίστροφου ορθογωνίου καλύπτουν το αρχικό 

ορθογώνιο;  Όταν 
2b

n a
a
= . Αν  όµως

2

2

a a
n n

b b
= ⇔ = . 

 
         Σχήµα 23                                                                                   Σχήµα 24 

 

Έτσι αποδείχθηκε η θαυµαστή ιδιότητα των δυναµικών αναλογιών n , των µόνων που 

καθιστούν δυνατή τη διαίρεση ενός τριγώνου σε n  όµοια ορθογώνια κοµµάτια. Το σύστηµα 

DIN της ενοποίησης του χαρτιού, τις χρησιµοποιεί ευρέως. Η βάση του συστήµατος εφαρµόζει 
την ιδιότητα για 2n = . Στην περίπτωση που 3n = , η ιδιότητα χρησιµοποιείται για τη 



22 
 

δηµιουργία τριπτύχου από ένα φύλλο αναλογιών 3 . 

 

Ο τύπος του Ήρωνα του Αλεξανδρέα και η n  

           O Ήρων ο Αλεξανδρεύς υπήρξε µοναδική προσωπικότητα και έζησε µεταξύ των ετών 10 και 70 µ.Χ. 

Ήταν γεωµέτρης, µηχανικός, συγγραφέας εγκυκλοπαίδειας και εφευρέτης απίστευτων συσκευών. Στη 

γεωµετρία, έδωσε το όνοµά του στον τύπο υπολογισµού του εµβαδού Α  ενός οποιουδήποτε τριγώνου 

πλευρών , ,a b c . Αν υπολογίσοµε την ηµιπερίµετρο 
2

a b c
τ

+ +
=  προκύπτει 

( ) ( ) ( )a b cτ τ τ τΑ = − − − . Ο τύπος αυτός καθιερώνει τις τετραγωνικές ρίζες στους υπολογισµούς 

επιφανειών οποιουδήποτε πολυγωνικού σχήµατος, διότι µπορεί πάντα να υποδιαιρείται σε τρίγωνα. Ο Ήρων 

περιγράφει και έναν τύπο προσέγγισης της n  που χρησιµοποιείται ως σήµερα στους υπολογισµούς. Αν

ab n=  τότε η n  προσεγγίζεται από
2

a b+
. Με τον τρόπο, αυτό αν 1 1a a=  είναι µια πρώτη προσέγγιση, 

η

1

1
2

2

n
a

a
a

+
=   θα είναι καλύτερη και η

2

2
3

2

n
a

a
a

+
=  ακόµη καλύτερη και έτσι θα µπορούσαµε να 

συνεχίσοµε επ’ άπειρον. Π.χ., αν 3n =  και 2 2a = , είναι 2

3
2

72
2 4

a
+

= = , 
3

7 3

74

4
2

a

+

= κ.λπ.  

 

Η οµορφιά και ο χρυσός αριθµός 

Ο χρυσός αριθµός, είναι ένας άρρητος αριθµός που ανακάλυψαν οι αρχαίοι Έλληνες της 

κλασικής εποχής. Για πρώτη φορά, µελετήθηκε επίσηµα στα «Στοιχεία» του Ευκλείδη. Τον 20ο 

αιώνα, άρχισε να συµβολίζεται µε το γράµµα Φ . Η αριθµητική του έκφραση, είναι 

1,6180339887... ∆εν πρόκειται για ιδιαίτερα εντυπωσιακό αριθµό, ωστόσο, αν τον δούµε 

γεωµετρικά, αµέσως εµφανίζει κάποιες από τις ιδιότητές του. Για παράδειγµα, αν διαβάζεται ως 

αναλογία. Ο Ευκλείδης το διατυπώνει ως εξής «Μία ευθεία λέγεται ότι έχει τµηθεί σε άκρο και 

µέσο λόγο, όταν όπως έχει η ολόκληρη ευθεία προς το µεγαλύτερο τµήµα, έχει το µεγαλύτερο 

τµήµα προς το µικρότερο». Η Αναγέννηση αντιµετωπίζει την εν λόγω αναλογία µε δέος.  

Για τον Λεονάρντο ντα Βίντσι αποτελούσε ύψιστη έκφραση αρµονίας και τη 

χρησιµοποιούσε ως κανόνα αισθητικού κάλλους. Αυτός ήταν που βάφτισε το Φ  «χρυσό αριθµό» 

και την αναλογία που αντιπροσωπεύει «χρυσή τοµή». Το 1509 εκδόθηκε µια διατριβή 

αφιερωµένη στη χρυσή τοµή µε τίτλο De Divina Proportione και συγγραφέα το Luca Pacioli 

έναν φραγκισκανό µαθηµατικό, πρωτοπόρο του υπολογισµού των πιθανοτήτων. Ο Pacioli, 

διατηρούσε επαφή µε τους πιο διακεκριµένους καλλιτέχνες της εποχής του, 

συµπεριλαµβανοµένου του Λεονάρντο ντα Βίντσι και στο έργο του διατυπώνει κοσµολογικές 

και µαθηµατικές θεωρίες που συνδέουν τη θεωρία των πλατωνικών στερεών µε την 

αρχιτεκτονική και την εικονική προοπτική. Ο Pacioli, έδωσε στο Φ  το δηµοφιλέστερο και πιο 

επικό όνοµά του, τη θεία αναλογία. Οι αναγεννησιακοί καλλιτέχνες, τη χρησιµοποιούσαν 

ευρύτατα και τη συναντάµε στα πιο διάσηµα έργα τους. Ο µυθικός χρυσός αριθµός 

προσδιορίζεται από την τιµή 
1 5

1,618...
2

+
=  Μετά τον Pacioli, λέγεται πως κάθε ορθογώνιο η 
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αναλογία του οποίου (η µεγαλύτερη πλευρά δια της µικρότερης) ισούται µε Φ , είναι χρυσό. Το  

σχήµα 25,  προτείνει έναν απλό τρόπο κατασκευής ορθογωνίων µε τη θεία αναλογία. 

 

 

 

 

 

 

 

 

                   
              Σχήµα 25                                                                 Σχήµα 26 

 

Όπως φαίνεται, εδώ λειτουργεί το πυθαγόρειο θεώρηµα. Αν ενώσουµε ένα µεσαίο 

σηµείο της πλευράς ενός τετραγώνου µε την απέναντι κορυφή, τότε προκύπτει τµήµα µήκους
2

21 5
1

2 2

  + = 
 

το οποίο, αν ευθυγραµµιστεί µε
1

2
, δίνει

1 5

2 2
+ , που είναι ο χρυσός αριθµός. 

Στο σχήµα 26 παρουσιάζονται 2 αξιοσηµείωτες γεωµετρικές ιδιότητες των χρυσών 

ορθογωνίων. Στην 1η περίπτωση φαίνεται πως το χρυσό ορθογώνιο είναι το µόνο που µπορεί να 

σπάσει σε ένα τετράγωνο και σε ένα άλλο ορθογώνιο κοµµάτι, που µε τη σειρά του είναι κι αυτό 

χρυσό. Στη 2η περίπτωση, µόνο η θεία αναλογία επιτρέπει, όταν τοποθετήσουµε 2 κοµµάτια 

ακριβώς όπως δείχνει το σχήµα, στην προέκταση της διαγώνιου του οριζόντιου κοµµατιού να 

περάσει από την ψηλότερη γωνία δεξιά του κάθετου κοµµατιού. 

 

Πολύγωνα, πολύεδρα και ρίζες 

Το πυθαγόρειο θεώρηµα επιτρέπει την εδραίωση των διαστάσεων θεµελιωδών 

κοµµατιών στη µελέτη των πολυγώνων στο επίπεδο και των πολύεδρων στον χώρο. 

 

Η 3 στο ισόπλευρο τρίγωνο και στο κανονικό εξάγωνο 

Το τελειότερο τρίγωνο είναι το ισόπλευρο, δεδοµένου ότι έχει και τις 3 πλευρές και 

γωνίες του ίσες. Αν εφαρµοστεί το πυθαγόρειο θεώρηµα, λαµβάνοντας υπόψη τη µοναδιαία 

πλευρά, το ύψος του εν λόγω τριγώνου είναι 

2

2 1 3
1

2 2

 − = 
 

, άρα το εµβαδόν είναι
3

4
. 

Ενώνοντας 2 τέτοια τρίγωνα στη βάση τους (σχήµα 27), κατασκευάζουµε ρόµβο διαγώνιων 1 

και 3 . Με 6 αντίγραφα του ιδίου τριγώνου, σχηµατίζουµε κανονικό εξάγωνο, µε απόστηµα 

(απόσταση  κέντρου από την πλευρά) ίσο µε
3

2
 και εµβαδό

3 3

2
. 

 

 
Σχήµα 27 

 

Η 2  στο τετράγωνο και στο 

κανονικό οκτάγωνο 
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Η διαγώνιος του µοναδιαίου τετραγώνου είναι 2 (σχήµα 28). Αφού το κανονικό 

οκτάγωνο παράγεται από τη διασταύρωση 2 πανοµοιότυπων τετραγώνων αντεστραµµένων και 

υπέρθετων (σχήµα 29) τότε από το πυθαγόρειο θεώρηµα είναι 

2

2 1
2

2

L
L

− =  
 

άρα, 

( )22 22 1 1 2L L L L= − = + −  άρα 2 2 1 0 2 1L L L+ − = ⇔ = − . 

 
Σχήµα 28                                                                                              Σχήµα 29 

 

Τοις µετρητοίς ή µε κάρτα; 

             Η πλειοψηφία των πιστωτικών καρτών ή των καρτών επίσκεψης, των εισιτηρίων παρκινγκ  και 

των τηλεοπτικών οθονών αναλογίας 16:9, σέβονται τη θεία αναλογία. Αυτό µπορεί να επιβεβαιωθεί χωρίς να 

χρειάζονται µετρήσεις ή µαθηµατικοί υπολογισµοί.  Ας παίξουµε  µε τα σχήµατα 2 τραπεζικών καρτών ίσου 

µεγέθους. Αρκεί να τις τοποθετήσουµε τη µία οριζόντια και την άλλη κάθετα και να τις ευθυγραµµίσουµε στη 

βάση. Αν τραβήξουµε τη διαγώνιο της οριζόντιας κάρτας και την προεκτείνουµε, θα καταλήξει να συµπίπτει 

ακριβώς µε τη δεξιά κορυφή της κάθετης κάρτας. 

 

Η 5   στην κατασκευή του κανονικού πενταγώνου 

Ένα µολύβι, ένας διαβήτης και ένας κανόνας αρκούν για να αναδυθεί η πανίσχυρη 

αρµονία του κανονικού πενταγώνου. Σχεδιάζουµε περιφέρεια ( ),  O r  και σηµειώνουµε το µέσο 

Μ της ακτίνας ΟΑ. Με κέντρο το Μ και ακτίνα την ΡΜ, σχεδιάζουµε τόξο περιφέρειας που 

τέµνει την ακτίνα ΟΒ στο C.  Άρα, PC είναι η πλευρά του κανονικού πενταγώνου που είναι 

εγγεγραµµένο στην αρχική περιφέρεια. Γιατί; Για να το κατανοήσουµε, πρέπει να προβούµε σε  
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διπλή εφαρµογή του θεωρήµατος 

2

2 5

2 2

r r
PM r

 = +  
 

, 

2

2 2 2 2 2 25 1

2 2

r
PC OP OC r PM r r

 − = + = + − = +   
   

. Για να επιβεβαιώσουµε το εύρηµα 

µπορούµε να εκµεταλλευτούµε το ότι cos36
2

o ϕ
=  Οπότε, παρατηρώντας το τρίγωνο µε πλευρές 

, ,r r PC  επιβεβαιώνεται πως µια γωνία στο Ο είναι 72° ή 360°/5. Άρα, κατασκευάσαµε κανονικό 

πεντάγωνο. Κατά ανάλογο τρόπο, µπορούµε να εντοπίσουµε την παρουσία των 2, 3, 5 … σε 

πολύεδρα κάθε τύπου. Μπορούµε να βρούµε τις ρίζες στις πολυγωνικές έδρες,  στις διαγώνιους, 

στα ύψη και στις προβολές.  Στο  σχήµα 31 φαίνεται ένα τετράεδρο µοναδιαίας πλευράς. Το  

πυθαγόρειο θεώρηµα επιτρέπει τον υπολογισµό του ύψους του, µέσω του τύπου
2

2 3 6
1

3 3

 
− = 
 

 Στον κύβο (σχήµα 32) και στην πυραµίδα (σχήµα 33) µπορούµε να 

επιβεβαιώσουµε πως το θεώρηµα επιτρέπει τον υπολογισµό κάθε τύπου εσωτερικών 

διαστάσεων. 

 

 

         Σχήµα 31                                                       Σχήµα 32                                              Σχήµα 33 

 

Πυθαγόρεια κοσµογονία µε πολύεδρα 

Τα γραπτά του Φιλολάου του Κροτωνιάτη, µαθητή του Πυθαγόρα, του νεοπλατωνικού 

Πρόκλου και του βυζαντινού Σιµπλίκιου αναφέρονται συχνά στον τρόπο που οι πυθαγόρειοι 

αντιστοίχισαν τα 4 φυσικά στοιχεία (φωτιά, γη, αέρα, νερό) µε τα κανονικά πολύεδρα 

(τετράεδρο, κύβο, οκτάεδρο, εικοσάεδρο). Η σειρά ολοκληρώνεται µε ένα 5ο πολύεδρο 

(δωδεκάεδρο) που συµβολίζει το σύµπαν στο σύνολό του. Οι 12 έδρες του, είναι πενταγωνικές, 

για αυτό περιέχουν το πεντάγωνο αστέρι, γραφικό στοιχείο της ταυτότητας των πυθαγορείων.  

Μολονότι η πυθαγόρεια σχολή γνώριζε τα εν λόγω σώµατα και επεσήµανε τον 

κοσµολογικό συµβολισµό τους, στην πραγµατικότητα ήταν ο Πλάτων εκείνος που διέθετε την 

πληρέστερη γνώση σχετικά µε αυτά. ∆εν είναι τυχαίο που σήµερα αποκαλούνται πλατωνικά 

στερεά. Στα 12ο, 13ο βιβλίο των «Στοιχείων» του Ευκλείδη γίνεται ήδη αναφορά στις ακµές των 

5 κανονικών πολυέδρων. Αν θεωρηθούν εγγεγραµµένα σε σφαίρα µοναδιαίας ακτίνας, εξηγεί ο 

Ευκλείδης, καταλήγουν να είναι 
2 6

3
(τετράεδρο), 2 (κύβος), 

2 3

3
(οκτάεδρο), 

( )10 5 5

5

−
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(εικοσάεδρο) και 
15 3

3

−
 (δωδεκάεδρο).  Τα πολύεδρα αυτά συνάρπαζαν καλλιτέχνες όπως 

τους Piero della Francesca,  Luca Pacioli, Λεονάρντο ντα Βίντσι,  Albrecht Durer, ενώ ο  Kepler 

(σχήµα 34 ) θεµελίωσε την κοσµολογία του σε αυτά, σε µια εποχή που ήταν γνωστοί µόνο 6 

πλανήτες. 

Σχήµα 34 Αριστερά Κοσµολογικό µοντέλο του Kepler (Mysterium Cosmographicum, 1596) και δεξιά Εικόνες από 

το έργο Harmonices Mundi του Kepler (1619) 

 

Τετραγωνικές ρίζες, τέχνη και σχέδιο 

Οι τετραγωνικές ρίζες στη φύση, πάντα προκαλούσαν το δέος των ανθρώπων. ∆έος που 

δεν παύει να είναι λογικό, ο ανθρώπινος νους χρειάστηκε χρόνια προκειµένου να αναπτύξει τα 

κατάλληλα µαθηµατικά εργαλεία µε τα οποία επιδιώκει να κατανοήσει τον κόσµο, ενώ η φύση 

διαµορφώνει σχέσεις και αναλογίες που αψηφούν µε συνταρακτική ευκολία τα πιο εξεζητηµένα 

ανθρώπινα έργα. Εντούτοις, πολύ γρήγορα ο άνθρωπος παραµέρισε το δέος του και βάλθηκε να 

γνωρίσει σε βάθος τους µηχανισµούς αυτών των αναλογιών και σχέσεων. Με τη γνώση αυτή, 

ευελπιστούσε να τελειοποιήσει την πιο σηµαντική του ικανότητα, την κατασκευή νέων κόσµων. 

Η ζωγραφική, η γλυπτική και η αρχιτεκτονική χρησιµοποιούν γεωµετρικά µέσα για να 

δηµιουργήσουν σχήµατα στο επίπεδο ή στον χώρο. Στις διαστάσεις ή στις αναλογίες αυτών των 

σχηµάτων, εµφανίζεται η σειρά των ριζών 2, 3, 4, 5  …. και φυσικά ο χρυσός αριθµός. Στη 

διάρκεια της ιστορίας, οι αισθητικές επιλογές εξέλιξαν τον ρυθµό της θεωρητικής γνώσης και 

της τεχνικής τελειοποίησης την οποία αυτή η γνώση παρείχε και επέτρεπε. Με τη βαθιά γνώση 

της γεωµετρίας, µπορούµε να επιχειρήσουµε µια γενική ερµηνεία της ιστορίας της τέχνης σε 

σχέση µε την πρόοδο των µαθηµατικών. Αρκούν µερικά σύντοµα σχόλια. Από την αρχαιότητα 

ως το ρωµαϊκό Μεσαίωνα, η χρήση των πλεγµάτων τετραγώνων ήταν ιδιαίτερα συνηθισµένη, 

άρα και των απλών αναλογιών
1 1 1 2 3

, , , , ,...
3 4 2 3 4

 
 
 

 

 Η γοτθική τέχνη, σχεδιάζει γεωµετρικά σχήµατα µε κανόνα και διαβήτη και αφθονούν 

τα πολυγωνικά σχήµατα µε τις τετραγωνικές τους ρίζες. Το χαρακτηριστικό γοτθικό τόξο 

(σχήµα 35), αποτελείται από 2 τόξα περιφέρειας που ενώνουν τις απέναντι κορυφές ενός 

ισοπλεύρου τριγώνου. Σε αυτά εµφανίζεται σταθερά η 3 . 
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Σχήµα 35                                                                                         Σχήµα 36 

 
Τετραγωνικές ρίζες και από πού να κοιτάς ένα άγαλµα. 

         Ο Γερµανός αστρονόµος και µαθηµατικός Johann Muller (1436–1476), γνωστός µε το όνοµα 

Regiomontanus, έθεσε τον 15ο αιώνα ένα διάσηµο πρόβληµα στο οποίο η ιστορία χάρισε το όνοµά του, «το 

πρόβληµα του Regiomontanus». Που πρέπει να σταλθεί ο παρατηρητής ενός αγάλµατος που βρίσκεται πάνω 

σε βάθρο, µε τη βάση του γλυπτού πάνω από το µάτι του παρατηρητή, προκειµένου η οπτική γωνία να είναι η 

µέγιστη; Το εν λόγω πρόβληµα θεωρείται το 1ο του είδους του, δηλαδή, στην αναζήτηση των µεγίστων.         

Αν η βάση του αγάλµατος υπερβαίνει το ύψος του µατιού του παρατηρητή κατά µήκος a  και το ψηλότερο 

άκρο του αγάλµατος το υπερβαίνει κατά µήκος b , τότε η οπτική γωνία θα είναι µέγιστη αν ο παρατηρητής 

στέκεται, ακριβώς σε απόσταση a b⋅ από το βάθρο.   

 

Ο Πυθαγόρας και η σιδερώστρα 

Η σιδερώστρα (σχήµα 36) είναι ένα οικιακό εργαλείο που έχει 2 αρθρωτά πόδια που 

επιτρέπουν την τοποθέτησή της σε διαφορετικά ύψη. Αυτό που µας ενδιαφέρει είναι το ότι είναι 

πτυσσόµενη. Αν παρατηρήσουµε το σχήµα που δηµιουργεί το επίπεδο τµήµα της σιδερώστρας 

και τα σταυρωτά της πόδια, θα δούµε ότι πρόκειται για τρίγωνο. Σύµφωνα µε το σχήµα και το 

πυθαγόρειο θεώρηµα, (H/2)2+(D/2)2=L2, είναι η ισότητα που επιτρέπει να συµπεράνουµε 

οποιαδήποτε διάσταση σε σχέση µε τις άλλες δύο. Κρίνοντας από τις κατασκευές τους, η 

δυναστεία Ναζαρί, η τελευταία µουσουλµανική δυναστεία που βρέθηκε στον θρόνο της 

Γρανάδα, είχε πάθος µε τη γεωµετρία. Την περίοδο της βασιλείας της, οικοδοµήθηκε το παλάτι 

της Αλάµπρα, ένα από τα διαµάντια της µουσουλµανικής τέχνης όλων των εποχών, που βρίθει 

γεωµετρικών σχεδίων όχι µόνο στη διακόσµηση, αλλά και στην αρχιτεκτονική του κτιρίου, µε 

τους θόλους του σε οκταγωνική βάση. Τα σχέδια των Ναζαρί που είναι βασισµένα σε τετράγωνα 

περιέχουν τη 2 , ενώ στα πενταγωνικά σχέδια εµφανίζονται η 5 και ο χρυσός αριθµός. 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 37 Γεωµετρικό σχέδιο Ναζαρί του παλατιού της Αλάµπρα 
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Σχήµα 38 Santa Maria Novella (Φλωρεντία)  Πρόσοψη χρυσής σύνθεσης όπου αφθονούν τα ορθογώνια ο λόγος των 

οποίων είναι ο χρυσός αριθµός. 

 

Ο διάσηµος «Άνθρωπος του Βιτρούβιου», σχέδιο του Λεονάρντο ντα Βίντσι, επιδιώκει τη 

συµφιλίωση των απλών σχηµάτων του ανθρώπινου σώµατος, απεικονίζοντας έναν άνδρα 

εγγεγραµµένο σε τετράγωνο, µε τις δυναµικές διαστάσεις του άνδρα που είναι ταυτόχρονα 

εγγεγραµµένος και σε πεντάγωνο. Η απάντηση του Le Corbusier ήταν ο «Άνθρωπος του 

(συστήµατος) Modulor». Στο εν λόγω έργο, ο Γάλλος αρχιτέκτονας χρησιµοποιεί το κλασικό 

ιδεώδες για να εδραιώσει µια σχέση ανάµεσα στις αναλογίες του κτιρίου και στις αναλογίες του 

ανθρώπου. Οι σχέσεις του συστήµατος Modulor, εξάγονται από τον χρυσό αριθµό ή από τις 

δυνάµεις του, παρουσιάζοντας έναν άνθρωπο που υπερβαίνει τα ανθρώπινα. Παρά την 

αναγεννησιακή του γεύση, ο χρυσός αριθµός θα διαδραµατίσει καθοριστικό ρόλο στη σύγχρονη 

αρχιτεκτονική. Επιπρόσθετα, στο τέλος της διαδροµής, όταν µπορεί να διατυπωθεί ο ισχυρισµός 

ότι η εξαφάνιση του ρεαλισµού θα σβήσει κάθε έννοια αναλογιών, τότε ακριβώς εκθειάζονται τα 

πιο καθαρά γεωµετρικά σχέδια και οι σχετικές αναλογίες τους.  

Παραδείγµατα προς επίρρωση, οποιοδήποτε από τα έργα του Piet Mondrian, του 

ρηξικέλευθου Ολλανδού του ανήκει στην οµάδα De Stijl ή του Ελβετού Paul Klee, που είναι µια 

ξεχωριστή κατηγορία από µόνος του. Μια πραγµατικά ιδιαίτερη περίπτωση, είναι το τρίγωνο 

του Reuleaux, που σχηµατίζεται από 3 ίσα τόξα περιφέρειας που ξεκινούν από κάθε κορυφή 

ενός ισόπλευρου τριγώνου και περνούν από τις άλλες 2. Το σχήµα αυτό, κρύβει τη 3  και  έχει 

χρησιµοποιηθεί ήδη από τη γοτθική τειχοδοµία σε πέτρινους διακόσµους. Ο Γερµανός 

µηχανικός Fraz Reuleaux (1829–1905), ήταν αυτός που ανακάλυψε τις δυναµικές αρετές του εν 

λόγω σχήµατος. Πρόκειται για µια καµπύλη σταθερού πλάτους που µπορεί να κυλίσει σαν 

περιφέρεια µεταξύ 2 παράλληλων γραµµών, αγγίζοντας πάντα και τις 2. Έχει χρησιµοποιηθεί σε 

µηχανισµούς µε ευρύτατες βιοµηχανικές εφαρµογές, όπως στις βενζινοκίνητες µηχανές 

αυτοκινήτων ή στις λεπίδες των γεωτρύπανων, που γυρίζοντας ανοίγουν σχεδόν 

τετραγωνισµένες τρύπες, µαγεύοντας τον παρατηρητή. Αλλά και  κάποιες καραµέλες έχουν 

τέτοιο σχήµα ώστε να µπορούν να γυρίζουν εύκολα στο στόµα. Στις µέρες µας, είναι σύνηθες να 

συναντάµε σκεύη τέτοιου σχήµατος. Το σύγχρονο σχέδιο αποτίναξε το ζυγό του κύκλου στα 

πιάτα και τα ποτήρια (αν και σε αυτήν την περίπτωση, το µόνο σηµαντικό είναι πως τα δοχεία 

παραµένουν ως έχουν). Η ανεµπόδιστη εµφάνιση ενός νέου κόσµου πιο τολµηρών 

περιγραµµάτων, φάνηκε ιδιαίτερα χρήσιµη στους Άγγλους, που µονίµως επιδιώκουν να 

ξεχωρίσουν στο εσωτερικό της ευρωπαϊκής ηπείρου. Εδώ και χρόνια έλαβε χώρα µία κοπή 

νοµισµάτων που δεν ήταν στρογγυλά, όπως αυτά των υπόλοιπων χωρών του κόσµου, αλλά 
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παρουσίαζαν 5 ή 6 τόξα περιφέρειας που σχετίζονταν µε κανονικά πολύγωνα 5 ή 6 πλευρών. 

Και αυτές οι καµπύλες είναι σταθερού πλάτους, για αυτό και τα νοµίσµατα γυρίζουν πολύ 

εύκολα στις µηχανές που αξιώνουν την εισαγωγή τους. Για άλλη µία φορά, η 5 και η οµάδα της 

βρίσκονται στη βάση αυτών των σχεδίων.   

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Σχήµα 39 Πίνακας του Mondrian όπου µπορεί  κανείς να παρατηρήσει τη σχέση του   έργου µε τη 2  
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