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Εισαγωγή 

Η γεωµετρία είναι η γνώση της αιώνιας ύπαρξης. Πυθαγόρας 

 

  Θεµελιώδες συστατικό του θαυµασµού που προκαλεί το πανάρχαιο 

πυθαγόρειο θεώρηµα, είναι η αναπάντεχη ποικιλία των εκδηλώσεων του. Αυτό ήταν 

που προσέλκυσε, αρχικά, το ενδιαφέρον στην αρχαιότητα. Ίχνη του, εντοπίζουµε στη 

γεωµετρία που επιλύει κλασσικά προβλήµατα, µε µεγάλη ευκολία και στην τέχνη. 

 

Οι τετραγωνισµοί των σχηµάτων 

  Εδώ και αιώνες, η σχετική ευκολία  υπολογισµού του εµβαδού του 

τετραγώνου, συνέβαλε στην προσπάθεια επίλυσης του γενικού προβλήµατος των 

γραφικών τετραγωνισµών των σχηµάτων. ∆ηλαδή, όταν έχουµε να κατασκευάσουµε 

ένα τετράγωνο σχήµα, µε κανόνα και διαβήτη, ίδιου εµβαδού. Αν ο σχεδιασµός ενός 

τέτοιου τετραγώνου είναι εφικτός, θα µπορούσε να χρησιµοποιηθεί ως πολύτιµο 

εργαλείο για την επίλυση, µέσω σχεδίων, του προβλήµατος υπολογισµού επιφανειών.  

Αν έχουµε µία καθορισµένη γραµµική διάσταση L  (πόδι, παλάµη, µέτρο), 

προκύπτει διάσταση επιφανείας 2L , που θεωρείται εµβαδόν του τετραγώνου πλευράς 

L  (πόδι στο τετράγωνο, τετραγωνική παλάµη, τετραγωνικό µέτρο). Το πυθαγόρειο 

θεώρηµα, απαντάται στον τετραγωνισµό των σχηµάτων. Για αυτό, πρέπει να δούµε 

πώς τετραγωνίζεται ένα ορθογώνιο τρίγωνο. Έστω ορθογώνιο τρίγωνο κάθετων 

πλευρών ,b c  και υποτείνουσας a . Στο σχήµα 1, τοποθετώ τη b  µετά τη c  και 

σηµειώνω το µέσο M  του τµήµατος b c+ . 
 

                         Σχήµα 1                                                                      Σχήµα 2 

 

Μπορεί να σχεδιαστεί περιφέρεια κέντρου M  και  ακτίνας 
2

b c+
. Προεκτείνω 

την κάθετο b  από το A, φθάνω στο σηµείο P . Εφόσον AP  είναι ύψος του 

ορθογώνιου τριγώνου υποτείνουσας b c+ , από το θεώρηµα του ύψους, προκύπτει ότι

AP b c= ⋅ . Άρα, το τετράγωνο πλευράς b c⋅  έχει εµβαδό b c⋅  και τα µέσα των 

πλευρών του  σχηµατίζουν τετράγωνο (το σκιερό κοµµάτι στο σχήµα) µε το µισό 

εµβαδό, δηλαδή 
2

b c⋅
. Οπότε, τετραγωνίσαµε ένα οποιοδήποτε ορθογώνιο τρίγωνο. 

Θεωρώ ένα οποιοδήποτε πολυγωνικό σχήµα, π.χ. εξάγωνο. Όπως φαίνεται 

στο εξάγωνο του σχήµατος 2, ένα πολυγωνικό σχήµα οποιουδήποτε τύπου µπορεί να 

διαιρεθεί σε τρίγωνα· µε τη σειρά τους, καθένα από αυτά τα τρίγωνα µπορεί να 

διαιρεθεί σε 2 ορθογώνια τρίγωνα. Για αυτό, µπορώ πάντα να υπολογίζω το 

ολοκληρωµένο πολυγωνικό κοµµάτι, µε βάση τα εµβαδά των ορθογωνίων τριγώνων 

στα οποία αυτό έχει σπάσει.  Σπάζοντας το εξάγωνο σε ορθογώνια τρίγωνα, 

προκύπτει µία σειρά από τετραγωνάκια που αθροιστικά έχουν το ίδιο εµβαδόν 

(σχήµα 3). Με αυτά, µπορώ να τετραγωνίσω το πολύγωνο. Αρκεί να κατασκευάσω 
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ένα µεγαλύτερο τετράγωνο από αυτά τα τετραγωνάκια, το εµβαδόν του οποίου είναι 

το άθροισµα των εµβαδών των επιµέρους τετραγώνων. Εδώ, εφαρµόζω το 

πυθαγόρειο θεώρηµα. Ένα βήµα παραπάνω, είναι ο τετραγωνισµός του κύκλου που 

θεωρείται αδύνατος, διότι ο κύκλος δεν µπορεί να διαιρεθεί σε τρίγωνα. Μπορώ να  

µετατρέψω έναν κύκλο σε πολύγωνο πολλών και µικροσκοπικών πλευρών, οπότε να 

τετραγωνίσω το πολύγωνο.  

 

              Σχήµα 3                                                                                Σχήµα 4 

 

Η σήραγγα της Σάµου 

Το 1882, µία οµάδα αρχαιολόγων ανακάλυψε στη Σάµο µία σήραγγα 3500 

ετών. Είχε κατασκευαστεί για τη διοχέτευση νερού στην πρωτεύουσα, µέσω του 

όρους Κάστρο και ο Έλληνας ιστορικός Ηρόδοτος την ανέφερε ως απίστευτο τεχνικό 

καύχηµα της εποχής. Είχε µήκος 1 km , πλάτος 2 m  και ύψος 2 m .  Η ανακάλυψη, 

συνάρπασε µηχανικούς και  µαθηµατικούς, δεδοµένου ότι έθετε ένα ερώτηµα. Η 

διάνοιξη µιας σήραγγας σε οποιοδήποτε µέρος και οι επίµονες ανασκαφές ως την 

ανακάλυψη κάποιου ευρήµατος ή της εξόδου της σήραγγας, δεν αποτελούσε 

πρόβληµα. Στη δεδοµένη περίπτωση όµως, η εν λόγω σήραγγα µετέφερε νερό από 

ένα σηµείο σε ένα άλλο. ∆ιέσχιζε ένα βουνό (σχήµα 4), από ένα καθορισµένο αρχικό 

σηµείο (Α) ως ένα επίσης καθορισµένο τελικό σηµείο (Β). Πως κατάφεραν οι 2 

οµάδες ανασκαφέων, δουλεύοντας προς αντίθετες κατευθύνσεις, να συναντηθούν 

στην καρδιά του βουνού, χωρίς δορυφόρους ή GPS;  Η µαθηµατική κοινότητα, 

καταπιάστηκε µε την διαλεύκανση του µυστηρίου. Τη λύση,  την παρείχε η 

γεωµετρία (Steen,1999). Από το σηµείο Β, προχωρώ απόσταση BD=750 m, µετά 

στρίβω 90°, προχωρώ DE (1000 m), στρίβω 90°, προχωρώ EF=2 km, στρίβω και 

γυρίζω µε FG=800 m, έτσι ώστε το AG (στο παράδειγµα, 250 m) να είναι κάθετο 

στην FG. (Επιδιώκεται ο καθορισµός κάθετων κατευθύνσεων και αποστάσεων, που 

επιτρέπουν να τις ακολουθήσω, στο εσωτερικό του βουνού). Τώρα, προκύπτει BC=1 

km, AC=200 m. Το πυθαγόρειο θεώρηµα, δίνει µία σήραγγα AB=1019,8 m. 

Επιπρόσθετα, αν σχεδιάσω το τρίγωνο BOP ίδιο µε το BAC (π.χ. BO=50 m, PO=10 

m) και το APQ, µε ίσες αναλογίες, θα ξέρω πως οι κατευθύνσεις προς τις οποίες 

πρέπει να γίνουν οι ανασκαφές είναι αυτές που δείχνουν τα PB και AR. 

 

Αθροίζοντας παρόµοια σχήµατα 

Είδαµε το πως το πυθαγόρειο θεώρηµα επιλύει την γραφική άθροιση των 

τετραγώνων. Εντελώς τυχαία, τα 3 τετράγωνα επί των πλευρών του ορθογώνιου 

τριγώνου είναι 3 παρόµοια σχήµατα. Τι θα συνέβαινε ωστόσο, αν αντί για τετράγωνα 

συναντούσαµε ηµικύκλια (σχήµα 5); 
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                Σχήµα 5                                                            Σχήµα 6 

 

Από το πυθαγόρειο θεώρηµα ( )2 2 2a b c= + , προκύπτει ότι το εµβαδό των 

ηµικυκλίων b c+  είναι 

  

2 2 22 2 2 2 21 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 4 2 4 2 4 2 4 2 2

b c b c b c a a
π π π π π π π

 +     + = + = = =      
      

. 

∆ηλαδή, τα εµβαδά των ηµικυκλίων επί των καθέτων πλευρών, 

αθροιστικά, δίνουν ακριβώς το εµβαδόν του ηµικυκλίου επί της υποτείνουσας. Τι 

θα συνέβαινε αν δεν υπήρχαν ηµικύκλια, αλλά καµπυλωτά και πολύ πιο περίπλοκα 

σχήµατα (σχήµα 6); Τα 3  σχήµατα, έχουν ίδια µορφή και εµβαδά 
aA ,

bA ,
cA  που 

σχετίζονται µε το τετράγωνο του παράγοντα που περνά από έναν αριθµό µηκών σε 

κάποια άλλα. Αν 
b

a
 ο παράγων που περνά από το a στο b, 

c

a
 ο παράγων που περνά 

από το a στο c, προκύπτει ότι  

 

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2b c a a a a a a a

b c b c b c a
A A A A A A A A A

a a a a a a

 +   + = + = + = = =    
     

. 

Έτσι, η επέκταση του πυθαγορείου θεωρήµατος επιτρέπει το γραφικό 

άθροισµα όµοιων σχηµάτων. Φυσικά,  αυτοί οι υπολογισµοί βασίζονται στην κλασική 

απόδειξη της υπόθεσης των τετραγώνων. Ο Πυθαγόρας, παρείχε το µαθηµατικό 

κλειδί για την επίλυση εκατοντάδων προβληµάτων. 

 

Οι µηνίσκοι του Ιπποκράτη 

Με τις αποδείξεις αυτές, ο µαθηµατικός κόσµος εισήλθε σε µία νέα διάσταση 

όπου όλα τα πολύγωνα µπορούσαν να τετραγωνιστούν µε κανόνα και διαβήτη. 

Όσο παράλογο µπορεί να φαντάζει στις ηµέρες µας, ήταν φυσικό να υποπτευθούν 

κάποιοι ότι η τέλεια περιφέρεια, όριο εγγεγραµµένων και ηµιεγγεγραµµένων 

πολυγώνων, µπορούσε να τετραγωνιστεί µέσω αυτών των εργαλείων του σχεδιασµού.  

Η αναµονή της αδιαµφισβήτητης απόδειξης, ότι κάτι τέτοιο ήταν αδύνατο, 

κράτησε «µόλις» 2000 χρόνια, οπότε πέρασαν αιώνες ολόκληροι κατά τους οποίους 

επαγγελµατίες, µάταια έσπαγαν το κεφάλι τους. Μία τεράστια έκπληξη περίµενε τη 

µαθηµατική κοινότητα, οι «µηνίσκοι του Ιπποκράτη». Ο  Ιπποκράτης ο Χίος, 

επιβεβαίωσε την ύπαρξη σχηµάτων, από τόξα περιφερειών, που µπορούσαν να 

τετραγωνιστούν. Η απόδειξη του, επέτεινε τις προσπάθειες για τετραγωνισµό του 

κύκλου. Στο σχήµα 7, φαίνεται ο µηνίσκος ή το σχήµα που περιέχεται ανάµεσα στο 

τεταρτηµόριο της περιφέρειας κέντρου Ο και ακτίνας R και στην ηµιπεριφέρεια 

ακτίνας 
2

2

R
 και κέντρου στο µέσο Ο΄ της υποτείνουσας AB . 
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Σχήµα 7                                                                                        Σχήµα 8 

 

Είναι 2 2 2 22AB R R R= + = ⋅  άρα, 2AB R=  συνεπώς, 
2

2

R
O B O A′ ′= = . Αν Τ  

είναι το εµβαδόν του ορθογώνιου τριγώνου ΑΟΒ (που είναι 
2

2

R
), αν L είναι το 

εµβαδό του µηνίσκου και αν M είναι το εµβαδόν ανάµεσα στην υποτείνουσα και στον 

µηνίσκο, τότε ισχύει ότι 

2

21 2

2 2 4
L M R R

π
π

 
+ = =  

 
, άρα  2

4
L R M T

π
= − = . Έτσι, 

το εµβαδόν του µηνίσκου είναι Τ και ολόκληρος ο µηνίσκος µπορεί να 

τετραγωνιστεί. Αυτός ο µηνίσκος, δεν ήταν ο µόνος που είχε ο Ιπποκράτης. 

Μπορούµε να δούµε την πιο ενδιαφέρουσα απόδειξή του στο σχήµα 8. Τα ηµικύκλια 

επί των κάθετων ΑΟ, ΟΒ έχουν εµβαδόν L M+ , L M′ ′+ , αντίστοιχα. Ισχύει ότι το 

άθροισµα των εµβαδών των παρόµοιων ηµικυκλίων, επί των κάθετων, ισούται µε το 

εµβαδόν του ηµικυκλίου επί της υποτείνουσας, που είναι Τ+Μ+Μ΄, δηλαδή, 

' ' 'L M L M T M M+ + + = + +  άρα, 'L L T+ = . Οπότε, ο διπλός µηνίσκος έχει ίδιο 

εµβαδόν µε το ορθογώνιο τρίγωνο, το οποίο τετραγωνίζεται. 

 
Ιπποκράτης ο Χίος 

          Από τους πρώτους Έλληνες σοφούς που συνέθεσε εµπεριστατωµένη πραγµατεία για τη 

γεωµετρία, ήταν ο Ιπποκράτης ο Χίος (γύρω στο 440 π.Χ.). ∆εν πρέπει να συγχέεται, όπως συχνά 

συµβαίνει, µε τον σπουδαίο Έλληνα γιατρό Ιπποκράτη από την Κω (460–357π.Χ.), που έχει δώσει το 

όνοµα του στον ιατρικό όρκο. Ο γεωµέτρης Ιπποκράτης, µελέτησε τον διπλασιασµό του κύβου µε 

διαφορετικά εργαλεία από τον κανόνα και τον διαβήτη, απέδειξε τον τετραγωνισµό των σχηµάτων 

και ανακάλυψε πολλά άλλα αποτελέσµατα.  

 

Ο Λεονάρντο ντα Βίντσι και οι µηνίσκοι 

  Στις 10.11.1494, ο Luca Pacioli εξέδωσε το έργο «Summa de Arithmetica, 

Geometria, Proprotioni et Proportionalita», το οποίο σηµείωσε τεράστια επιτυχία 

µεταξύ των σύγχρονων του, που το αγόραζαν µανιωδώς. Ένας από τους αγοραστές,  

ήταν ένας συµπατριώτης του Pacioli ο οποίος το απέκτησε για 129 σόλδια και το 

ρούφηξε αχόρταγα. Ο ανήσυχος αγοραστής ονοµαζόταν Λεονάρντο ντα Βίντσι, που 

σηµείωσε στο Codex Atlanticus, στη σελίδα που είναι γνωστή ως f–104r, την αγορά 

του βιβλίου και το ποσό που κατέβαλε για αυτό. Ο µεγαλοφυής ουµανιστής, θα 

έφτιαχνε πολλά σχέδια και θα περιέγραφε διάφορες σκέψεις του, εµπνευσµένος από 

τον Pacioli, αλλά αυτό που τον συνάρπασε ήταν οι µηνίσκοι του Ιπποκράτη, που 

αναφέρονταν στο κείµενο. Ο Λεονάρντο, εντόπισε µία εντυπωσιακή σειρά 

τετραγωνισµένων µηνίσκων και άλλων πολυγώνων, ξαφνιάζοντας και αυτόν ακόµη 

τον Pacioli, µε το οποίο είχε µία προσωπική συνοµιλία στο Μιλάνο το 1496. Με τα 

σχέδια αυτά, ο Λεονάρντο ανακάλυψε ουσιαστικά τον κόσµο των αναλογιών και τον 

χρυσό αριθµό. Η επιρροή αυτών των ιδεών και η µαθηµατική τους εξέλιξη, δεν 

καταδεικνύουν µόνο τη συµβολή του ως γεωµέτρη, αλλά απαντώνται και στο 

καλλιτεχνικό του έργο. Ποτέ κανείς δεν απέδειξε µε τόσο αξιοσηµείωτο τρόπο, όπως 
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ο Λεονάρντο, την πλάνη του µύθου, που επιδιώκει να κρατά σε απόσταση την τέχνη 

από την επιστήµη, τον καλλιτέχνη από τον επιστήµονα. 

 

Σχήµα 9 Σελίδα του Codex Atlanticus του Λεονάρντο µε σχέδια και σηµειώσεις γύρω από τους 

µηνίσκους του Ιπποκράτη 

 

Ανισότητες µε τον Πυθαγόρα 

Σε ένα ορθογώνιο τρίγωνο, οποιαδήποτε κάθετη πλευρά του είναι πάντα 

µικρότερη από την υποτείνουσα και η υποτείνουσα είναι πάντα µικρότερη από το 

άθροισµα των 2 καθέτων πλευρών.  Χρησιµοποιώντας αυτό το δεδοµένο, µπορούµε 

να φτιάξουµε κάποια απλά σχήµατα, βάσει του πυθαγορείου θεωρήµατος, τα οποία 

επιτρέπουν να εντοπίσουµε κάποιες πολύ ενδιαφέρουσες µαθηµατικές ανισότητες. 

 

 Ανισότητα ανάµεσα στο a b+  και στο a b+  

 

Σχήµα 10 a b a b+ ≤ +                                                        Σχήµα 11 
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Ανισότητες ανάµεσα σε αριθµητικούς και γεωµετρικούς όρους 

 Αν ,  ,  0PM a QM b a b= = > > , τότε τα δύο σχήµατα 11 αποδεικνύουν πως µεταξύ 

των µέσων όρων ισχύουν οι ανισότητες 
2 22

2 2

ab a b a b
ab

a b

+ +
≤ ≤ ≤

+
, 

Αρµονικός Γεωµετρικός Αριθµητικός Τετραγωνικής ρίζαςΜ ≤ Μ ≤ Μ ≤ Μ  Ο αρµονικός µέσος όρος, είναι 

µικρότερος από τον γεωµετρικό µέσο, ο οποίος είναι µικρότερος από τον αριθµητικό 

µέσο που είναι µικρότερος από τον µέσο όρο της τετραγωνικής ρίζας. 

 

Ανισότητες µεταξύ υποτείνουσας και καθέτων 

Το σχήµα 12, επιτρέπει να επιβεβαιώσουµε ότι αν 
2 2c a b= +  τότε 

2 2 2 22a b a b a b+ ≤ + ≤ ⋅ + και 2c a b c≤ + ≤ ⋅ , που αποδεικνύει πως αν αντί να 

διασχίσουµε µία πλατεία διαγώνια, προχωρήσουµε ακολουθώντας τις δύο καθέτους, 

θα διανύσουµε µεγαλύτερη απόσταση, αλλά η διαγώνιος δεν θα ξεπεραστεί 

περισσότερο από 1,41 (δηλαδή 2 ). 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
               Σχήµα 12                                                                        Σχήµα 13 

 

  Άλλη σχέση ανάµεσα στις 2 καθέτους και στην υποτείνουσα, είναι 
2 2 ( ) 2 2a b a b ab+ + ≥ . Από το σχήµα 13 είναι 

2( ) 4a b ab+ ≥ . Το τετράγωνο της 

πλευράς a b+  περιέχει 4  ορθογώνια τρίγωνα των καθέτων πλευρών ,a b . Ισχύει ότι 

2 2 2a b ab+ ≥ . Πολλαπλασιάζοντας κατά µέλη τις 2 ανισότητες, 2a b ab+ ≥  και 

2 2 2a b ab+ ≥  προκύπτει  η ζητούµενη σχέση. 

 

Πυθαγόρειο θεώρηµα και προοπτική 

Η ελληνική γεωµετρία, δεν έλυσε το πρόβληµα της γραφικής αναπαράστασης 

των τρισδιάστατων αντικειµένων (σώµατα, τοπία) σε ένα επίπεδο. Μέχρι την 

Αναγέννηση (από τον 14ο έως τον 16ο αιώνα), οι ζωγράφοι και οι αρχιτέκτονες δεν 

ήξεραν πώς να χρησιµοποιήσουν τεχνικά µέσα για να απεικονίσουν ικανοποιητικά 

την προοπτική. Το 1ο µεγάλο βήµα στην προοπτική, τολµήθηκε από τον πολύπλευρο 

καλλιτέχνη και αρχιτέκτονα Filippo Brunelleshci (1377–1446) και η 1η πραγµατεία 

επί του θέµατος, µε τίτλο «Della Pittura» γράφτηκε από τον Leone Battista Alberti 

(1404–1472). Η ανακάλυψή τους, µετέτρεψε τη ζωγραφική σε ένα παράθυρο ανοιχτό 

στον έξω κόσµο και έδειχνε τόσο πιστή, που µπορούσε να εξαπατήσει. Η 

Αναγέννηση, ξεκίνησε στην Ιταλία και υπήρξε κίνηµα ουσιαστικά καλλιτεχνικό, αν 

και πολλά από τα επιτεύγµατά της έχουν τη βάση τους στην επανάσταση της γνώσης 

που προηγήθηκε, δηλαδή στον ουµανισµό. Οι  αναγεννησιακοί καλλιτέχνες Piero 

della Francesca,  Ραφαήλ, Λεονάρντο απέδειξαν πως τα όρια ανάµεσα στις 

διαφορετικές σφαίρες γνώσεις και ανθρώπινη ευαισθησία ήταν εντελώς διαπερατά.  
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Η τεχνική που αναπτύχθηκε για την απόδοση της προοπτικής, γραφικά, είχε 

γεωµετρική βάση (σχήµα 14) και για αυτό ονοµάστηκε γραµµική προοπτική.  

                 Σχήµα 14                                                                               Σχήµα 15 

 

Στο σχήµα 15,  κλειδί της προοπτικής ήταν να θεωρήσουµε τα 4 ακόλουθα 

στοιχεία, το αντικείµενο, το κάδρο, το µάτι του ζωγράφου και µία εικονική 

«πυραµίδα ακτίνων» που πηγαίνει από το µάτι του παρατηρητή στο αντικείµενο.  

Η προοπτική αναπαράσταση του αντικειµένου, θα είναι ένα τµήµα (το κάδρο) 

αυτής της εικονικής πυραµίδας (προβολή). Στο  σχήµα 15, εµφανίζονται 2 κύρια 

ορθογώνια τρίγωνα, οι πλευρές των οποίων πρέπει να είναι ανάλογες, λόγω της 

οµοιότητας και στις οποίες µπορεί να εφαρµοστεί το πυθαγόρειο θεώρηµα. 
' '

2 2, , ( )
y d x d

OP y d z
y d z x d z

= = = + +
+ +

 και προκύπτει 
' ',  

dy dx
y x

d z d z
= =

+ +
2 2

' ' ' '2 2 2

2
, , .

( )

dy dx d y
y x OP y d d

d z d z d z
= = = + = +

+ + +
 

  Πρέπει να ληφθεί υπόψη, ότι ο ζωγράφος δεν δουλεύει πάνω σε διάφανο 

κρύσταλλο, αλλά πάνω σε διάφανο καµβά. Για να γίνουν οι απαραίτητοι σχεδιασµοί, 

οι ζωγράφοι έπρεπε να µετατραπούν σε γεωµέτρες, όπως για παράδειγµα στην 

αποκαλούµενη «Costruzione Legitima» του Alberti (σχήµα 16). 

               Σχήµα 16                                                                            Σχήµα 17 

 

Ο Alberti, που επιδιώκει να απεικονίσει ένα τετράγωνο µωσαϊκό, καθορίζει 

ένα σηµείο σύγκλισης C, χωρίζει το ΑΒ σε ίσα µέρη και τα ενώνει µε αυτό. Στη 

συνέχεια, τοποθετεί το σηµείο R σε απόσταση d, από το σηµείο C. Αυτή η απόσταση 

d, είναι ίση µε την απόσταση που χωρίζει τον ζωγράφο από τον πίνακα. Οπότε, 

ενώνει το σηµείο R µε τα τµήµατα του ΑΒ. Έτσι, προκύπτουν οι διαγώνιες των 

µικρών πλακών, µε τις οποίες µπορεί πλέον να τις απεικονίσει. Κάποιος που θα 

κοιτάξει τον πίνακα, θα υπολογίσει εύκολα την ιδανική απόσταση από την οποία 
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µπορεί να παρατηρήσει το µωσαϊκό, που σχηµατίζουν οι µικρές πλάκες. Στην 

πραγµατικότητα, πρόκειται για αναπαράσταση του δρόµου του Alberti προς την 

αντίθετη κατεύθυνση. Αρκεί µόνο µία συρρικνωµένη εικόνα του πίνακα, που θα 

επιτρέψει να σχεδιάσουµε έξω από τα περιθώρια του, ώστε να τραβήξουµε τις 

διαγώνιους. Οι διαγώνιοι, θα συγκλίνουν εκτός του πίνακα, στο σηµείο R και έτσι, 

µπορεί να υπολογιστεί η απόσταση d= CB  σε κλίµακα. Παρά τα θεωρητικά 

τεχνάσµατα και τις επιστηµονικές αξιώσεις, η αναγεννησιακή προοπτική δεν είναι 

ρεαλιστική. Είναι ένα ευφυές οπτικό τρικ, που εξαπατά την ανθρώπινη αντίληψη και 

σηµατοδότησε µία θεµελιώδη καµπή, αναφορικά µε την απεικονιστική 

αναπαράσταση της πραγµατικότητας ως εκείνη τη στιγµή, αναπαράσταση που ήταν 

αξιοπρόσεκτα  αντιφυσική. Αν αυτός ο γεωµετρικός µηχανισµός επαναληφθεί κατά 

ακριβή τρόπο, σε µία σειρά αντικειµένων µεγέθους απόλυτα οικείου στον 

παρατηρητή και αν είναι σε θέση να αποστασιοποιηθεί, κατά άµεσο τρόπο, θα 

εντοπίζονταν απρόσµενες και διασκεδαστικές ακολουθίες στις αναλογίες του. Η 

ανθρώπινη όραση, δεν χρησιµοποιεί κάποιο µαθηµατικό τέχνασµα για να αντιληφθεί 

την πραγµατικότητα, για αυτό κανένα πραγµατικό σύστηµα δεν µπορεί να 

απεικονίσει αυτό που βλέπει το µάτι. 

 
Η απεικόνιση της Σελήνης 

          Στη ζωγραφική, στο θέατρο και στον κινηµατογράφο, η Σελήνη εµφανίζεται συχνά σε νυχτερινά 

πλάνα που το µέγεθος και η θέση της συνήθως, είναι εσφαλµένα. Ως γενικό κανόνα, µπορούµε να 

αποδείξουµε ότι όσο πιο χαµηλά παρουσιάζεται στον ορίζοντα, τόσο πιο υπερβολικά µεγάλο είναι το 

µέγεθος της αναπαράστασης της. Ένας απλός υπολογισµός της αναλογικότητας σε ορθογώνια τρίγωνα, 

δίνει το κατάλληλο µέγεθος της. Ο υπολογισµός είναι απλός διότι, δεδοµένης της απόστασης µας από 

τη Σελήνη, η γωνία υπό την οποία τη βλέπουµε από τη Γη είναι πολύ µικρή, µόλις 0,50. Αν σε πίνακα 

το παράθυρο έχει πλάτος 20 cm και οι «τέσσερις» Σελήνες ισοδυναµούν µε αυτό το µέγεθος, τότε η 

Σελήνη έχει διάµετρο περίπου 5 cm. Αν ο ζωγράφος κοιτάξει τον πίνακα από απόσταση d (σχήµα 17), 

προκύπτει ότι, ( )0 2,5
tan 0,25

d
= , δηλαδή, 

( )0

2,5
581,4 c

tan 0,25
d m= ≅ .  Εδώ, έχουµε να 

κάνουµε µε έναν κορυφαίο ζωγράφο ο οποίος µπορεί να ζωγραφίσει σε απόσταση 5,81 m από τον 

πίνακα. 

 

Από που κοιτάζει κανείς έναν πίνακα; 

Από που ήθελαν οι Piero della Francesca και  Λεονάρντο ντα Βίντσι, να 

κοιτάζουν οι παρατηρητές τα έργα τους; Οι αυστηρές αρχές της γραµµικής 

προοπτικής που περιγράφονται από τον Φλωρεντίνο αρχιτέκτονα, καλλιτέχνη και 

θεωρητικό Filippo Brunelleschi, ορίζουν πως το εικονικό έργο, ως αναπαράσταση της 

πραγµατικότητας, πρέπει να προσφέρει στο µάτι του παρατηρητή την ίδια εικόνα που 

ο καλλιτέχνης θέλησε να αποτυπώσει στο έργο του. Κάθε οµάδα παράλληλων 

ευθειών που παρατηρείται στην πραγµατικότητα, αναπαρίστανται στον πίνακα ως 
προσπίπτουσες γραµµές σε ένα σηµείο σύγκλισης ή σε ένα σηµείο στο άπειρο. 

Αυτό το σηµείο σύγκλισης, θα είναι αναγκαστικά το σηµείο τοµής του 

θεωρητικού τµήµατος το οποίο, «περνώντας από το µάτι του καλλιτέχνη», είναι 

παράλληλο στην οµάδα των προηγούµενων ευθειών. Κατά συνέπεια, ιδανική θέαση 

ενός πίνακα επιτυγχάνεται όταν ο παρατηρητής βρίσκεται σε εκείνο το σηµείο στον 

χώρο όπου βρισκόταν και ο καλλιτέχνης, όταν ζωγράφιζε (σηµείο παρατηρητή). Είναι 

όµως δυνατό να ανακαλύψουµε ακριβώς ποιο είναι αυτό το σηµείο; Ο µαθηµατικός 

Chris Zeeman, δείχνει τον καλύτερο τρόπο για να το επιτύχουµε. Στο σχήµα 18,  

παρατηρούµε έναν κύβο που απεικονίζεται να έχει 3 σηµεία σύγκλισης  στο Α, στο Β 

και στο C, που αντιστοιχούν στις 3 οµάδες παραλλήλων γραµµών, οι οποίες 

καθορίζουν τις ακµές του κύβου. Πλησιάζοντας πολύ το µάτι σε µία ζωγραφιά και 
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δοκιµάζοντας διαφορετικά σηµεία παρατήρησης, χάνουµε την αντίληψη του 

σχήµατος, ως κύβου. Το ερώτηµα που προβάλλει τότε είναι το εξής, από που πρέπει 

να κοιτάµε το σχήµα ώστε να το βλέπουµε πραγµατικά ως κύβο; Εξ ορισµού, όλες οι 

ευθείες που σχηµατίζουν µία οµάδα παραλλήλων που έχουν την ίδια κατεύθυνση, 

στην τρισδιάστατη πραγµατικότητα, διέρχονται από κάθε σηµείο σύγκλισης του 

πίνακα. Για να «δούµε» πως τα ΑΡ, ΡΒ σχηµατίζουν ορθή γωνία (κάτι απαραίτητο 

προκειµένου να δηµιουργηθεί ο κύβος), πρέπει να καταφύγουµε σε ένα µικρό τρικ, 

πρέπει να φανταστούµε πως µπροστά από τον πίνακα υπάρχει σφαίρα διαµέτρου AB .  

Το µάτι του παρατηρητή, πρέπει να έχει σταθεί σε ένα σηµείο της επιφάνειας 

της υποθετικής σφαίρας. Έτσι πρέπει να γίνει, διότι όλα τα τµήµατα στον χώρο 

φαίνονται υπό γωνία 90ο από τη σφαιρική επιφάνεια της διαµέτρου του δεδοµένου 

τµήµατος. Για να εκτιµήσουµε όµως τον κύβο, πρέπει να δούµε τις κάθετες ΑΡ,  ΡC 

και τις ΒΡ,  ΡC. Έτσι, βολεύει να τοποθετούµε το µάτι µας στην τοµή 3 υποθετικών 

ηµισφαιρικών επιφανειών µπροστά από τον πίνακα, που θα είχαν διαµέτρους 

, BCΑΒ , CΑ αντιστοίχως. Οι 2 πρώτες µεσαίες σφαιρικές επιφάνειες µπροστά από 

τον πίνακα, θα τµηθούν σε µία ηµιπεριφέρεια και αυτή µε τη σειρά της θα κόψει την 

3η ηµισφαιρική επιφάνεια σε ένα σηµείο. Σύµφωνα µε το θεώρηµα του παρατηρητή, 

το σηµείο αυτό είναι µοναδικό. Χρησιµοποιώντας κάποιους αριθµούς, µπορούµε να 

υπολογίσουµε την απόσταση d, στην οποία πρέπει να τοποθετείται το περίφηµο µάτι 

του παρατηρητή για να µπορεί να δει πραγµατικά τον κύβο σε όλο του το µεγαλείο. 

Έστω ότι AB=x, BC=y, CA=z και έστω q, r, p  οι αποστάσεις από το σηµείο 

παρατήρησης Ο των A, B, C αντίστοιχα.  Εφαρµόζοντας το πυθαγόρειο θεώρηµα 

τουλάχιστον 3 φορές, προκύπτει ότι 
2 2 2 2 2 2 2 2 2, ,x q r y p r z p q= + = + = +  

    Σχήµα 18                                                    Σχήµα 19 

 

Επιλύοντας το σύστηµα εξισώσεων (x, y, z φαίνονται στο σχήµα 19), 

προκύπτει 
2 2 2( )

2

x y z
p

− + +
= ,  

2 2 2( )

2

x y z
q

− +
= , 

2 2 2( )

2

x y z
r

+ −
= . Στα 

δεξιά του  σχήµατος 19, φαίνεται πως αν η διαγώνιος ενός παραλληλεπιπέδου είναι 1 

και οι γωνίες του είναι α, β, γ, τότε  από το πυθαγόρειο θεώρηµα προκύπτει ότι 

προσκείµενη κάθετος προσκείµενη κάθετος
cos ,

υποτείνουσα 1
a = = άρα 

2 2 21 συν α συν β συν γ= + +  δηλαδή, 

2 2 2

1 ,
d d d

p q r

     = + +     
    

 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
1 1

d d d d q r d p r d p r
d

p q r p q r p q r

 + +
= + + = = + + = 

 
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και προκύπτει ότι 

2 2 2

1
.

1 1 1
d

p q r

=

+ +

 Αντικαθιστώντας τα p, q,  r προκύπτει  ότι

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1

2 2 2
d

x y z x y z x y z

=

+ +
− + + − + + −

 το οποίο µεταφράζεται ως 

πραγµατικός περίπατος του Πυθαγόρα από τα µουσεία όλου του κόσµου.  

 
Πυθαγόρειο θεώρηµα, ταινίες και πάσσαλοι 

Από τότε που ξεκίνησε η αρχιτεκτονική, το πρώτο βήµα στη διαδικασία της οικοδόµησης  

οποιουδήποτε κτιρίου είναι ο καθορισµός του χώρου στον οποίο θα µπουν τα θεµέλια του. Άρα, το 

πρόβληµα της οριοθέτησης ενός οικοπέδου και η λύση του καθορισµού του µε ορθογώνιο, είναι 

παµπάλαια. Εκ των προτέρων, η όλη επιχείρηση φαντάζει ασήµαντη· 4 πάσσαλοι, µερικές ταινίες και 

ένας κανόνας αρκούν. Αλλά το ζήτηµα της ακρίβειας, παραµένει στον αέρα. Πώς µπορεί κανείς να 

βεβαιωθεί ότι έχει σχηµατιστεί ορθογώνιο και όχι ένα οποιοδήποτε τετράπλευρο;     

Όπως και στην ιατρική, στην αρχιτεκτονική επιτρέπεται µόνο ένα πολύ µικρό περιθώριο 

ανακρίβειας. Μόλις µετρηθούν οι πλευρές του ορθογώνιου και των διαγωνίων του, το πυθαγόρειο 

θεώρηµα µπορεί να επιβεβαιώσει ότι ισχύει η καθετότητα η οποία πρέπει να δεσπόζει στη σχέση 

ανάµεσα στις παρακείµενες πλευρές ενός ορθογωνίου. Πιο απλά, αν τα ζεύγη των παράλληλων 

πλευρών είναι ίσα, αρκεί να µετρηθούν οι 2 διαγώνιες του ορθογώνιου και να επιβεβαιωθεί ότι είναι 

ίσες, ώστε να υπάρχει σιγουριά ότι αυτό που έχει σχεδιαστεί είναι ορθογώνιο και όχι ένα οποιοδήποτε 

παραλληλόγραµµο. 

 

O πλαστικός αριθµός του Van der Laan 

Τον 20ο αιώνα, ο Ολλανδός αρχιτέκτονας και Βενεδικτίνος µοναχός Dom 

Hans van der Laan (1904–1991), ανακάλυψε έναν καινούργιο αριθµό, που θα 

διεύρυνε τις λίστες των αριθµών µε εκπληκτικές ιδιότητες, που πάντα µάγευαν τη 

µαθηµατική κοινότητα. Τον αποκάλεσαν µυστικό ή πλαστικό αριθµό, όχι επειδή 

ανακαλύφθηκε την εποχή της κυριαρχίας του πλαστικού, αλλά λόγω της αισθητικής 

πλαστικότητας του. Ο αριθµός P , είναι µια κυβική ρίζα ιδιαίτερου ενδιαφέροντος.   

Εµφανίζεται στη θετική λύση της κυβικής εξίσωσης 3 1x x= + , δηλαδή 
3 1P P= + , µε 1,2,3,..P =  Όπως ο  χρυσός αριθµός Φ  επιβεβαίωνε την  2 1Φ = Φ + , 

ο πλαστικός αριθµός που πρέπει να επιβεβαιωθεί, αντιπροσωπεύει σε πολλές 

καταστάσεις του τρισδιάστατου χώρου αυτό που ο χρυσός αριθµός αντιπροσωπεύει 

σε δισδιάστατο επίπεδο. Στο σχήµα 20, το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε ακµές 

c b a< < ,  έχει κλωνοποιηθεί κατά τον υποδεικνυόµενο τρόπο. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 20 

 

Η ιδιότητα των ορθογώνιωνµ χαρακτηρίζει το Φ . Όπως  φαίνεται στο  σχήµα 

20, θα καταφέρουµε να προεκτείνουµε στον χώρο, την κυρία διαγώνια του οριζοντίου 
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ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, που θα διέρχεται από την ανώτερη κορυφή που 

αντιστοιχεί στο κάθετο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, µόνο αν b P c= ⋅ , 2a P c= ⋅ , µε 

c  τυχαίο αριθµό και P τον πλαστικό αριθµό. Για να εδραιωθεί αυτό το αποτέλεσµα, 

χρησιµοποιείται το πυθαγόρειο θεώρηµα, σε ορθογώνια τρίγωνα που συνδέονται µε 

διαγώνιους στο προηγούµενο σχήµα. Ο Hans Van der Laan, µελέτησε τις αναλογίες 

των ρωµαϊκών ναών και ανακάλυψε πως πολλές από αυτές ανταποκρίνονταν στις 

αναλογίες των όρων της ακολουθίας  1, 1, 1, 2, 2, 3 ,4, 5, 7, 9,...που ξεκίνα µε τρεις 

µονάδες και κάθε όρος προκύπτει από άθροιση των αριθµών που είναι τοποθετηµένοι 

2 και 3 θέσεις µπροστά του ( 2 3 5+ = , 4 5 9+ = ), οπότε προκύπτουν οι λόγοι  

1 1 1 2 2 3 4 5 7 9
,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,...

1 1 1 1 2 2 3 4 5 7
 που τείνουν προς τον πλαστικό αριθµό P . 

Το έργο του Hans van der Laan (σχήµα 21), έγινε αντικείµενο διδασκαλίας 

και µελέτης σε πολλά πανεπιστήµια ανά τον κόσµο. Από τις πρώτες δηµιουργίες που 

προέκυψαν από τις θεωρητικές προτάσεις του ήταν η άνω εκκλησία, ο πρόναος και η 

κρύπτη της µονής Βααλς, στα νότια των Κάτω Χωρών (σχήµα 22). 

    
                Σχήµα 21                                                                          Σχήµα 22 
 

Από τον Πυθαγόρα στον Fermat και από τον Fermat στον Wiles 

Το πιο γνωστό πυθαγόρειο τρίγωνο των αρχαίων χρόνων είναι το ορθογώνιο 

τρίγωνο, κάθετων πλευρών 3 και 4 και υποτείνουσας 5 ( 2 2 23 4 5+ = ). Μετά από την 

ανακάλυψη του, οι πυθαγόρειοι αναρωτήθηκαν αν υπάρχουν και άλλα ορθογώνια 

τρίγωνα ακέραιων πλευρών. Για να τα βρουν, σύµφωνα µε το πυθαγόρειο θεώρηµα, 

έπρεπε να αναζητήσουν ακέραιους θετικούς αριθµούς όχι µηδενικούς , ,x y z  

συνδεδεµένους µέσω της εξίσωσης 2 2 2
x y z+ =  (1). Οι πυθαγόρειες τριάδες, είναι 

συνδυασµοί τριών αριθµών που ανταποκρίνονται σε αυτή την εξίσωση. Οι 

πυθαγόρειοι, καταπιάστηκαν µε την έρευνα των τριάδων, ένα συγκεκριµένο τύπο 

µαθηµατικής αντιστοιχίας. Οι τριάδες µειώνονται, όσο αυξάνονται οι αριθµοί; Οι 

πυθαγόρειοι, επινόησαν έναν µεθοδικό τρόπο για να βρίσκουν τη µέγιστη δυνατή 

ποσότητα από αυτές. Στην πορεία, απέδειξαν πως υπάρχει άπειρος αριθµός 

πυθαγορείων τριάδων.  Στο 10ο βιβλίο των «Στοιχείων» του Ευκλείδη, εµφανίζεται 

ο τύπος που επιτρέπει την εύρεση όλων των δυνατών ακεραίων λύσεων της (1).   

Έστω δύο οποιοδήποτε ακέραιοι θετικοί αριθµοί ,  m n  µε m n> , ο ένας 

άρτιος ο άλλος περιττός, τότε 2x m n= ⋅ , 2 2y m n= − , 2 2z m n= +  (2). Εδώ 

εµφανίζονται άπειρες πυθαγόρειες τριάδες ( ), ,x y z . Οι πρώτες τιµές, παρατίθενται 

στο σχήµα 23. Αν ( ), ,x y z  είναι µία πυθαγόρεια τριάδα, τότε η  ( ),  ,  a x a y a z⋅ ⋅ ⋅  µε 

a  ακέραιο είναι επίσης πυθαγόρεια τριάδα. Από οποιαδήποτε τριάδα, προκύπτουν 

άπειρες  άλλες.  Η δηµοφιλέστερη τριάδα είναι η ( ) ( )3,  4,  5 3,  3 1,  3 2= + + , η 
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µοναδική σε αριθµητική πρόοδο, που παράγει το µοναδικό τρίγωνο µε άνισες πλευρές 

η περίµετρος του οποίου είναι 12,   διπλάσια του εµβαδού του, που είναι 6. 

                                            Σχήµα 23                                                     Σχήµα 24 

 

Ο αρχαίος Έλληνας µαθηµατικός ∆ιόφαντος ο Αλεξανδρεύς, έγραψε 3 έργα, 

ένα εκ των οποίων ξεχωρίζει για την επιρροή του, σε σηµείο που ο τίτλος του χάρισε 

όνοµά του σε έναν ολόκληρο κλάδο των µαθηµατικών. Το βιβλίο ήταν το 

«Αριθµητικά», από το «αριθµός» και από το «τέχνη», δηλαδή «αριθµητική».  Τα 

«Αριθµητικά» του ∆ιόφαντου, συνέβαλαν στο πέρασµα των αιώνων, στην ανάπτυξη 

της θεωρίας των αριθµών. Στο έργο του, ο ∆ιόφαντος έλυσε 130 προβλήµατα και 

διατύπωσε την έκφραση που απαντάται στον Ευκλείδη σχετικά µε τις πυθαγόρειες 

τριάδες (2), αν και µέσω άλλων επιχειρηµάτων. Συχνά, το πυθαγόρειο θεώρηµα 

προβάλλει στο κέντρο των προβληµάτων αυτού του συγγραφέα. Ενδεικτικά, το 

πρόβληµα 1 του 6ου βιβλίου συναντά την πυθαγόρεια τριάδα ( )40,  96,  104 , όπου η 

υποτείνουσα µείον οποιανδήποτε κάθετη είναι κύβος, 3104 96 8 2− = = , 
3104 40 64 4− = = . Η επιρροή των «Αριθµητικών» του ∆ιόφαντου, δεν βρίσκεται 

µόνο στο περιεχόµενό αλλά και στο περιθώριο ενός τυπωµένου αντίγραφου των 

κλασικών Αριθµητικών, ο Pierre de Fermat (1601–1665) απηύθυνε, γύρω στο 1637, 

την ακόλουθη πρόποση «Είναι αδύνατο να διαιρεθεί κύβος σε άθροισµα δύο κύβων, ή 

ένα διτετράγωνο σε άθροισµα δύο διτετραγώνων, ή γενικά, η οποιαδήποτε δύναµη 

µεγαλύτερη του δύο σε δύο δυνάµεις ίδιου βαθµού· ανακάλυψα µία καταπληκτική 

απόδειξη αυτής της δήλωσης. Αλλά το περιθώριο αυτό είναι υπερβολικά στενό για να τη 

χωρέσει.» Μία καταπληκτική απόδειξη και δεν υπήρχε αρκετός χώρος στο περιθώριο! 

Το αίνιγµα, που κατέληξε να αποκαλείται «τελευταίο θεώρηµα του Fermat», 

απειλούσε τη µαθηµατική κοινότητα για τουλάχιστον 300 έτη και εκατοντάδες 

µαθηµατικοί εργάστηκαν για να βρουν την καταπληκτική απόδειξη. Το πρόβληµα, 

είναι τόσο δύσκολο που θεωρείται δεδοµένο πως ο Fermat διέπραξε κάποιο σφάλµα 

στην απόδειξη του. Το 1995, ο βρετανός Andrew Wiles κατέληξε σε µία  

ευφυέστατη λύση. 

 
Μία περίεργη τριάδα 

Το 666 ή ο αριθµός του θηρίου υπήρξε πάντα αινιγµατικός που υποδαύλισε µεγάλα πάθη 

(κάθε τύπου) µεταξύ των θιασωτών της αριθµολογίας. Οι αλλόκοτες ιδιότητες του εµφανίζονται ήδη 

στο ρωµαϊκό σύστηµα αρίθµησης, όπου ο 666 γράφεται DCLXVI και χρησιµοποιεί µόνο µία φορά 

καθένα από τα σύµβολα των τιµών που είναι µικρότερες από το Μ (1000).  Σε αυστηρά 

µαθηµατικό πλαίσιο και οι αντιστοιχίες είναι εξίσου περίεργες. Είναι  
2 2 2 2 2 2 2666 2 3 5 7 11 13 17= + + + + + +  δηλαδή,  το άθροισµα των τετραγώνων των 7 πρώτων 
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αριθµών. Οι λάτρεις της αριθµολογίας που αναζητούν τις εµφανίσεις του 666, έχουν στη διάθεσή τους 

την πυθαγόρεια τριάδα ( ) ( ),  ,  693,  1.924,  2.045x y z = . Το εµβαδόν του ορθογώνιου τριγώνου 

που σχηµατίζει αυτή η τριάδα, είναι 666.666. 

 

Το θεώρηµα του συνηµίτονου 

Αν ABC είναι ένα οποιοδήποτε τρίγωνο (όχι απαραίτητα ορθογώνιο), τότε 

µπορούµε να συνεχίσουµε να κατασκευάζουµε τα 3 τετράγωνα επί των πλευρών του 

και να αναρωτιόµαστε ποια σχέση υπάρχει µεταξύ των εµβαδών αυτών των 

τετραγώνων. Για µέγιστη σαφήνεια, ας θεωρήσουµε την περίπτωση του οξυγώνιου 

τριγώνου (Α<90ο) (σχήµα 24). Έχουν σχεδιαστεί τα 3 ύψη του τριγώνου που αν 

προεκταθούν, διαιρούν τα τετράγωνα επί των κάθετων, σε 2 ορθογώνια. 

Λαµβάνοντας υπόψη τις διαστάσεις των πλευρών, ανακαλύπτουµε πως το ανώτερο 

δεξιό τρίγωνο έχει εµβαδόν cosc a B⋅ ⋅ .  Το εν λόγω εµβαδόν, είναι ίσο µε το 

εµβαδόν του κατώτερου δεξιού ορθογώνιου. Τα αριστερά µέρη, έχουν εµβαδόν 

cosb a C⋅ ⋅ . Επιπλέον, εµφανίζοντας τα δύο τµήµατα, cosb c A⋅ ⋅  προκύπτει ότι,
2 2 2 2 cosa b c b c A= + − ⋅ ⋅ ⋅  που είναι ο νόµος συνηµιτόνου. Όταν 090A = , τότε

0cos90 0=  και 2 2 2a b c= + . Ο νόµος του συνηµιτόνου, συνιστά προέκταση της 

κλασικής περιπτώσεως. 
 

Ο νόµος του παραλληλόγραµµου 

Παρουσιάζεται µία παράξενη ιδιότητα των 4 τετραγώνων, που µπορούν να 

σχηµατιστούν επί των πλευρών ενός παραλληλογράµµου και την οποία περιγράφουν 

ακολούθως. 

 
                Σχήµα 25                                                              Σχήµα 26    

 

Από το σχήµα 25, το άθροισµα των εµβαδών των 4 τετραγώνων είναι ίσο µε 

το άθροισµα των 2 τετραγώνων που µπορούν να σχεδιαστούν επί των διαγωνίων. Στη 

συνέχεια, αποδεικνύεται η ακολουθία που επιτυγχάνεται µε την εφαρµογή του 

πυθαγορείου θεωρήµατος, τουλάχιστον 4 φορές. Η ακολουθία αυτή, καταδεικνύει την 

ιδιότητα. Το πιο περίεργο σε αυτήν την περίπτωση είναι ότι αν αντί για 

παραλληλόγραµµο, το αρχικό σχήµα είναι ορθογώνιο (σχήµα 26), τότε ο νόµος που 

ισχύει, είναι το πυθαγόρειο θεώρηµα. Συνεπώς και οι 2 ιδιότητες είναι ισοδύναµες.  

Στο σχήµα 26, αποτυπώνεται η ακολουθία  των Alsina και Nelsen (2006) που 

καταδεικνύει τον νόµο του παραλληλόγραµµου, σύµφωνα µε τον οποίο το άθροισµα 

των εµβαδόν των τετραγώνων που µπορούν να σχεδιαστούν στις πλευρές ενός 

παραλληλόγραµµου, είναι ίσο µε αυτό των εµβαδών των τετραγώνων  επί των 

διαγωνίων. 
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Ο Πυθαγόρας σε 3D 

  Μία άµεση διεύρυνση του πυθαγορείου θεωρήµατος στον τρισδιάστατο χώρο 

όπου η κυρία διαγώνιος d  ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου µε ακµές , ,a b c  

δίνεται από τη σχέση 
2 2 2d a b c= + +   (3)   

 

Πρακτικές µετρήσεις χωρίς τον Πυθαγόρα 

Έστω ότι θέλω να µάθω την εσωτερική διαγώνιο ενός ορθογωνίου 

παραλληλεπιπέδου, που δεν µπορεί να ανοίξει ή η εσωτερική µάζα του είναι 

συµπαγής.  Παίρνω µετροταινία για να µετρήσω την κυρία διαγώνιο d  από τις ακµές 

, ,a b c  δεδοµένου ότι δεν µπορεί να µετρηθεί από µέσα. Είναι ο τύπος (3) ο µοναδικός 

τρόπος για να βρω την τιµή της διαγωνίου d ;  Θεωρώ ως περιφέρεια τη γωνία ενός 

τραπεζιού και τοποθετώ το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο, έτσι ώστε η χαµηλότερη 

ακµή του να συµπίπτει µε αυτή τη γωνιά. Αποµακρύνω το ορθογώνιο 

παραλληλεπίπεδο από τη γωνία, παράλληλα µε τον εαυτό του, αφήνοντας έναν κενό 

χώρο ίδιο µε αυτόν του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου. Έτσι, ανάµεσα στη γωνία και 

µία ψηλότερη ακµή του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, µπορώ εύκολα να φανταστώ 

πως η διαγώνιος d  έχει αποκαλυφθεί, άρα µπορεί να µετρηθεί χωρίς πρόβληµα 

(σχήµα 27). 
 

 
                         Σχήµα 27                                                    Σχήµα 28 

 

Για πρακτικούς λόγους, δεν έχει νόηµα να εφαρµόσω το συγκεκριµένο 

τέχνασµα σε ορθογώνια παραλληλεπίπεδα µεγεθών που ξεπερνούν τις ανθρώπινες 

διαστάσεις, αλλά λύνω το πρόβληµα για τα συνήθη κουτιά. Εντούτοις, όπως φαίνεται, 

δεν είναι ανάγκη να εφαρµόσω κάποια εξίσωση.  

 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο στο ορθό τετράεδρο 

Είναι γνωστό, πόσο εύκολη είναι η µεταφορά επίπεδων δυσδιάστατων 

σχηµάτων στον τρισδιάστατο χώρο, αλλά τι θα συνέβαινε αν θέλαµε να προβάλουµε 

το πυθαγόρειο θεώρηµα σε 3D; Για να περάσω από το επίπεδο στον χώρο, µία πιθανή 

επιλογή είναι να θεωρήσω πως τα επίπεδα τρίγωνα που καθορίζονται από 3 κορυφές 

είναι ισοδύναµα στον χώρο µε τα τετράεδρα που καθορίζονται από 4 κορυφές. 

Σύµφωνα µε αυτόν τον συλλογισµό, το ορθογώνιο τρίγωνο θα µεταφερόταν 
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τρισδιάστατα στο ορθό τετράεδρο, όπου 3 κάθετες  συγκλίνουν σε µία κορυφή. Έτσι, 

αν το πυθαγόρειο θεώρηµα σε 2D συνδέει το τετράγωνο της υποτείνουσας µε τα 

τετράγωνα των 2 καθέτων, στο ορθό τετράεδρο σε 3D θα µπορούσαµε να 

αναρωτηθούµε, υπάρχει κάποια σχέση ανάµεσα στο τετράγωνο του εµβαδού του 

τριγώνου ABC µε τα τετράγωνα των εµβαδών των άλλων 3 τριγωνικών εδρών; Η 

απάντηση είναι, ναι. Η εν λόγω σχέση, παρουσιάζει τέλεια αναλογία µε την 

πυθαγόρεια σχέση 2 2 2 2

ABC ACΟ AΒΟ ΒCΟΕµβαδό Εµβαδό Εµβαδό Εµβαδό= + + . 

Στην προσπάθεια επίλυσης του προβλήµατος, προβάλλει το αποκαλούµενο 

θεώρηµα του Gua, προς τιµήν του εφευρέτη του, του αβά Jean Paul de Gua de 

Malves, Γάλλου µαθηµατικού σύγχρονου της Εγκυκλοπαίδειας. Για να επικυρωθεί 

αυτή η σχέση, παίρνω ως αφετηρία το γεγονός ότι οι έδρες των κάθετων ακµών των 

ορθογωνίων τριγώνων είναι τρεις. Άρα,  
2 2 2

2 2 2 2

ABC ACΟ AΒΟ ΒCΟ

1 1 1
Εµβαδό Εµβαδό Εµβαδό Εµβαδό

2 2 2
a c b c a b

     = + + = ⋅ + ⋅ + ⋅ =     
     

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( )

4 4 4

a c b c a b c a b a b f c a b+ + + + +
= = .  (4) 

Παρατηρώ στο σχήµα 28, πως το εµβαδόν της βάσης COB µπορεί να 

υπολογιστεί µε 2 διαφορετικούς τρόπους (η 1η ισότητα, αντιστοιχεί στον 1ο τρόπο και 

η 2η ισότητα αντιστοιχεί στον 2ο τρόπο). Για παράδειγµα  

2 21 1 1

2 2 2
a b h a b h f⋅ = ⋅ + = ⋅ .  Αν συγκρίνω την 1η έκφραση µε την τελευταία, 

προκύπτει ότι 
ab

h
f

= .  Για άλλη µία φορά, κατά τον Πυθαγόρα, υπολογίζεται το 

εµβαδόν του τριγώνου ABC µε H το ύψος του. 
2 2

2 2 2 2

2

a b
H c h c

f
= + = + .  Άρα, 

2 2 2 2 2 2 2
2 2 2

ABC 2

1 1
Εµβαδό

2 4 4

a b f c a b
f H f c

f

  + = ⋅ = =   
   

 που είναι ο ζητούµενος 

τύπος   (4). 

 

Το πυθαγόρειο θεώρηµα και η σπειροειδής κλίµακα 

Από τη φαντασία, εύκολα ανασύρεται η εικόνα ενός µεσαιωνικού πύργου στο 

πάνω µέρος του οποίου όπου ενδεχοµένως περιµένει η πριγκίπισσα, φθάνει κανείς 

µέσω µιας σπειροειδούς σκάλας. Η γεωµετρική βάση της σπειροειδούς κλίµακας, 

είναι µία στριφογυριστή καµπύλη που ονοµάζεται έλικα (σχήµα 29). Στο σχήµα 30, 

φαίνεται η σπειροειδής κλίµακα ελικοειδούς σχήµατος, σχεδιασµένη από τον Antoni 

Gaudi για την εκκλησία της Sagrada Familia στη Βαρκελώνη. Για να κατασκευαστεί 

µία έλικα από χαρτί, αρκεί να πάρω ένα ορθογώνιο φύλλο (σχήµα 31) και να 

σηµειώσω τα 3 ορθογώνια τρίγωνα µε τις ίσες παράλληλες υποτείνουσες (ίδια κλίση).  

Ενώνοντας τα 2 άκρα του φύλλου, θα σχηµατιστεί η έλικα. Η καµπύλη αυτή, 

έχει σταθερή κλίση η οποία συνιστά απαραίτητη προϋπόθεση προκειµένου να 

κατασκευαστεί σπειροειδής κλίµακα. Στο εν λόγω παράδειγµα, από το πυθαγόρειο 

θεώρηµα προκύπτει το συνολικό µήκος L της έλικας 
2 23 3L a b c= ⋅ = ⋅ + . 
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           Σχήµα 29                                                      Σχήµα 30 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     Σχήµα 31                                                      Σχήµα 32  

 

Έστω µία άλλη ενδιαφέρουσα περίπτωση, µε αφετηρία έναν κύλινδρο από 

χαρτόνι, ύψους h . Θέλω να σχεδιάσω σε αυτόν, έλικα κλίσης 10% και να υπολογίσω 

το µήκος της. Πώς πρέπει να προχωρήσω ώστε να επιτύχω; Κατασκευάζω µε χαρτί 

ένα ορθογώνιο τρίγωνο καθέτων πλευρών h  και 10 h⋅ . Με τις διαστάσεις αυτές, η 

κλίση της υποτείνουσας είναι 
αντίθετη κάθετος 1

0.1
προσκείµενη κάθετος 10 10

h

h
= = =

⋅
 Η 

υποτείνουσα είναι 2 2(10 ) 101h h h+ =  και τυλίγοντας το χάρτινο τρίγωνο γύρω 

από τον κύλινδρο,  προκύπτει η ζητούµενη έλικα (γυρίζοντας περισσότερες ή 

λιγότερες φορές ανάλογα µε την τιµή της r). 
 

Το µυστήριο του τέλειου κουτιού 

Οι πυθαγόρειες τριάδες, κατέστησαν σαφές πως υπάρχουν άπειρα ορθογώνια, οι πλευρές και η 

διαγώνιος των οποίων είναι ακέραιοι. Μπορεί να υπάρξει ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο µε ακέραιες 

ακµές a, b, c  τέτοιες ώστε όλες οι διαγώνιοι των εδρών 
2 2 2 2 2 2,  ,  a b b c a c+ + +  και η 

κύρια διαγώνιος 
2 2 2a b c+ +  να είναι ακέραιοι αριθµοί; Αυτό το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο  

παραµένει άλυτο µυστήριο. Έχουν βρεθεί πολύεδρα ανάλογης τελειότητας, αλλά ποτέ ένα απλό 

ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο. 

Το πυθαγόρειο θεώρηµα και το κόψιµο του σαλαµιού 

Το σαλάµι, έχει κυλινδρικό σχήµα. Αν πάρω ένα µαχαίρι και το κόψω πλαγιαστά, θα δηµιουργήσω 

ελλειπτικό σχήµα. Αν d  είναι η διάµετρος του σαλαµιού (σχήµα 33), ανάλογα µε το αν θα το κόψω µε 

µεγαλύτερη ή µε µικρότερη κλίση, το τµήµα b–a  θα είναι µεγαλύτερο ή µικρότερο. Η ελλειπτική 

φέτα, έχει µία διάσταση µικρότερη και µια  µεγαλύτερη φέτα έχει διάσταση L. Για το πυθαγόρειο 

θεώρηµα, η τιµή της είναι  ( )2 2L b a d= − + . Έτσι, το d δεν θα άλλαζε ποτέ, αλλά µπορώ να 

κόψω µεγάλες φέτες (οριοθετηµένες µόνο από το συνολικό µήκος του σαλαµιού). Ο έλεγχος του 

µεγέθους αυτών των φετών, θα εξαρτηθεί από πυθαγόρεια σχέση. 
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                  Σχήµα 33                                                                                        Σχήµα 34 

 

Η καµπύλη της Agnesi 

Η σπουδαία Ιταλίδα µαθηµατικός Maria Gaetana Agnesi (1718–1799), 

συνέβαλε καθοριστικά στην εξέλιξη του µαθηµατικών. Από τις αναρίθµητες 

συνεισφορές της, είναι η καµπύλη που φέρει το όνοµά της και βασίζεται σε 

πυθαγόρεια ιδιότητα (σχήµα 34). Έστω σταθερή περιφέρεια κέντρου Ο. Για κάθε 

σηµείο Α της περιφέρειας, σχεδιάζω από τη βάση του την ευθεία ΑB, που 

προσδιορίζει το ορθογώνιο τρίγωνο ABP. Όταν το Α διατρέχει την περιφέρεια, ποια 

καµπύλη περιγράφει η P; Η παχιά καµπύλη είναι η τροχιά της P και ονοµάζεται 

καµπύλη της Agnesi, προς τιµήν της Maria Gaetana. Η εξίσωσή της είναι 
2

1

1
y

x
=

+
 

και το εµβαδόν της περιοχής κάτω από αυτή την καµπύλη αυτή είναι π. 

 
Η µάγισσα της  Agnesi 

         Στους Αγγλοσάξονες, η καµπύλη της Agnesi είναι γνωστή ως «Η µάγισσα της Agnesi» λόγω µιας 

κακής απόδοσης της στα αγγλικά. Στα ιταλικά, η καµπύλη αποκαλείται versiera, ναυτικός όρος που 

περιγράφει τον κάβο που γυρίζει το ιστίο και που µοιάζει πολύ µε την καµπύλη. Ένας κακός 

µεταφραστής µπέρδεψε το versiera µε το avversiera που σηµαίνει «µάγισσα». 

 

Φανταστικοί αριθµοί 

Από τις πρώτες εµφανίσεις του τετραγωνικών ριζών και ξεκινώντας από 

αυτές, για να επιλυθούν εξισώσεις 2ου βαθµού, αναδύθηκαν µυστηριώδεις εκφράσεις 

όπως 81 144−  που δεν φαίνονταν να έχουν λογική εξήγηση. Έτσι, η 
2 1x =  έχει ως 

λύσεις τα 1± , αλλά η 
2 1x = −  δεν έχει πραγµατικές λύσεις. Ο Αναγεννησιακός 

µαθηµατικός και φιλόσοφος Girolamo Cardano πρότεινε την αποσύνθεση του 

αριθµού 10 x y= +  έτσι ώστε το γινόµενο του να είναι 40x y⋅ =  Από εκεί, κατέληξε 

στις εκφράσεις 5 15x = + −  και 5 15y = − − . Χρειάστηκε να περάσουν πολλά 

χρόνια ώσπου σπουδαίοι µαθηµατικοί του 18ου και 19ου αιώνα όπως οι Euler, Wessel, 

Argand, Gauss, να επινοήσουν τους µιγαδικούς αριθµούς, προεκτείνοντας το σύνολο 

των πραγµατικών αριθµών οπότε πλέον όλες οι πολυωνυµικές εξισώσεις λύνονταν.  

Με το σύµβολο 1i = − , οι µιγαδικοί αριθµοί αποτελούν εκφράσεις του 

τύπου a bi+  όπου a  είναι το πραγµατικό µέρος και b  είναι το φανταστικό µέρος. 

Κλειδί για τον χειρισµό τέτοιων εκφράσεων, είναι η επίτευξη της γραφικής 

απεικόνισης των µιγαδικών αριθµών στο επίπεδο, αντιµετωπίζοντας την κάθε µία 

a bi+  ως διάνυσµα πραγµατικής συντεταγµένης α, στον οριζόντιο και φανταστικής 
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συντεταγµένης bi, στον κάθετο άξονα. Το «διάνυσµα» a bi+  µπορεί να 

προσδιοριστεί και µέσω 2 παραµέτρων 
aM , όπου 

2 2M a b= +  είναι η απόλυτη 

τιµή του αριθµού a bi+  και η γωνία α είναι το όρισµα, ή  η γωνία που σχηµατίζει το 

διάστηµα µε τον πραγµατικό οριζόντιο άξονα tan /b aα = . Χάρη σε αυτή την 

πυθαγόρεια αναπαράσταση,  ο πολλαπλασιασµός των µιγαδικών αριθµών 

( ) ( ) ( ) ( )a bi c di ac bd ad bc i+ ⋅ + = − + + ⋅  καθίσταται εφικτός, αν Mα  αντιστοιχεί στο 

a bi+  και Nβ  αντιστοιχεί στο c di+ , ( )M M M Nα β α β+⋅ + ⋅ . Οι µιγαδικοί αριθµοί, 

είναι θεµελιώδεις στην άλγεβρα, στη µιγαδική ανάλυση και έχουν ενδιαφέρουσες 

εφαρµογές στην ηλεκτρονική µηχανική, στον ηλεκτροµαγνητισµό, στη θεωρία χάους, 

στην κβαντική φυσική στη θεωρία των φράκταλ, στη θεωρία ελέγχου, στη θεωρία του 

σήµατος και σε αναρίθµητους κλάδους των καθαρών και των εφαρµοσµένων 

µαθηµατικών. 

              Σχήµα 35                                                Σχήµα 36 

 

Το πυθαγόρειο θεώρηµα σε άλλες επιφάνειες 

Έχει νόηµα, να διατυπώσουµε την πυθαγόρεια σχέση σε µία σφαίρα; Στο 

επίπεδο, οι κύριες γραµµές είναι ευθείες. Στη σφαίρα, υπάρχουν µέγιστες περιφέρειες 

(όλοι οι µεσηµβρινοί, ο Ισηµερινός κ.ο.κ.), κατά συνέπεια έχουµε «σφαιρικά 

τρίγωνα». Το σχήµα 36, δείχνει πώς µπορούν να υπάρξουν σφαιρικά τρίγωνα µε 3 ίσα 

τόξα περιφέρειας και 3 ορθές γωνίες. Στη σφαίρα, οι γωνίες ενός σφαιρικού τριγώνου 

δεν δίνουν αθροιστικά µια σταθερή ποσότητα, ούτε έχει νόηµα µία σχέση τύπου
2 2 2a b c= + , διότι µπορεί να ισχύει ότι a b c= = . Μπορώ να θεωρήσω σφαιρικά 

τρίγωνα µε µία µόνο ορθή γωνία και να βρω τις εκφράσεις που συσχετίζουν τις 

διαστάσεις των πλευρών , ,a b c  λαµβάνοντας υπόψη την ακτίνα R  της σφαίρας και 

τα συνηµίτονα των γωνιών, από το κέντρο της σφαίρας. Ένας  τρόπος για να 

εκπληρώσω τον στόχο, είναι να ξεκινήσω από το επίπεδο µε ένα φύλλο στο οποίο 

υπάρχει ορθογώνιο τρίγωνο, όπου ισχύει το πυθαγόρειο θεώρηµα και να σχηµατίσω 

µε αυτό το φύλλο αναπτύξιµη επιφάνεια. Αν εµφανιζόταν κύλινδρος, το τρίγωνο θα 

παρέµενε καµπυλωτό.  
 

Λογοτεχνικές φρικαλεότητες µε τον Πυθαγόρα 

          Η λογοτεχνική φαντασία, έχει εκµεταλλευτεί σηµαντικά τη νοµενκλατούρα των καθέτων 

πλευρών και των υποτεινουσών. Πολύ συχνά, όταν κάποιος µελετητής της συγκριτικής λογοτεχνίας 

εξετάζει τις εµφανίσεις τους, νιώθει να εισέρχεται σε ένα δωµάτιο µε λογοτεχνικές φρικαλεότητες. Για 

παράδειγµα, στο διάσηµο παραµύθι του µάγου του Οζ ένας από τους ήρωες αναφέρει πως «το 

άθροισµα των τετραγωνικών ριζών δύο οποιωνδήποτε πλευρών ενός ισοσκελούς τριγώνου είναι ίσο µε 

την τετραγωνική ρίζα της άλλης πλευράς».  Η διατύπωση αυτή, συγχέει το ισοσκελές τρίγωνο και το 

ορθογώνιο τρίγωνο, µε αποτέλεσµα να µην βγαίνει νόηµα. Εν τούτοις, σε ένα λιγότερο λογοτεχνικό 

αλλά πολύ πιο διασκεδαστικό πλαίσιο στην ιστορία, το έγκληµα της υποτείνουσας που περιλαµβάνεται 

στο βιβλίο «Τα παλάτια των θεών» από τις περιπέτειες του Αστερίξ και Οβελίξ, εµφανίζεται κάποιος 

αρχιτέκτονας του Ιουλίου Καίσαρα που  αποκαλείται «τετράγωνα επί της υποτείνουσας». 
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Το πυθαγόρειο θεώρηµα σε άλλες κατασκευές 

Για να υπολογίσει τις αποστάσεις µεταξύ των διανυσµάτων, o Rene Descartes 

χρησιµοποίησε τις συντεταγµένες τους και τον πυθαγόρειο τύπο

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 3 3( , , ), ( , , )d x x x y y y x y x y x y= − + − + −  

O τύπος αυτός, µπορεί να επεκταθεί και σε διανύσµατα µε έναν οποιοδήποτε 

αριθµό συντεταγµένων. Έτσι, για n=4,  προκύπτει µια πυθαγόρεια εκδοχή στον χώρο 

των 4 διαστάσεων. Η αναλυτική (ή καρτεσιανή) γεωµετρία, γεννήθηκε από τη 

θεώρηση της περιγραφής των σηµείων του επιπέδου (ή του χώρου), µέσω 

διανυσµάτων και συντεταγµένων. Χρησιµοποιώντας αυτή τη γλώσσα, ο Descartes (ή 

Καρτέσιος) ένωσε την κλασική (συνθετική) γεωµετρία, µε την αριθµητική. Ο Γάλλος 

φιλόσοφος, ασπάζονταν τη γεωµετρία του Ευκλείδη, αλλά τη συµπλήρωνε µε τις 

αντίστοιχες αριθµητικές µετρήσεις. Αυτό, τον οδήγησε στο να αναπτύξει τις 

εξισώσεις και την άλλη πλευρά του. Ο ίδιος ο Descartes δηλώνει σε µία επιστολή 

προς την πριγκίπισσα Ελισσάβετ της Βοηµίας: «...δεν χρησιµοποιώ  κανένα θεώρηµα 

που δεν υποστηρίζει ότι οι πλευρές όµοιων τριγώνων είναι ανάλογες και πως σε κάθε 

ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγωνο της υποτείνουσας είναι ίσο µε το άθροισµα των 

τετραγώνων  των άλλων δύο πλευρών. ∆εν διστάζω να εισαγάγω πολλές άγνωστες 

ποσότητες, µε στόχο να περιορίσω το πρόβληµα, µε τέτοιους όρους ώστε να εξαρτάται 

µόνο από τα δύο αυτά θεωρήµατα.» Στις κατασκευές, που αποκαλούνται 

διανυσµατικοί χώροι νόρµας x
�
� � , η απόλυτη τιµή (ή µήκος) του διανύσµατος 

ορίζεται από το x
�

 και είναι χρήσιµο όταν θεωρούµε τη σχέση ορθογωνικότητας που 

δίνεται από, x
�

 είναι ορθογώνιο µε το y
��

 αν 2 2 2x y x y− = +
� �� � ��
� � � � � � .   (5) 

Εδώ, η πυθαγόρεια σχέση δεν συσχετίζει πλέον επιφάνειες τετραγώνων αλλά 

καθορίζει την ορθογωνικότητα. Τα διανύσµατα αυτών των κατασκευών, µπορεί να 

είναι πιο αφηρηµένα στοιχεία από τα ύψη καµπυλότητας στο επίπεδο (ή στον χώρο), 

π.χ., συνεχείς συναρτήσεις F που ορίζονται σε διάστηµα [ ]0,  1− , µε πραγµατικές 

τιµές. Μπορεί να υπολογιστεί η νόρµα τους, µέσω της έκφρασης

( )( ) [ ]{ }
1 2

0
 ή Μέγιστο ( ) ,   στο 0,  1f f x dx f f x x= =∫� � � � . Έτσι, προκύπτουν 

ισότητες του τύπου (5) εκφράζοντας ορθογωνικότητα µεταξύ των συναρτήσεων ή 

των ακολουθιών ή των οποιωνδήποτε στοιχείων της διανυσµατικής δοµής. Στους 

αποκαλούµενους χώρους Hilbert, θεωρείται το εσωτερικό γινόµενο x y⋅
� ��

 των 

διανυσµάτων στο επίπεδο ( ) ( )1 2 1 2 1 1 2 2, ,x x y y x y x y⋅ = +  και υπολογίζονται οι νόρµες 

(ή µήκη) των διανυσµάτων, µέσω της έκφρασης x x x= + ⋅
� � �

.  Η ορθογωνικότητα 

των διανυσµάτων, µπορεί να διασφαλιστεί  µε βάση την ιδιότητα 0x y⋅ =
� ��

, που είναι 

ισοδύναµη µε το πυθαγόρειο θεώρηµα: 
2 2 2x y x y− = +

� �� � ��
� � � � � �  αν και µόνο αν 0x y⋅ =

� ��
 

 

Επίλογος 

Το πυθαγόρειο θεώρηµα, δεν είναι απλά ένα µαθηµατικό αποτέλεσµα, 

απαραίτητο για τη γνώση των ορθογώνιων τριγώνων, µε χρήσιµες εφαρµογές σε 

πολλούς τοµείς. Αν έχει αντέξει στον χρόνο, είναι επειδή συνιστά τον πυρήνα του 

φιλόδοξου φιλοσοφικού και µαθηµατικού σχεδίου µίας µορφής σκέψης βασισµένης 

στην πανίσχυρη ιδέα πως µπορούµε να προσεγγίζουµε και να κατανοούµε τον κόσµο, 

µέσα από τους αριθµούς. Ο επιστήµονας John Bernal, υπήρξε πρωτοπόρος της 
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κρυσταλλογραφίας των ακτίνων Χ και εκλαϊκευτής, µε έργα όπως το  «Κοινωνική 

ιστορία της επιστήµης». Σε αυτό, γράφει για τον Πυθαγόρα «...το σίγουρο είναι πως η 

σχέση που εδραιώθηκε από τη σχολή του, ανάµεσα στα µαθηµατικά, την επιστήµη και 

τη φιλοσοφία δε θα χαθεί ποτέ».  Τη γνώµη του, υιοθετεί και εκφράζει µε πολύ πιο 

επιβλητικό τρόπο ο εξέχων φιλόσοφος, λογοκράτης και µαθηµατικός Bertrand 

Russell, στο έργο του «Ιστορία της δυτικής φιλοσοφίας»:  «∆εν γνωρίζω κανέναν 

άλλον να έχει τόσο σηµαντική επιρροή στο χώρο της σκέψης, διότι αυτό που µοιάζει µε 

πλατωνισµό, αφού αναλυθεί, αποδεικνύεται ουσιαστικά πυθαγορισµός».  

Στο παραπάνω έργο, µεταγενέστερα, ο Russell συµπλήρωσε, σε µία από τις 

συνήθεις καίριες και διεισδυτικές παρατηρήσεις του  «Το πιο ιδιόµορφο 

χαρακτηριστικό της σύγχρονης επιστήµης είναι η επιστροφή της στον πυθαγορισµό». 

Πράγµατι, στις αρχές του 21ου αιώνα, η ψηφιακή επανάσταση ολοκλήρωσε ήδη το 

πρώτο µέρος της και εδραιώθηκε πλήρως, σε µια συνεχή διαδικασία µεταµόρφωσης 

του κόσµου. Στις ηµέρες µας, η ιδέα της σαρωτικής παρουσίας των αριθµών ως 

θεµελίου και ουσίας όλων των εκδηλώσεων της επιστήµης, της τεχνικής άρα και της 

καθηµερινής ζωής, είναι πιο αδιαµφισβήτητη και γενικευµένη από ποτέ. Ο 

πυθαγορισµός, αντανακλάται σε όλους τους τύπους και τους υπολογισµούς που 

περιγράφουν τη συµπεριφορά της φύσης και των φυσικών και χηµικών της 

φαινοµένων, στη γονιδιακή έρευνα, στις κλινικές αναλύσεις, στη µικροχειρουργική, 

στις µετεωρολογικές προβλέψεις, στις κοινωνικές επιστήµες, στις µουσικές 

παρτιτούρες, στους χορούς και σε κάθε  στίχο που διαβάζουµε αναζητώντας µια 

αίσθηση οµορφιάς. Το πυθαγόρειο θεώρηµα, είναι κατά έναν τρόπο, το θεώρηµα της 

ζωής µας, αφού σήµερα, περισσότερο από ποτέ, η ζωή µας είναι πυθαγόρεια. 


