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Τελικός χαρακτηρισµός  

 

Περίληψη 

Ο Blaise Pascal, µέχρι τα 15 του έτη µελετούσε στα κρυφά µαθηµατικά διότι 
του το είχε απαγορεύσει ο πατέρας του. Παρά το απαγορευτικό, ο Pascal ανακάλυψε 
µόνος του ότι το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου ισούται µε 2 ορθές γωνίες. 
Όταν ο πατέρας του, Étienne Pascal, είδε τα επιτεύγµατα του γιου του, 
εντυπωσιάστηκε και του επέτρεψε τη µελέτη των µαθηµατικών κειµένων, αρχίζοντας 
µε το κλασσικό έργο Στοιχεία του Ευκλείδη. Λίγο πριν κλείσει τα 20 του έτη, είχε 
δηµιουργήσει µία µηχανή υπολογισµών, την Πασκαλίνα. Το 1647, ανακάλυψε την 
αρχή του Pascal και τη χρήση του βαροµέτρου για τη µέτρηση του υψοµέτρου. Το 
1654 δηµοσίευσε µια εργασία µε τον τίτλο Traité du triangle arithmétique, µε την 
συγγραφή της οποίας έθεσε τις βάσεις για τη συνδυαστική (κλάδος των 
µαθηµατικών) και τον λογισµό των πιθανοτήτων. Μια από τις πιο γνωστές 
µαθηµατικές µελέτες του, είναι το επονοµαζόµενο τρίγωνο του Pascal, το οποίο 
είναι ουσιαστικά µια ατελείωτη πυραµίδα αριθµών, χτισµένη από πάνω προς τα κάτω.  

Στην κορυφή της βρίσκεται η µονάδα, ο θεµέλιος λίθος των µαθηµατικών. 
Προς τιµήν του, δόθηκε το όνοµά του στη µονάδα µέτρησης της πίεσης στο SI 
(∆ιεθνές Σύστηµα Μετρήσεων). 
 

Λέξεις κλειδιά 

Στοχασµοί, Τα γράµµατα του Luis de Montalte σε έναν επαρχιώτη φίλο, 
συνδυαστική, θεωρία πιθανοτήτων, Antoine Gombaud Chevalier de Mere, 
κυκλοειδής καµπύλη (Ωραία Ελένη» της γεωµετρίας), εξισώσεις Lagrange και 
Hamilton, εξίσωση Friedmann, Viviani, Sir Christopher Wren, Charles Bourelles, 
Johann Bernoulli, ψευδώνυµο Amos Dettonville, Huygens, πασκαλίνα (Pascaline), 
αρχή του Pascal, αρχή των συγκοινωνούντων δοχείων, ατµοσφαιρική πίεση, hPa, kPa, 
MPa, υδραυλικό πιεστήριο, τρίγωνο του Pascal, αριθµητικό τρίγωνο, αρµονικό 
τρίγωνο, προβολική γεωµετρία, έλλειψη, εστίες, εκκεντρότητα, υπερβολή, παραβολή, 
λογισµός των µεταβολών,  
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Μέτρηση της ατµοσφαιρτικής πίεσης µε στήλη υδραργύρου (Hg) 
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Η παραλλαγή της πασκαλίνας (Pascaline) µε τις 8 τροχαλίες  
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«Βλέπουµε…. πως η θεωρία των πιθανοτήτων είναι στη βάση της απλής κοινής 

λογικής η οποία έχει αναχθεί σε υπολογισµούς, µας κάνει να εκτιµήσουµε µε ακρίβεια 

ότι τα λογικά µυαλά αισθάνονται ενστικτωδώς, συχνά χωρίς να µπορούν να το 

εξηγήσουν …. Είναι αξιοσηµείωτο ότι αυτή η επιστήµη που ξεκίνησε από τα τυχερά 

παιχνίδια, κατέληξε να γίνει το σπουδαίο ιερό αντικείµενο που γνωρίζουµε». 
P.S. Laplace 

1. Η οικογένεια του Pascal 

Νεότερος κατά 27 έτη από τον σύγχρονο του Descartes, ο Blaise Pascal 
γεννήθηκε στην Clermont της Auevergne στη Γαλλία, στις 19.06.1623 και έζησε 12 
έτη µετά τον θάνατο του Descartes. Ο πατέρας του, Ettienne Pascal, πρόεδρος στο 
δικαστήριο βοηθηµάτων στην Clermont, ήταν ένας καλλιεργηµένος  άνθρωπος και 
τύχαινε υπόληψης για τα πνευµατικά του προσόντα. Η µητέρα του,  Antoinette 
Begone, πέθανε όταν ο γιός της ήταν 4 ετών. Ο Pascal είχε 2 όµορφες και 
προικισµένες αδελφές, την Gilberte  η οποία έγινε κυρία Perier και την Jacqueline, 
που και οι 2, ιδιαίτερα η 2η, έπαιξαν σπουδαίο ρόλο στη ζωή του.  

 
2. Το λογοτεχνικό του έργο 

Ο Blaise Pascal, είναι γνωστότερος στον µέσο αναγνώστη από τα 2 κλασικά 
φιλολογικού – λογοτεχνικού χαρακτήρα έργα του, τους Στοχασµούς (εκδόθηκαν 8 έτη 
µετά από τον θάνατο του) και τα Γράµµατα του Luis de Montalte σε έναν επαρχιώτη 

φίλο, συνηθίζουν δε να συµπυκνώνουν τη µαθηµατική του καριέρα σε µερικές 
παραγράφους, ενώ αναφέρονται αναλυτικά  στις θρησκευτικές του επιδόσεις. Εδώ θα 
κρατήσουµε µια διαφορετική στάση και θα δούµε τον Pascal ως έναν εξαιρετικά 
προικισµένο µαθηµατικό ο οποίος επέτρεψε στις µαζοχιστικές του ροπές προς τον 
αυτοβασανισµό  και προς τις ανώφελες θεωρητικολογίες για τις αιρετικές διαφωνίες 
των ηµερών του, να τον υποβιβάσουν στο επίπεδο ενός θρησκευόµενου, µε τη 
σηµερινή ορολογία.   

 
3. Το µαθηµατικό του έργο 

Από µαθηµατική άποψη, ο Pascal αποτελεί ίσως την πιο µεγάλη 
«ανεκπλήρωτη δυνατότητα» της ιστορίας. Είχε την ατυχία να προηγηθεί κατά µερικά 
µόνο έτη του Newton και να είναι σύγχρονος των Descartes και Fermat, που και οι 2 
υπήρξαν σταθερότεροι χαρακτήρες από αυτόν. Η πιο νεωτεριστική του εργασία, η 
δηµιουργία της θεωρίας των πιθανοτήτων ανήκει και στον Fermat, ο οποίος δεν θα 
είχε δυσκολία να την κάνει µόνος του. Στη γεωµετρία, στην οποία είναι διάσηµος ως 
παιδί – θαύµα, στην πιο δηµιουργική ιδέα του τον πρόλαβε ένας άνδρας µε πολύ 
µικρότερη φήµη, ο Desargues. Οι αντιλήψεις του για την πειραµατική επιστήµη, 
δείχνουν ότι ο Pascal είχε πολύ καθαρότερο όραµα από τον Descartes, βάσει της 
σύγχρονης αντίληψης για την επιστηµονική µέθοδο. ∆εν διάθετε όµως τη 
στοχοπροσήλωση του Descartes και αν και έκανε κάποια 1ης τάξης εργασία, άφηνε 
τον εαυτό του να παρασυρθεί από το νοσηρό πάθος του για διάφορα λεπτά 
θρησκευτικά ζητήµατα, ξεστρατίζοντας έτσι από ότι θα µπορούσε να πετύχει. Είναι 
ανώφελο να πιθανολογούµε τι θα µπορούσε να είχε κάνει. Η ζωή του είναι ένα 
ζωντανό σχόλιο πάνω σε 2 από τις ιστορίες ή παροµοιώσεις της Καινής ∆ιαθήκης, η 
οποία αποτελούσε την σταθερή του συντροφιά και παρηγοριά, την παραβολή των 
ταλάντων και την αναφορά στο νέο κρασί που καταστρέφει του παλαιούς ασκούς. Αν 
ποτέ ένας εξαιρετικά προικισµένος άνθρωπος έθαψε το ταλέντο του, αυτός ήταν ο 
Pascal και αν ποτέ ένα µεσαιωνικής νοοτροπίας µυαλό ράγισε και έσπασε σε πολλά 
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κοµµάτια προσπαθώντας να κρατήσει το νέο κρασί της επιστήµης του 17ου αιώνα, 
αυτό ήταν του Pascal. Τα µεγάλα του τάλαντα, δόθηκαν σε λάθος ιστορικό πρόσωπο.  

 
4. Τα µαθητικά του χρόνια 

Επτά ετών ήταν ο Pascal όταν άφηνε την Clermont µαζί µε τον πατέρα του και 
τις αδερφές του µε κατεύθυνση το Παρίσι. Τότε περίπου άρχισε ο πατέρας τα 
µαθήµατα στον γιό του. Ο Pascal ως παιδί, υπήρξε πολύ ανεπτυγµένος πνευµατικά. 
Αυτός και οι αδερφές του, είχαν προικιστεί εξαιρετικά από τη φύση. Όµως, ο Blaise 
κληρονόµησε (ή απέκτησε καθοδόν) µια εξαιρετικά αδύναµη κράση και κάτι ανάλογο 
πρέπει να συνέβαινε µε την πιο προικισµένη από τις αδερφές του, την Jacqueline, 
καθώς και αυτή έπεσε θύµα της νοσηρής θρησκευτικότητας. Στην αρχή, όλα 
πήγαιναν αρκετά καλά. Ο πατέρας Pascal, κατάπληκτος µε την ευκολία µε την οποία 
ο γιός του απορροφούσε ότι υπήρχε στην κλασσική παιδεία της εποχής του, 
προσπάθησε να κρατήσει το παιδί σε έναν φυσιολογικό ρυθµό µάθησης για να µην 
κάνει κακό στην υγεία του. Τα µαθηµατικά του ήταν απαγορευµένα, εξαιτίας της 
άποψης ότι η νεαρή µεγαλοφυΐα θα κουραζόταν υπέρµετρα από την προσπάθεια. Ο 
πατέρας του ήταν άριστος εκπαιδευτής, αλλά κακός ψυχολόγος. Η απαγόρευση των 
µαθηµατικών εξήψε την περιέργεια του παιδιού. Μία ηµέρα, όταν ήταν στα  12 του, ο 
Pascal απαίτησε να µάθει τι ήταν η γεωµετρία. Ο πατέρας του, την περιέγραψε 
γλαφυρά. Αυτό, έκανε τον Pascal να βρει τον πραγµατικό του προορισµό. Αντίθετα 
µε την ίδια του την γνώµη, εκφρασµένη αργότερα, είχε κληθεί από τον Θεό όχι για να 
βασανίσει τους Ιησουίτες αλλά για να γίνει µεγάλος µαθηµατικός. Αυτό που συνέβη 
όταν ο Pascal άρχισε να µελετά τη γεωµετρία, συνιστά έναν θρύλο πάνω στην πρώιµη 
µαθηµατική ικανότητα. Ας επισηµάνουµε  ότι αυτές οι ικανότητες δεν ξεφουσκώνουν 
πάντα, όπως λέγεται από ορισµένους. Η πρώιµη µαθηµατική ιδιοφυία, συχνά υπήρξε 
η 1η σπίθα µίας δοξασµένης ωριµότητας, σε πείσµα της επίµονης προκατάληψης για 
το αντίθετο. Στην περίπτωση του Pascal, τα µεγάλα του χαρίσµατα στα µαθηµατικά 
δεν εξαφανίστηκαν καθώς µεγάλωνε, αλλά καταπνίγονταν από άλλα ενδιαφέροντα. Η 
ικανότητα του να παράγει 1ης τάξης µαθηµατικά διατηρήθηκε, όπως θα φανεί από το 
επεισόδιο  της κυκλοειδούς, σε όλη την τόσο σύντοµη ζωή του και αν κάτι πρέπει να 
κατακριθεί ως αιτία για τον πρόωρο µαθηµατικό του θάνατο, είναι πιθανώς το 
στοµάχι του. Το 1ο εντυπωσιακό του κατόρθωµα ήταν η απόδειξη, χωρίς καµία 
βοήθεια, ότι το άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου ισούται µε 2 ορθές γωνίες. Αυτό, 
τον ενεθάρρυνε να συνεχίσει µε απίστευτα εντατικό ρυθµό. 

Αντιλαµβανόµενος ότι είχε µπροστά του έναν µαθηµατικό, ο πατέρας του 
έκλαψε από χαρά και έδωσε στον γιό του ένα αντίγραφο των Στοιχείων του Ευκλείδη, 
που ο Pascal γρήγορα καταβρόχθισε, όχι ως στόχο αλλά ως παιγνίδι. Παραιτήθηκε 
από τα παιγνίδια του, για να ασχοληθεί µε τη γεωµετρία. Σε σχέση µε την ταχύτατη   
απορρόφηση από τον Pascal των στοιχείων, η αδερφή του Gilberte επέτρεψε στον 
εαυτό της ένα χοντρό ψέµα. Είναι αλήθεια ότι ο Pascal βρήκε µόνος του και απέδειξε 
διάφορες ευκλείδειες προτάσεις, πριν δει ακόµη το βιβλίο. Η Gilberte, δήλωνε ότι ο 
αδερφός της είχε ξαναανακαλύψει τις πρώτες 32 προτάσεις του Ευκλείδη και µάλιστα 
µε την ίδια σειρά. Η 32η πρόταση είναι πραγµατικά η περίφηµη πρόταση για το 
άθροισµα των γωνιών ενός τριγώνου, που ο Pascal την βρήκε ανεξάρτητα.  

Βέβαια, µπορεί να υπάρχει µόνο ένας τρόπος για να γίνει σωστά ένα πράγµα, 
µάλλον όµως υπάρχουν άπειροι τρόποι για να το κάνεις λάθος. Ξέρουµε σήµερα ότι 
οι υποτιθέµενα αυστηρές αποδείξεις του Ευκλείδη, ακόµη και στις τέσσερις πρώτες 
προτάσεις του, δεν συνιστούν κατά κανέναν τρόπο αποδείξεις. Το ότι ο Pascal 
επανέλαβε µε απόλυτη πιστότητα, όλες τις παραδροµές του Ευκλείδη είναι κάτι που 
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εύκολα λέγεται αλλά δύσκολα γίνεται πιστευτό. Οπωσδήποτε, µπορούµε να 
συγχωρέσουµε την Gilberte για τις καυχησιές της. Ο αδερφός της τις άξιζε. Στα 14 
του είχε γίνει δεκτός στις εβδοµαδιαίες επιστηµονικές συζητήσεις που διηύθυνε ο 
Mersenne, από τις οποίες προήλθε η Γαλλική Ακαδηµία Επιστηµών. 

 
5. Pascal και Καρδινάλιος Ρισελιέ 

Ενώ ο γιός Pascal εξελισσόταν γρήγορα στη γεωµετρία, ο πατέρας Pascal 
έµπλεκε σε ιστορίες µε τις αρχές, εξαιτίας της εντιµότητας και της ορθής στάσης του. 
Συγκεκριµένα, διαφώνησε µε τον Καρδινάλιο Ρισελιέ σχετικά µε κάποιο µικρό  
ζήτηµα  επιβολής φόρων. Ο Καρδινάλιος εξοργίστηκε, οπότε η οικογένεια Pascal 
κρυβόταν µέχρι να περάσει η θύελλα. Λέγεται ότι η όµορφη και ταλαντούχα 
Jacqueline έσωσε την οικογένεια και πέτυχε την υποστήριξη του Καρδινάλιου µε το 
εξαιρετικό της παίξιµο, incognito, σε ένα έργο που παρουσιάστηκε για την 
διασκέδαση του Ρισελιέ. Όταν ο τελευταίος  ζήτησε να µάθει το όνοµα της νεαρής 
γοητευτικής καλλιτέχνιδας που είχε εξάψει την κληρική του φαντασία, του είπαν ότι 
πρόκειται για την κόρη του ασήµαντου αντιπάλου του, ο Ρισελιέ µε όµορφο τρόπο 
συγχωρέσε όλη την οικογένεια και τοποθέτησε τον πατέρα σε πολιτικό πόστο στην 
Rouen. Με βάση τα όσα είναι γνωστά για τον Ρισελιέ, αυτό το ευχάριστο παραµύθι 
φαντάζει πολύ αφελές. Όπως και να έχει, οι Pascal βρήκαν για µια φορά ακόµη 
δουλεία και ασφάλεια στην Rouen. Εκεί ο νεαρός Pascal συνάντησε τον δραµατουργό 
Κορνήλιο, που εντυπωσιάστηκε δεόντως από τη µεγαλοφυΐα του παιδιού.  

Εκείνη την εποχή, ο Pascal ήταν ολοκληρωτικά δοσµένος στα µαθηµατικά και 
είναι πιθανόν ο Κορνήλιος  να µην διέβλεψε την εξέλιξη του νεαρού του φίλου σε 
έναν από τους µεγάλους δηµιουργούς της Γαλλικής πρόζας.   

 
6. Pascal και Sylvester 

Όλο αυτό το διάστηµα, ο Pascal µελετούσε ακατάπαυστα. Πριν µπει στα 
δεκαέξι (γύρω στα 1639), είχε αποδείξει ένα από τα ωραιότερα θεωρήµατα σε όλη τη 
γεωµετρία. Ευτυχώς, µπορεί να περιγραφεί  µε όρους κατανοητούς από 
οποιονδήποτε. O Sylvester, µαθηµατικός του 19ου αιώνα αποκάλεσε τo µεγάλο 
θεώρηµα του Pascal ένα είδος «κούνιας της γάτας». ∆ιατυπώνουµε πρώτα µια ειδική 
περίπτωση του γενικού θεωρήµατος, που µπορεί να κατασκευασθεί µόνο µε τη χρήση 
κανόνα. Έστω i , i ′  2 τεµνόµενες ευθείες. Παίρνουµε πάνω στην i  3 διακεκριµένα 
σηµεία ,  ,  A B C  και πάνω στην i ′  3 διακεκριµένα σηµεία ,  ,  A B C′ ′ ′ . Ενώνουµε αυτά 
τα σηµεία µε 3 ζεύγη ευθειών ως εξής: το Α µε το B′  και το A′  µε το Β, το Β µε το C′  
και το B′  µε το C, το C  µε το A′  και το C′  µε το Α. Οι 2 ευθείες στο κάθε ζεύγος 
τέµνονται σε κάποιο σηµείο. Παίρνουµε έτσι 3 σηµεία. Η ειδική περίπτωση του 
θεωρήµατος του Pascal, που περιγράφουµε τώρα, λέει ότι αυτά τα σηµεία είναι 
συνευθειακά. 

Σχήµα 1 
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Πριν δώσουµε τη γενική περίπτωση του θεωρήµατος, αναφέρουµε ένα άλλο 
ανάλογο µε το προηγούµενο, που οφείλεται στον Desargues (1593–1662). Αν οι 3 
ευθείες που συνδέουν αντίστοιχες κορυφές 2 τριγώνων XYZ και xyz περνούν από ένα 
σηµείο, τότε τα 3 σηµεία όπου τέµνονται τα ζεύγη των αντίστοιχων πλευρών των 
τριγώνων βρίσκονται πάνω σε ευθεία. Έτσι, αν οι ευθείες που συνδέουν τα X & x ,Υ 
& y, Z & z περνούν από ένα σηµείο τότε οι τοµές των XY & xy ,YZ & yz , ZX & zx 
είναι συνευθειακές.  

Σχήµα 2 

 

7. Pascal και κωνικές τοµές 

Έστω µία κωνική τοµή, π.χ. µία έλλειψη. Πάρτε πάνω σε αυτήν 6 σηµεία A, 
B, C, D, E, F και ενώστε τα κατά αυτή τη σειρά, µε ευθείες γραµµές. Έτσι έχουµε ένα 
εξάπλευρο σχήµα εγγεγραµµένο στην κωνική τοµή, όπου τα AB & DE, BC & EF, 
CD & FA είναι ζεύγη αντιθέτων πλευρών. Οι 2 ευθείες κάθε ζεύγους τέµνονται σε 
ένα σηµείο, τα 3 σηµεία τοµής είναι συνευθειακά. Αυτό είναι το θεώρηµα του Pascal, 
το σχήµα που αντιστοιχεί είναι αυτό που αποκαλούµαι «µυστικό εξάγραµµο». Κατά 
πάσα πιθανότητα, ο Pascal απέδειξε πρώτα την ισχύ του για την περίπτωση του  
κύκλου και εν συνεχεία, πέρασε µε προβολή σε τυχαία κωνική τοµή. Μόνο ένας 
χάρακας (κανόνας) και  ένας διαβήτης απαιτούνται για να σχεδιάσει ο αναγνώστης 
ένα τυπικό σχήµα όταν έχουµε κύκλο και να το µελετήσει. Υπάρχουν διάφορα 
καταπληκτικά πράγµατα γύρω από αυτό το θαυµάσιο θεώρηµα και ένα από αυτά 
είναι σίγουρα το ότι ανακαλύφθηκε και αποδείχθηκε από ένα αγόρι 16 ετών.  

Στην Essai pour les coniques (Μελέτη πάνω στις κωνικές) γραµµένη γύρω 
από το µεγάλο θεώρηµα, αυτό το εξαιρετικά προικισµένο παιδί αποδεικνύει, ούτε 
λίγο ούτε πολύ 400 προτάσεις πάνω στις κωνικές τοµές που περιλαµβάνουν το έργο 
του Απολλώνιου και άλλων, συνάγοντας τες όλες µε συστηµατικό τρόπο ως 
πορίσµατα, µε το να επιτρέπει σε ζεύγη σηµείων να συµπίπτουν, έτσι ώστε µια χορδή 
να γίνεται εφαπτόµενη, καθώς και µε άλλα τεχνάσµατα. Η πλήρης Essai δεν 
δηµοσιεύθηκε ποτέ και όπως φαίνεται έχει οριστικά χαθεί, όµως ο Leibniz είδε και 
έλεγξε ένα αντίγραφο της. Πέραν αυτών, το είδος της γεωµετρίας που κάνει εδώ ο 
Pascal διαφέρει θεµελιωδώς από εκείνο των Ελλήνων, δεν είναι µετρική, αλλά 
περιγραφική ή προβολική. Μήκη ευθειών ή µεγέθη γωνιών δεν υπεισέρχονται ούτε 
στη διατύπωση ούτε στην απόδειξη του θεωρήµατος. Αυτό  το ένα θεώρηµα από 
µόνο του, αρκεί για να εξοβελίσει τον ανόητο ορισµό των µαθηµατικών, 
κληρονοµηµένο από τον Αριστοτέλη και ωστόσο ακόµη αναπαραγόµενο ενίοτε σε 
λεξικά, ως της επιστήµης της «ποσότητας». ∆εν υπάρχουν «ποσότητες» στη 
γεωµετρία του Pascal. Για να δούµε τι σηµαίνει η προβολικότητα  του θεωρήµατος, 
ας φανταστούµε έναν (κυκλικό) κώνο φωτός που ξεκινά από ένα σηµείο και περνά 
από ένα επίπεδο φύλλο γυαλιού που αλλάζει θέση. Η συνοριακή καµπύλη του 
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σχήµατος, που προκύπτει από την τοµή του κώνου µε το φύλο, είναι µια κωνική 
τοµή. Αν το «µυστικό εξάγραµµο» του Pascal σχηµατιστεί πάνω στο γυαλί, για 
οποιαδήποτε δοσµένη θέση και ένα άλλο γυάλινο επίπεδο κόψει τον κώνο, µε τη σκιά 
του εξάγραµµου να πέφτει πάνω του, τότε η σκιά θα δώσει ένα άλλο «µυστικό 
εξάγραµµο» και τα 3 σηµεία τοµής των ζευγών των αντίθετων πλευρών του νέου 
εξαγράµµατος θα βρίσκονται σε µια ευθεία σκιά της «ευθείας των 3 σηµείων», στο 
αρχικό εξάγραµµο. ∆ηλαδή, το θεώρηµα του Pascal είναι αναλλοίωτη της κωνικής 
προβολής. Οι µετρικές ιδιότητες που µελετά η στοιχειώδης γεωµετρία, δεν συνιστούν 
αναλλοίωτες της κωνικής προβολής. Για παράδειγµα, η σκιά µιας ορθής γωνίας δεν 
είναι ορθή γωνία για όλες τις θέσεις του 2ου φύλλου γυαλιού. Είναι προφανές, ότι 
αυτό το είδος της προβολικής (ή περιγραφικής) γεωµετρίας, είναι µια από τις 
γεωµετρίες που µε φυσικό τρόπο αρµόζουν σε ορισµένα προβλήµατα προοπτικής.  

Η µέθοδος της προβολής, χρησιµοποιήθηκε από τον Pascal στην απόδειξη του 
θεωρήµατος του, αλλά είχε εφαρµοστεί προηγουµένως από τον Desargues στη 
συναγωγή του αποτελέσµατος που αναφέρθηκε πιο πάνω σχετικά µε 2 τρίγωνα «σε 
προοπτική». Ο Pascal, αναγνώρισε πλήρως στον Desargues τη µεγάλη επινόηση. 

 
8. Η ταραγµένη υγεία του 

Πλήρωνε ωστόσο, βαρύ τίµηµα για την ιδιοφυία του. Από τα 17 του ως το 
τέλος της ζωής του, στα 39 του έτη, λίγες ήταν οι ηµέρες που δεν υπέφερε. Οξεία 
δυσπεψία, τον βασάνιζε στη διάρκεια της ηµέρας και χρόνια αϋπνία, έκανε τις νύχτες 
του εφιαλτικές. Και όµως, εργαζόταν ακατάπαυστα. Στα 18 του, επινόησε και 
κατασκεύασε την 1η υπολογιστική µηχανή στην ιστορία, την Πασκαλίνα, τον 
πρόδροµο όλων των αριθµοµηχανών που έχουν αντικαταστήσει στρατιές υπαλλήλων 
στις ηµέρες µας. Πέντε έτη αργότερα, το 1646, υπέστη την 1η του «µεταστροφή». ∆εν 
είχε βαθιές προεκτάσεις, ίσως διότι ήταν µόνο 23 ετών και ακόµη απορροφηµένος 
από τα µαθηµατικά. Μέχρι τότε η οικογένεια του εκδήλωνε την θρησκευτικότητα της 
αξιοπρεπώς, τώρα όλοι µοιάζανε ελαφρώς αποτρελαµένοι. Είναι δύσκολο για έναν 
σύγχρονο άνθρωπο να βιώσει τα έντονα θρησκευτικά πάθη που άναψαν φωτιές τον 
17ο αιώνα, διαλύοντας οικογένειες και ρίχνοντας χριστιανικές χώρες και αιρέσεις σε 
αγώνα αλληλοεξόντωσης. Ανάµεσα στους εν δυνάµει θρησκευτικούς µεταρρυθµιστές 
του αιώνα ήταν ο Cornelius Jansen (1585–1638), ένας επιδεικτικός Ολλανδός που 
έγινε επίσκοπος της Ypres. Κύριο σηµείο του δόγµατος του, ήταν η αναγκαιότητα της 
«µεταστροφής» ως µέσου για τη «χάρη», κάτι που θυµίζει τις τακτικές ορισµένων 
αιρέσεων που έχουν ξεπεταχθεί στις µέρες µας. Η σωτηρία, φαίνεται ότι ήταν ο 
λιγότερο φιλόδοξος στόχος του Jansen. Ο τελευταίος, ήταν πεπεισµένος πως ο Θεός 
τον είχε επιλέξει για να καταστρέψει τους Ιησουίτες σε αυτή τη ζωή και να τους 
στείλει στην κόλαση. Αυτή ήταν η αποστολή του. Η πίστη του, δεν ταυτιζόταν ούτε 
µε τον καθολικισµό ούτε µε τον προτεσταντισµό, αν και έκλινε µάλλον προς τον 2ο. 
Αυτό που τον κινούσε όµως, ήταν ένα λυσσαλέο µίσος για όσους αµφισβητούσαν τη 
δογµατική του µισαλλοδοξία. Η οικογένεια του Pascal, ασπάστηκε το 1646 µε πάθος, 
αν και στην αρχή πιο ήπια, την άχαρη πίστη του γιανσενισµού.  Έτσι, ο Pascal στην 
ηλικία των 23 ετών άρχισε να σβήνει πνευµατικά. Τον ίδιο χρόνο, όλο του το πεπτικό 
σύστηµα εµφάνισε σοβαρά προβλήµατα και έπαθε προσωρινή παράλυση. ∆εν ήταν 
ακόµη διανοητικά νεκρός. 

 
9. Pascal και ατµοσφαιρική πίεση 
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Η επιστηµονική του µεγαλοσύνη, αναδείχθηκε  και πάλι το 1648, σε µια 
τελείως νέα κατεύθυνση. Συνεχίζοντας τη δουλεία του Torricelli (1608–1647) πάνω 
στην ατµοσφαιρική πίεση, ο Pascal την ξεπέρασε και απέδειξε ότι είχε κατανοήσει 
την επιστηµονική µέθοδο που ο Γαλιλαίος, ο δάσκαλος του Torricelli, είχε δείξει 
στον κόσµο. Πειραµατιζόµενος µε το βαρόµετρο, ο Pascal απέδειξε πράγµατα γνωστά 
σήµερα αναφορικά µε την ατµοσφαιρική πίεση. Η Gilberte, η αδερφή του, είχε 
παντρευτεί κάποιον Perier. Με την υπόδειξη του Pascal, ο Perier εκτέλεσε ένα 
πείραµα µεταφέροντας ένα βαρόµετρο στην κορυφή του καθεδρικού ναού της 
Auvergne, σηµειώνοντας την πτώση της υδραργυρικής στήλης, καθώς µειωνόταν η 
ατµοσφαιρική πίεση. Αργότερα, όταν ο Pascal πήγε στο Παρίσι µε την αδερφή του 
Jacqueline, επανέλαβε το πείραµα µόνος του. Το 1647 ανακάλυψε την αρχή των 

συγκοινωνούντων δοχείων. 

Σχήµα 3 Μέτρηση ατµοσφαιρικής πίεσης από τους Pascal και Perrier 
 
10. Η αρχή του Pascal 

Είναι ένας από τους βασικούς νόµους της υδροστατικής. Η αρχή αυτή που 
προσδιορίσθηκε από τον Pascal, προς τιµή του οποίου και φέρει το όνοµά 
της, καθορίζει ότι η οποιαδήποτε πίεση που τυχόν µπορεί να ασκηθεί στην επιφάνεια 

ενός υγρού, µεταδίδεται οµοιόµορφα εντός αυτού, προς όλες τις διευθύνσεις και σε όλο 

το βάθος του. Αν σε ένα ανοικτό δοχείο πλήρες υγρού, εφαρµόσουµε σε όλη την 
ελεύθερη επιφάνειά του (π.χ. µε ένα έµβολο) οποιαδήποτε πίεση, θα διαπιστώσουµε 
ότι οι δυνάµεις που ασκεί το υγρό σε οποιοδήποτε σηµείο των εσωτερικών 
τοιχωµάτων ή του πυθµένα του δοχείου, ανεξάρτητα της βαρύτητας, θα 
παρουσιάζουν παντού την ίδια τιµή. Προφανές είναι ότι η πίεση αυτή, που 
προέρχεται από εξωτερικές δυνάµεις (π.χ. ατµοσφαιρική πίεση ή πίεση από 
πεπιεσµένο αέρα ή πίεση που ασκεί ένα έµβολο στην επιφάνεια ενός υγρού), είναι 
τελείως ανεξάρτητη των δυνάµεων της γήινης βαρύτητας. Αυτό, σε αντιδιαστολή µε 
την υδροστατική πίεση που εξαρτάται από την βαρύτητα. Εφαρµογές της αρχής του 
Pascal αποτελούν η πλήρωση µε αέρα ενός τροχού ή µπαλονιού, το υδραυλικό 
πιεστήριο, οι υδραυλικοί γερανοί, τα υδραυλικά φρένα. Η αρχή του Pascal αφορά όλα 
τα ρευστά. ∆ιατυπώνεται ως εξής: Αν σε  σηµείο  υγρού που ισορροπεί προκληθεί 

εξωτερική πίεση, τότε το υγρό την µεταδίδει αµετάβλητη σε όλη τη µάζα του και στα 

τοιχώµατα του δοχείου που το περιέχει, προς όλες τις διευθύνσεις. Αν και θεωρούµε τα 
υγρά ασυµπίεστα, στην πράξη είναι πολύ λίγο συµπιεστά. Τούτο σηµαίνει πως, κάθε 
µεταβολή της πίεσης που ασκείται σε τµήµα του υγρού, µεταδίδεται µέσα σε όλο το 
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υγρό,  σαν ένα κύµα µε την ταχύτητα του ήχου. Όταν η διαταραχή αποσβεστεί, 
αποκαθίσταται η ηρεµία και βρίσκεται ότι ισχύει η αρχή του Pascal.   

 
10.1 Πειραµατική απόδειξη της αρχής του Pascal για τα υγρά 

  Χρησιµοποιώ µία γυάλινη συσκευή, όπως αυτή του σχήµατος  4, που περιέχει 
υγρό και φέρει στο πάνω µέρος της ένα έµβολο και στα πλευρικά της τοιχώµατα 
βρίσκονται τοποθετηµένα  µανόµετρα σε σηµεία διαφορετικού ύψους. Έστω ότι πριν 
ασκήσω δύναµη στο έµβολο, οι ενδείξεις των µανοµέτρων Α, Β, Γ, ∆, Ε  είναι 
αντίστοιχα, , , , ,A Bp p p p pΓ ∆ Ε . Ασκώ στο έµβολο εµβαδού S , κατάλληλη δύναµη 1F  

που προκαλεί πίεση 1at . Παρατηρώ ότι οι ενδείξεις των µανοµέτρων Α, Β, Γ, ∆, Ε  
είναι αντίστοιχα 1 , 1 , 1 , 1 , 1A Bp at p at p at p at p atΓ ∆ Ε+ + + + +  Ασκώ στο έµβολο 

εµβαδού S , κατάλληλη δύναµη 2F  που προκαλεί πίεση 2at  Παρατηρώ ότι οι 

ενδείξεις των µανοµέτρων Α, Β, Γ, ∆ & Ε  είναι αντίστοιχα 
2 , 2 , 2 , 2 , 2A Bp at p at p at p at p atΓ ∆ Ε+ + + + +   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Σχήµα 4  Συσκευή για την πειραµατική απόδειξη της αρχής του Pascal στα υγρά 
 

  Αυτή η διαδικασία επαναλαµβάνεται για διάφορες τιµές της πίεσης και από 
τις ενδείξεις των µανοµέτρων, διαπιστώνω ότι οποιαδήποτε εξωτερική πίεση και αν 
προκληθεί σε ένα οποιοδήποτε σηµείο του υγρού, αυτό θα τη µεταβιβάσει 
αµετάβλητη σε όλα τα σηµεία του. 
 

10.2 Θεωρητική απόδειξη της αρχής του Pascal 

  Αν ασκήσω στο µικρό έµβολο εµβαδού S1 του σχήµατος 5 δύναµη F1 τότε 
αυτό µετακινείται κατά απόσταση l1 ενώ το µεγάλο έµβολο εµβαδού S2, µετακινείται 
κατά απόσταση l2  και επειδή τα υγρά είναι ασυµπίεστα ισχύει ότι 1 1 2 2S l S l⋅ = ⋅ . (1)  

  Το έργο που δαπάνησε η δύναµη 1F  κατά τη µετακίνηση της, κατά απόσταση 

l1 είναι 1 1F l⋅  και ισούται µε το έργο της δύναµης 2F  που µετακίνησε το σηµείο 

εφαρµογής της κατά απόσταση l2. ∆ηλαδή ισχύει ότι 1 1 2 2F l F l⋅ = ⋅  (2)  

Από τις σχέσεις (1), (2) προκύπτει ότι 1 2

1 2

F F

S S
= ή  1 2P P=  ∆ηλαδή, οι πιέσεις στα 2 

έµβολα είναι ίσες µεταξύ τους.  
 

 
Σχήµα 5 Συσκευή για την απόδειξη της αρχής του  Pascal 
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10.3 Εφαρµογές της αρχής του Pascal 

 Η αρχή του Pascal, βρίσκει άµεση εφαρµογή στα υδραυλικά φρένα των 
αυτοκινήτων (σχήµα 6), στους υδραυλικούς γρύλους µε τους οποίους ανυψώνουµε 
αυτοκίνητα, στα υδραυλικά καθίσµατα των κοµµωτηρίων και στα υδραυλικά 
πιεστήρια. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 6 Υδραυλικά φρένα αυτοκινήτου                                           Σχήµα 7 Υδραυλικό πιεστήριο 
 

10.4 Υδραυλικό πιεστήριο 

Είναι µία µηχανή, µέσω της οποίας µπορώ να πολλαπλασιάσω τις ασκούµενες 
δυνάµεις. Αποτελείται από 2 συγκοινωνούντα δοχεία, εκ των οποίων το ένα έχει 
µεγαλύτερη διατοµή. Εντός των δοχείων, κινούνται αεροστεγώς δύο έµβολα Ε1 

(µικρό) και Ε2 (µεγάλο), εµβαδού S1 και S2, αντίστοιχα (σχήµα 8). Αν ασκήσω 
δύναµη F1 στο µικρό έµβολο Ε1, τότε η πίεση στο σηµείο Α του υγρού που 

προέρχεται από το έµβολο, είναι 1

1

F
P

S
= . Σύµφωνα µε την αρχή του Pascal, η πίεση 

στο σηµείο Β θα είναι ίδια µε την πίεση στο σηµείο Α. Εξ αιτίας αυτής της πίεσης, 

ασκείται στο µεγάλο έµβολο Ε2  δύναµη F2 = P· S2, άρα 1
2 2

1

F
F S

S
=   

 
 

 

 

                

                 

Σχήµα 8  Υδραυλικό πιεστήριο                        Σχήµα 9 Εφαρµογή του υδραυλικού πιεστηρίου στη  
                                                                                         συσκευασία του βαµβακιού 

 
Από τη σχέση αυτή, προκύπτει ότι αν το εµβαδό S2 είναι πολλαπλάσιο του 

εµβαδού S1, τότε το µέτρο της δύναµης 2F  είναι πολλαπλάσιο του µέτρου της 

δύναµης 1F , δηλαδή µε το υδραυλικό πιεστήριο επιτυγχάνω να πολλαπλασιάσω τη 

δύναµη, δηλαδή πρόκειται για ένα είδος «υδραυλικού µοχλού». Τα υδραυλικά 
πιεστήρια, χρησιµοποιούνται ευρύτατα σε διάφορες εφαρµογές, όπως: 
 Α. Στη συµπίεση του βαµβακιού (σχήµα 9) και του χαρτιού, στα ελαιοτριβεία, 
στη σφράγιση των νοµισµάτων και στην εκτύπωση µεταλλίων µε διάφορες 
παραστάσεις. 

Β. Στη σφυρηλάτηση του χάλυβα, αντί των µεγάλων σφυριών του ατµού που 
χρησιµοποιούνταν παλαιότερα. 

Γ. Στη δοκιµή της αντοχής των ατµολεβήτων, δηλαδή των συσκευών που 
τροφοδοτούνται µε νερό και παράγουν ατµό. Αν υπάρχουν ενδείξεις ότι  τα ελάσµατα 
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του ατµολέβητα έχουν χαλαρώσει, τότε επιβάλλεται να γίνει µία δοκιµή, προκειµένου 
να εξακριβωθεί η αντοχή του, δια της υδραυλικής πίεσης και όχι µε πίεση ατµού, 
ώστε να µην υπάρξει κίνδυνος έκρηξης του ατµολέβητα.  

 
11. Αρχή του Pascal για τα αέρια 

Αν σε αέριο που ηρεµεί δεν επιδρά το βαρυτικό πεδίο, η πίεση σε όλη του την 
έκταση είναι σταθερή. Κάθε εξωτερική πίεση που προκαλείται σε αέριο που ηρεµεί, 
µεταβιβάζεται αµετάβλητη σε όλα τα σηµεία του. Η πίεση, προέρχεται από τη 
θερµική κίνηση εξαιτίας της οποίας τα µόρια του αερίου τείνουν να καταλάβουν όλο 
τον χώρο που τους προσφέρεται, κατανεµηµένα οµοιόµορφα σε αυτόν. 

 
11.1 Πειραµατική απόδειξη της αρχής του Pascal για τα αέρια 

  Χρησιµοποιώ µία γυάλινη συσκευή όπως αυτή του  σχήµατος 10 που περιέχει 
αέρα, φέρει στο πάνω µέρος της έµβολο και στο αριστερό τµήµα της έχει µεταλλικά 
µανόµετρα, τοποθετηµένα σε σηµεία διαφορετικού ύψους. Αν και υπάρχει βαρύτητα, 
οι ενδείξεις των µανοµέτρων είναι πρακτικά ίδιες, διότι οι υψοµετρικές διαφορές 
είναι µικρές. Όταν ασκώ µία σταθερή δύναµη στο έµβολο (π.χ. τοποθετώντας πάνω 
του ένα βάρος), παρατηρώ ότι η αύξηση των ενδείξεων των µανοµέτρων είναι η ίδια 
(σχήµα 11). Αν εξακολουθήσω µετακινώντας το έµβολο, να ελαττώνω τον όγκο του 
αέρα, η πυκνότητα του αυξάνεται. Συνεπώς, αυξάνεται και η πίεση, αλλά οι ενδείξεις 
των µανοµέτρων είναι πάλι ίσες µεταξύ τους (σχήµα 12). 

 
 
 
 
 

 

 

 
                            Σχήµα 10                                                                               Σχήµα 11 
Συσκευή για την πειραµατική απόδειξη της αρχής του Pascal στα αέρια 
 

Η σχέση που συνδέει τις πιέσεις 1 2,p p είναι η ακόλουθη: 2 1 1

F
p p p p

S
= + = +  

                                                                                                                          
 
 
 
Σχήµα 12 

 
 

 

 

11.2 Μονάδα µέτρησης πίεσης Pa 

Το pascal (συντοµογραφία Pa), είναι µονάδα µέτρησης της πίεσης στο ∆ιεθνές 
Σύστηµα Μονάδων (SI) που πήρε το όνοµα της προς τιµήν του Γάλλου φιλοσόφου, 
φυσικού και µαθηµατικού Pascal. Ορίζεται ως ίση µε την πίεση που προκαλεί δύναµη 
µέτρου 1 Newton (1 N), όταν ασκείται κάθετα σε επιφάνεια εµβαδού 1 m².  

∆ηλαδή, 
2

1 
1 

1 

N
Pa

m
=  Η ατµοσφαιρική πίεση  στην επιφάνεια της θάλασσας και σε 

θερµοκρασία 25°C, ισούται µε 101.325 Pa. 
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                                                                                             Σχήµα 13 Ορισµός Pa 
11.3 Άλλες µονάδες µέτρησης της πίεσης 

Πίνακας 1 Σχέσεις µονάδων µέτρησης πίεσης                     Σχήµα 14 Πιεσόµετρο 
 
  Επειδή το Ρα είναι πάρα πολύ µικρή µονάδα µέτρησης της πίεσης, 
χρησιµοποιούµε πολλαπλάσια του όπως 1hPa = 100Pa (εκατοπασκάλ),  
1kP a = 1.000P a (κιλοπασκάλ)                1M Pa = 1.000.000Pa (µεγαπασκάλ) 

  Περισσότερο εύχρηστη µονάδα µέτρησης της πίεσης είναι το 
2

N
1

cm
, για το 

οποίο ισχύει ότι = 4

2 -4 2 2

N N N
1 1 = 10

cm 10 m m
. Στο σύστηµα CGS, η δύναµη µετριέται 

σε dyn και το εµβαδό σε 2cm . Έτσι, προκύπτει ως µονάδα µέτρησης η 
2

dyn
1

cm
. Στο 

τεχνικό σύστηµα, η δύναµη µετριέται σε Κp και το εµβαδό σε 2m . Έτσι, προκύπτει 

ως µονάδα µέτρησης το 
2

Kp
1

m
. Ισχύει ότι: -4 -4

2 2 2 2

Kp Kp 1.000p p
1 = 10 = 10 0,1

m cm cm cm
 

 
 

11.4 Παρατήρηση  

Ο Robert Boyle, ανακάλυψε πως αν ο όγκος ενός αερίου γίνει ο µισός, τότε η πίεση 
του διπλασιάζεται. Τα µόρια, αν και κινούνται µε την ίδια ταχύτητα, έχουν τώρα µόνο 
τον µισό χώρο, συνεπώς κτυπούν πάνω στα τοιχώµατα 2 φορές περισσότερο από ότι 
προηγουµένως (σχήµατα 15, 16). Ένας άλλος τρόπος για να αυξηθεί η πίεση που 
ασκούν τα µόρια ενός αερίου, είναι αν αυξηθεί η θερµοκρασία του, ενώ ο όγκος του 
παραµένει ο ίδιος. Αυτό οφείλεται στο ότι µε την άνοδο της θερµοκρασίας, αυξάνεται 
η κινητική ενέργεια που αποκτούν τα µόρια του αερίου. Συνεπώς, κινούνται ταχύτερα 
και χτυπούν συχνότερα και δυνατότερα πάνω στα τοιχώµατα του δοχείου, µε 
αποτέλεσµα να αυξάνεται η πίεση (σχήµατα 17, 18).   

 

 

1 bar 100.000 Pa 

1 mbar 100 Pa 

1 atm 101.325 Pa 

1 mmHg (or Torr) 133,322 Pa 

1 inHg 3.386,833 Pa 

1 psi 6.894,76 Pa 

1 cmH2O 98,0638 Pa 
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                       Σχήµα 15                                                                                Σχήµα 16 
Αρχικά τα µόρια του αερίου ηρεµούν                  Τα µόρια του αερίου στριµώχνονται και αυξάνεται η  
και ασκούν µικρή πίεση στα τοιχώµατα               πίεση που ασκούν στα τοιχώµατα 
                                                                             

 

 

 

 

 

 

                 Σχήµα 17                                                                                       Σχήµα 18 
Αρχικά τα µόρια του αερίου ηρεµούν                Όσο αυξάνεται η θερµοκρασία, τόσο  αυξάνεται και   
                                                                                           η πίεση που ασκούν τα µόρια του αερίου 
 
12. Pascal και Descartes 

Μετά την επιστροφή του Pascal και της Jacqueline στο Παρίσι, συναντήθηκαν 
µε τον πατέρας τους, που είχε ανακτήσει πλήρως τη θέση του ως κρατικού 
σύµβουλου. Αµέσως, η οικογένεια δέχτηκε µία κάπως τυπική επίσκεψη του 
Descartes. Με τον Pascal συζήτησαν διάφορα θέµατα, περιλαµβανοµένου του 
βαροµέτρου. ∆εν υπήρχε µεγάλη συµπάθεια µεταξύ τους. Αφενός ο Descartes είχε 
αρνηθεί ανοιχτά να πιστέψει ότι το διάσηµο Essai pour les coniques είχε γραφεί από 
ένα αγόρι 16 ετών και αφετέρου υποψιαζόταν ότι ο Pascal είχε κλέψει την ιδέα των 
βαροµετρικών πειραµάτων από τον ίδιο, καθώς είχε συζητήσει τις δυνατότητες τους 
σε επιστολές του προς τον Mersenne. Ο Pascal, όπως έχει αναφερθεί, παρευρισκόταν 
στις εβδοµαδιαίες συναντήσεις του Mersenne  από τα 14 του. Ένα 3ο σηµείο που 
εξηγεί την αµοιβαία αντιπάθεια ήταν οι θρησκευτικές τους αντιθέσεις. Ο Descartes, 
έχοντας δοκιµάσει σε όλη του τη ζωή την ευγένεια των Ιησουιτών τους αγαπούσε, ο 
Pascal, ακολουθώντας τον άτεγκτο Jansen, µισούσε τους Ιησουίτες περισσότερο από 
όσο ο διάβολος το λιβάνι. Και τέλος, σύµφωνα µε την ειλικρινή Jacqueline, ο ένας 
ζήλευε έντονα τον άλλον. Η επίσκεψη, είχε παγερή επιτυχία. Ο καλός Descartes 
πάντως, έδωσε στον νεαρό φίλο του µερικές έξοχες συµβουλές µε πραγµατικό 
χριστιανικό πνεύµα. Συµβούλεψε τον Pascal να ακολουθήσει το παράδειγµα του και 
να µένει στο κρεβάτι καθηµερινά ως τις 11. Για το στοµάχι του φτωχού Pascal που 
ήταν σε άθλια κατάσταση, πρότεινε µια δίαιτα που αποτελούνταν µόνο από βοδινό 
ζουµί. Όµως ο Pascal αγνόησε την ευγενική συµβουλή, ίσως διότι προερχόταν από 
τον Descartes. Ανάµεσα στα άλλα πράγµατα που ο Pascal δεν διέθετε στο ελάχιστο, 
ήταν και η αίσθηση του χιούµορ. Η Jacqueline, άρχισε τώρα να παρασέρνει τον 
ιδιοφυή αδερφό της προς τα κάτω ή προς τα πάνω, εξαρτάται από τον τρόπο µε το 
οποίο βλέπει κανείς τα πράγµατα. Στα 1648, στην ευεπηρέαστη ηλικία των 23 ετών, η 
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Jacqueline εξέφρασε την πρόθεση της να πάει στο Port Royal κοντά στο Παρίσι, το 
κύριο κέντρο των Γιανσενιστών στη Γαλλία, για να γίνει καλόγρια. Ο πατέρας της 
αντέδρασε έντονα και η πιστή Jacqueline επικέντρωσε τις προσπάθειες της στον 
αµαρτωλό αδερφό της. Υποψιαζόταν ότι δεν είχε ακόµη µεταστραφεί όσο θα έπρεπε 
και µάλλον είχε δίκιο. Η οικογένεια επέστρεψε στην Clermont, όπου και έµεινε για 2 
χρόνια. Στη διάρκεια αυτών των 2 ετών που πέρασαν γρήγορα, ο Pascal φαίνεται ότι 
είχε γίνει σχεδόν  φυσιολογικός, σε πείσµα των προειδοποιήσεων της Jacqueline που 
του ζητούσε να παραδοθεί τελείως στον Κύριο. Ακόµη και το απείθαρχο στοµάχι 
υποτάχθηκε στην ορθολογική αγωγή, για µερικούς µήνες. Λέγεται από ορισµένους 
και αµφισβητείται έντονα από άλλους, ότι ο Pascal στη διάρκεια αυτού του υγιούς 
διαλείµµατος και για µερικά χρόνια ακόµη, ανακάλυψε τον ρόλο του κρασιού και των 
γυναικών. ∆εν ήταν άγγελος. Όµως αυτές οι διαδόσεις για την τόσο  ανθρώπινη 
ευτέλεια, µπορεί να είναι απλώς διαδόσεις. ∆ιότι αµέσως µετά τον θάνατο του, ο 
Pascal πέρασε στην χριστιανική αγιοκρατία και κάθε προσπάθεια να χυθεί φως στην 
ανθρώπινη πλευρά της ζωής του εξουδετερώθηκε σιωπηλά από αντίπαλες 
παρατάξεις, από τις οποίες η µία αγωνιζόταν να αποδείξει ότι υπήρξε ένας φανατικός 
πιστός, η άλλη ένας άθεος σκεπτικιστής, άλλα και οι δύο διακήρυτταν ότι ήταν ένας 
άγιος που δεν ανήκε σε αυτόν τον κόσµο. 

Κατά τη διάρκεια αυτών των ζωντανών χρόνων, η αρρωστηµένα άγια 
Jacqueline συνέχισε τις προσπάθειες προσηλυτισµού του αδύναµου αδερφού της. 
Από µία παράξενη ειρωνεία της τύχης, ο Pascal επρόκειτο τώρα να προσηλυτιστεί,  
για τα καλά αυτή τη φορά και ήταν της µοίρας του να αναγκάσει την υπερβολικά 
ευσεβή αδερφή του να πάει στο µοναστήρι, πράγµα που τώρα ίσως της φαινόταν 
λιγότερο επιθυµητό. Αυτό βέβαια, δεν αποτελεί την ορθόδοξη ερµηνεία του τι 
συνέβη, άλλα για κάποιον που δεν είναι τυφλός οπαδός της µίας ή της άλλης 
παράταξης, αποτελεί λογικότερη εκδοχή της νοσηρής σχέσης ανάµεσα στον Pascal 
και στην ανύπαντρη του αδερφή από αυτήν που ενέκρινε η παράδοση. 
    Κάθε σύγχρονος αναγνώστης των Στοχασµών, πρέπει να αισθανθεί ότι κάτι είτε 
διέφυγε πλήρως της προσοχής των επιφυλακτικότερων προγόνων µας ή αγνοήθηκε 
από αυτούς σε µια επίδειξη σοφότερης φιλανθρωπίας. Τα παραληρήµατα του Pascal 
στους Στοχασµούς σχετικά µε την «λαγνεία», τον προδίδουν τελείως, όπως και τα 
πολλαπλά βεβαιωµένα αφύσικα ξεσπάσµατα του στη θέα της παντρεµένης του 
αδερφής Gilberte που χάιδευε τα παιδιά της. Σύγχρονοι ψυχολόγοι, όπως και 
παλιότεροι που διέθεταν κοινή λογική, συχνά τονίζουν τη στενή σχέση ανάµεσα στην 
σεξουαλική καταπίεση και στον αρρωστηµένο θρησκευτικό φανατισµό.  

Ο Pascal υπέφερε και από τα δύο και οι αθάνατοι Στοχασµοί  του αποτελούν 
µια λαµπρή, αν και ενίοτε ακατάληπτη, µαρτυρία για τις εκκεντρικότητες του. Αν 
µπορούσε να είναι αρκετά ανθρώπινος, ώστε να αφήσει ελεύθερο τον εαυτό του όταν 
όλη του η φύση τον καλούσε, θα είχε ίσως εκδηλώσει όλα όσα ήταν µέσα του, αντί να 
καταπνίξει το καλύτερο µισό από αυτά, κάτω από µία µάζα ακατανόητου 
µυστικισµού και κοινότοπων παρατηρήσεων για την αθλιότητα και την αξιοπρέπεια 
του ανθρώπου. Όταν ο Fermat έστειλε στους µαθηµατικούς του Παρισιού το 
Methodius ad disquirendam maximam et minimam et de tangentibus linearum 

curvarum για να το εκτιµήσουν, ο Descartes βρήκε την ευκαιρία και τον κατηγόρησε 
για αµφίβολη συλλογιστική. Οι Roberval και Pascal, βγήκαν να υπερασπίσουν τον 
Fermat, ενώ αρχικά ο Μυντόρζ και ο Ντεζάργκ στάθηκαν στο πλευρό του Descartes.  

Κατά  την  διάκριση  του  Αριστοτέλη, οι  µαθηµατικοί  δεν  χρησιµοποιούσαν  
τα  απείρως  µεγάλα  ή  τα  απείρως  µικρά  µεγέθη, αλλά  µεγέθη  οσοδήποτε  
µεγάλα  ή  οσοδήποτε  µικρά. Αυτή  η  τάση  των  αρχαίων  ελληνικών  µαθηµατικών,  
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επηρέασε  αποφασιστικά  τα  µεταγενέστερα  µαθηµατικά  για  πολλούς  αιώνες  και  
ιδιαίτερα  την  περίοδο  µέχρι  τον  16ο–17ο  αιώνα, οπότε  από  πολλές  πλευρές  
δηµιουργήθηκε  µία  αντίδραση  στη  δεσµευτική  για  την  ανάπτυξη  των  
µαθηµατικών (όπως  πίστευαν) αυστηρότητα  που  είχαν  επιβάλει  µε  το  κύρος  
τους  οι  αρχαίοι  Έλληνες  µαθηµατικοί. Κυριότεροι  εκφραστές  αυτής  της  
αντίδρασης  ήταν  οι B. Pascal, P. Fermat, J. Kepler, Γαλιλαίος και οι µαθητές του 
µεταξύ των οποίων και ο B. Cavalieri. 

 
13. Συνεχείς µετασχηµατισµοί 

 Το απείρως διαιρετό, είναι µία έννοια που δεν µπορεί να διαχωριστεί από 
αυτήν της συνέχειας. Πρόκειται για ένα σύνθετο και σχετικά σηµαντικό ζήτηµα. Εδώ, 
προχωράµε µέσα στο συνεχές µε συνεχή τρόπο, κυριολεκτικά. Ο πιο ενστικτώδης 
τρόπος για τον ορισµό της συνέχειας είναι ο εξής: µία γραµµή είναι συνεχής, αν 
µπορούµε να τη σχεδιάσουµε χωρίς να σηκώσουµε το µολύβι. Γενικότερα, ο όρος 
αυτός εφαρµόζεται στην έννοια του µετασχηµατισµού. Έστω, για παράδειγµα, ένα 
παραλληλόγραµµο όπως αυτό της εικόνας: 
    
 
 
 
 
Θέλουµε να το µεταµορφώσουµε σε τετράγωνο, µέσω συνεχούς µετασχηµατισµού.
         
 
 
 
 

 
Πρέπει να φανταστούµε πως οι πλευρές έχουν φτιαχτεί από ύλη που µπορεί να 

παραµορφωθεί, σα να ήταν από καουτσούκ, ώστε να περνάµε από το ένα σχήµα στο 
άλλο, χωρίς άλµα ή ρήξη, δηλαδή µε τρόπο συνεχή. Το 1604, ο Kepler δηµοσίευσε 
ένα µικρό φυλλάδιο µε τίτλο Astronomiæ pars óptica (Το οπτικό µέρος της 
αστρονοµίας), ως συµπλήρωµα σε µία πραγµατεία αστρονοµίας αφιερωµένη στην 
απαραίτητη θεωρητική ανάπτυξη, για την κατασκευή οπτικών οργάνων. Ο Kepler, 
µελετούσε τις κωνικές τοµές και τους πιθανούς συνεχείς µετασχηµατισµούς µίας 
κωνικής τοµής σε µία άλλη. Οι κωνικές τοµές, είναι επίπεδα γεωµετρικά σχήµατα 
που λαµβάνονται ως τοµές ενός κώνου, όπως φαίνεται στην επόµενη εικόνα. Ο 
Απολλώνιος, στο έργο του µε τίτλο Οι κωνικές τοµές, τις ορίζει ως γεωµετρικούς 
τόπους ενός επιπέδου. Αυτή η µέθοδος είναι ακριβής, προϋποθέτει όµως ορισµένους 
γεωµετρικούς λεπτούς χειρισµούς. Η µέθοδος του Kepler αντιθέτως, είναι πιο 
ενστικτώδης και καθιστά δυνατή µία πιο σαφή γεωµετρική αναπαράσταση. Ο 
ορισµός παρουσιάζεται ως εξής: αν κόψουµε έναν κώνο σε 2 στρώµατα (2 απείρως 
µακριούς κώνους σε αντίθετη φορά, µε ίδιο άξονα και κορυφές που συµπίπτουν) µε 
ένα επίπεδο κάθετο στον άξονα, παίρνουµε µία περιφέρεια. Αν δώσουµε µία ελαφριά 
κλίση στο επίπεδο, η περιφέρεια θα µετασχηµατιστεί σε έλλειψη, η οποία θα 
µεγαλώνει καθώς θα αυξάνει η κλίση του επιπέδου. Συνεχίζοντας να δίνουµε κλίση 
στο επίπεδο, θα επέλθει µία στιγµή όπου θα γίνει παράλληλο στη γεννήτρια του 
κώνου και η τοµή των 2 θα είναι µία παραβολή. Όταν τέλος, το επίπεδο γίνει 
παράλληλο στον άξονα του κώνου, η τοµή θα δώσει τους 2 κλάδους µίας υπερβολής. 
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 Είναι το σύνολο αυτών των καµπυλών, των ελλείψεων, των παραβολών και 
των υπερβολών που ονοµάζουµε κωνικές τοµές, όπου ο κύκλος θεωρείται συνήθως 
µία ιδιαίτερη περίπτωση έλλειψης. Μπορούµε επίσης να κόψουµε τον κώνο µε 
διαφορετικό τρόπο και τότε λαµβάνουµε τις κωνικές τοµές που ονοµάζονται 
εκφυλισµένες (2 ευθείες). Μπορούµε να φανταστούµε πως η κίνηση αυτού του 
επιπέδου που τέµνει τον κώνο γίνεται µε τρόπο συνεχή, χωρίς να υπάρχει άλµα. Αν 
µπορούσαµε να οπτικοποιήσουµε τον µετασχηµατισµό της επίπεδης τοµής, θα 
βλέπαµε πώς µία έλλειψη µετασχηµατίζεται σε κύκλο για παράδειγµα, ή σε µία 
υπερβολή. Ο Kepler, παρουσιάζει αυτούς τους µετασχηµατισµούς στο επίπεδο, 
ξεκινώντας από µία έλλειψη. Μία έλλειψη, είναι µία κωνική τοµή που µπορεί να 
οριστεί ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων του επιπέδου του οποίου το άθροισµα 
των αποστάσεων από 2 σταθερά σηµεία που ονοµάζονται εστίες είναι σταθερό.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Ας υποθέσουµε πως οι εστίες της έλλειψης που θέλουµε να 
µετασχηµατίσουµε είναι οι F, F΄ 2 σηµεία που βρίσκονται στον µεγάλο άξονα της 
έλλειψης. Αν κυλίσουµε µε συνεχή τρόπο το σηµείο F προς το σηµείο F΄ πάνω στον 
µεγάλο άξονα, η εκκεντρότητα της έλλειψης θα µειωθεί ώσπου να µετασχηµατιστεί 
σε κύκλο, τη στιγµή όπου τα F, F΄ θα συµπίπτουν. Αν τώρα αποµακρύνουµε την εστία 
F από την εστία F΄, η εκκεντρότητα της έλλειψης θα αυξηθεί, δηλαδή το σχήµα θα 
διαπλατυνθεί (η εκκεντρότητα e είναι µία παράµετρος που κυµαίνεται µεταξύ 0 και 1, 
η οποία εκφράζει ακριβώς το κατά πόσο η έλλειψη αποµακρύνεται από τον κύκλο).  
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Έρχεται µία στιγµή όπου το σχήµα δεν είναι πια έλλειψη αλλά παραβολή, µία 
κωνική τοµή σε µία µόνο εστία, την οποία ο Απολλώνιος ορίζει ως τον γεωµετρικό 
τόπο των σηµείων του επιπέδου που απέχουν ίση απόσταση από ένα σταθερό σηµείο 
που ονοµάζεται εστία και από µία σταθερή ευθεία που ονοµάζεται διευθετούσα. Αν 
το σηµείο F στην τροχιά του δεν σταµατήσει στο άπειρο και συνεχίσει, θα εµφανιστεί 
στα αριστερά του F΄ και θα έχουµε µία υπερβολή. Πιο οπτικά, για να περάσουµε από 
µία έλλειψη σε µία υπερβολή, πρέπει να πάρουµε την έλλειψη από τα άκρα της, σα να 
ήταν 2 λαβές και να τα διπλώσουµε προς τα πίσω, όπως στη παρακάτω εικόνα.  

Μπορούµε να λάβουµε µια υπερβολή, ξεκινώντας από µία έλλειψη. Για τον 
σκοπό αυτό, ας φανταστούµε πως την πιάνουµε από τα σηµεία Α, Β µε τα 2 χέρια, σα 
να ήταν το τιµόνι ενός αυτοκινήτου και πως στη συνέχεια τη διπλώνουµε για να την 
φέρουµε στο κέντρο. Έτσι, το σηµείο Α θα γίνει Α΄ και το σηµείο Β θα γίνει Β΄. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Ένα άτοµο που στέκεται απέναντί µας, θα δει τα 2 µας χέρια να κρατάνε τους 

2 κλάδους της υπερβολής. Το µόνο πρόβληµα είναι πως για να γίνει αυτό, πρέπει να 
φύγουµε στον χώρο, να περάσουµε από το άπειρο για να επιστρέψουµε εκεί που 
βρισκόµασταν και να κοιτάξουµε την έλλειψη απαθείς, σα να µη συνέβαινε τίποτα.  

Πώς είναι δυνατόν ο Kepler, ένθερµος υποστηρικτής ενός πεπερασµένου 
σύµπαντος και αντίθετος προς κάθε φιλοσοφικό ή µαθηµατικό ρεύµα, να υποστήριζε 
το ενεργεία άπειρο, να µπόρεσε να παρουσιάσει ατάραχος έναν τέτοιο 
µετασχηµατισµό; Θα λέγαµε κοινώς πως ο Kepler «έκανε τα στραβά µάτια» σε 
κάποιες θεωρίες του απείρου που ίσχυαν τότε, για να αποκοµίσει ένα ορισµένο 
πρακτικό όφελος. Φυσικά δεν µιλάµε για κοσµικό όφελος, αλλά για όφελος στο 
πλαίσιο των εφαρµοσµένων µαθηµατικών. Αυτή η έννοια της συνεχούς εφαρµογής 
που συνοψίσαµε, έµελλε να αποτελέσει τον ακρογωνιαίο λίθο της προβολικής 

γεωµετρίας. Η ιδέα είναι η εξής: υποθέτουµε πως βρίσκουµε µία γεωµετρική 
ιδιότητα της έλλειψης. Αν µετακινήσουµε µία από τις εστίες της όπως εξηγήσαµε 
προηγουµένως, αυτή η ιδιότητα πρέπει να διατηρηθεί. Τι σηµαίνει πως η έλλειψη 
είναι πιο πεπλατυσµένη ή πιο επιµήκης; Αν ο  µετασχηµατισµός είναι συνεχής, θα 
έλθει µία στιγµή όπου η ιδιότητα αυτή θα µπορεί να εφαρµοστεί στον κύκλο, στην 
παραβολή ή στην υπερβολή. Η τεχνική του συνεχούς µετασχηµατισµού, 
χρησιµοποιήθηκε στη συνέχεια από τον  Pascal, την εφάρµοσε όµως σε κανονικά 
πολύγωνα, µετασχηµατίζοντας για παράδειγµα ένα εξάγωνο σε πεντάγωνο, 
µετατοπίζοντας 2 προσκείµενες πλευρές ούτως ώστε να τις κάνει να συµπέσουν. 
 

14. Η επιστροφή στο Παρίσι 

Πάντα µετακινούµενη, η οικογένεια επέστρεψε στο Παρίσι το 1680. Τον 
επόµενο χρόνο πέθανε ο πατέρας. Ο Pascal, βρήκε την ευκαιρία να γράψει στην 
Gilberte και στον άνδρα της ένα µακροσκελές γράµµα – κήρυγµα για τον θάνατο 
γενικά. Αυτό το γράµµα, έχει επαινεθεί πολύ. Το γιατί αυτό το ξιπασµένο κατεβατό 
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θρησκόληπτης και άκαρδής ηθικολογίας, ορµώµενης  από τον θάνατο ενός 
αγαπηµένου γονιού, θα έπρεπε να προξενεί τον θαυµασµό και όχι την περιφρόνηση 
για τον συγγραφέα του, είναι (όπως η αγάπη του Θεού στη οποία το γράµµα επιµένει 
ad nauseam) µυστήριο αξεδιάλυτο. Οπωσδήποτε είναι θέµα γούστου και όσοι 
αρέσκονται σε ανάλογου περιεχοµένου κείµενα µπορούν να αφεθούν στην απόλαυση 
του περιλάλητου γράµµατος του Pascal, που σε τελευταία ανάλυση είναι από τα 
αριστουργήµατα  ενσυνείδητης αυτοαποκάλυψης στην γαλλική λογοτεχνία. 

Ένα πρακτικότερο αποτέλεσµα που είχε ο θάνατος του πατέρα Pascal, ήταν η 
ευκαιρία που πρόσφερε στον γιό του, ως διαχειριστή της περιουσίας, να έχει 
φυσιολογικές σχέσεις µε τους συνανθρώπους του. Ενθαρρυµένη από τον αδερφό της, 
η Jacqueline πήγε στο Port Royal, µιας και ο πατέρας της δεν ήταν πλέον σε θέση να 
φέρει αντίρρηση. Το γλυκό ενδιαφέρον της για την ψυχή του αδερφού της τώρα 
πικράθηκε, εξαιτίας ενός καυγά σχετικά µε την µοιρασιά της περιουσίας.  Ένα 
γράµµα του προηγούµενου έτους (1650) αποκαλύπτει µία άλλη όψη του ευλαβικού 
χαρακτήρα του Pascal, ή ίσως τη ζήλεια του για τον Descartes. Ζαλισµένος από την 
υπερβατική λάµψη της Χριστίνας της Σουηδίας, ο Pascal ικέτευσε ταπεινά να φέρει 
την υπολογιστική µηχανή του στα πόδια της «µεγαλύτερης πριγκίπισσάς του 
κόσµου», η οποία µηχανή, όπως αυτός δηλώνει µε γλυκερές φράσεις, είναι τόσο 
επιφανής διανοητικά όσο είναι η πριγκίπισσα κοινωνικά. Το τι έκανε η Χριστίνα µε 
τη µηχανή δεν είναι γνωστό. ∆εν προσκάλεσε πάντως τον Pascal σε αντικατάσταση 
του Descartes, τον οποίο είχε ξεκάνει. Τέλος, στις 23.11.1654 έλαβε χώρα η 
πραγµατική µεταστροφή του Pascal. Σύµφωνα µε ορισµένες εκδοχές, είχε ζήσει µία 
εγκρατή ζωή για 3 χρόνια. Οι καλύτερες αυθεντίες φαίνεται να συµφωνούν ότι δεν 
υπάρχει πολύ αλήθεια σε αυτή τη φήµη και πως δεν υπήρξε και τόσο εγκρατής. Είχε 
απλώς προσπαθήσει να κάνει περισσότερο υποφερτή τη ζωή του και να πάρει από 
αυτήν κάτι περισσότερο από µαθηµατικά και ευσέβεια. Για κάποιον που διαθέτει τον 
µυστικισµό του Pascal, αυτή η  τυχερή διαφυγή από έναν βίαιο θάνατο, αποτελούσε 
µια σαφή προειδοποίηση του ουρανού να κρατηθεί στο χείλος του ηθικού γκρεµού, 
στον οποίο φανταζόταν, θύµα της αρρωστηµένης του αυτοανάλυσης, ότι επρόκειτο 
να πέσει. Πήρε ένα µικρό κοµµάτι περγαµηνής, σκάλισε πάνω του κάτι περίεργα 
αισθήµατα µυστικιστικής αφοσίωσης και από τότε το έφερνε πάνω του, κοντά στην 
καρδιά του σαν φυλαχτό, για να τον προστατεύει από τον πειρασµό και να του 
υπενθυµίζει την καλοσύνη του Θεού που το είχε αρπάξει, αυτόν τον αµαρτωλό  από 
το στόµα της κόλασης.  

Από τότε µόνο µια φορά αποµακρύνθηκε από τη χάρη του Θεού (κατά τη δική 
του αξιοθρήνητη άποψη), αν και στο υπόλοιπο της ζωής του υπέφερε από 
παραισθήσεις γκρεµών που έχασκαν µπροστά του. Η Jacqueline, δόκιµη τώρα στο 
µοναστήρι του Port Royal, ήλθε σε βοήθεια του αδερφού της. Εν µέρει µε την δική 
του θέληση, εν µέρει εξαιτίας των πιεστικών εκκλήσεων της αδερφής του, ο Pascal 
έστρεψε τα νώτα του στον κόσµο και εγκαταστάθηκε στο Port Royal, για να θάψει το 
ταλέντο του διαλογιζόµενος στο εξής πάνω «στο µεγαλείο και στην αθλιότητα του 
ανθρώπου». Αυτό συνέβη στα 1654, όταν ο Pascal ήταν 31 ετών. Πριν όµως 
εγκαταλείψει για πάντα όσα είχαν σχέση µε τη σάρκα και το µυαλό, είχε 
ολοκληρώσει τη σηµαντικότερη συνεισφορά του στα µαθηµατικά, δηµιουργώντας 
από κοινού µε τον Fermat τη µαθηµατική θεωρία των πιθανοτήτων. Η ζωή του στο 
Port Royal ήταν τουλάχιστον υγιεινή, αν και όχι ακριβώς τόσο όσο θα ευχόταν 
κάποιος, ενώ η ήσυχη τακτική ρουτίνα βοήθησε σε αξιόλογο βαθµό την πειραγµένη 
του υγεία. Ήταν τότε που συνέθεσε τα περίφηµα Γράµµατα σε έναν επαρχιώτη φίλο 
που τα εµπνεύστηκε στην επιθυµία του να βοηθήσει στην απαλλαγή του Arnold, του 
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φάρου του ιδρύµατος, από την κατηγορία της αίρεσης. Αυτά τα διάσηµα γράµµατα 
(ήταν 18, το 1ο τυπώθηκε στις 23.01.1656), αποτελούν αριστουργήµατα µαχητικής  
ικανότητας και λέγεται ότι κατάφεραν ένα ισχυρό κτύπηµα στους Ιησουίτες, από το 
οποίο το Τάγµα τους ποτέ δεν συνήλθε τελείως. Παρόλη την έντονη ενασχόληση του 
µε ζητήµατα σχετικά µε την σωτηρία του και την αθλιότητα του ανθρώπου, ο Pascal 
ήταν ακόµη ικανός για µαθηµατική παραγωγή εξαιρετικού επιπέδου,  αν και έβλεπε 
τις επιστηµονικές επιδιώξεις ως µία µαταιότητα που πρέπει κανείς να αποφεύγει, 
λόγω των µειωτικών της συνεπειών στην ψυχή. Πάντως, για µία φορά ακόµη 
ολίσθησε, αλλά ήταν η τελευταία. Η περίπτωση αφορά στο διάσηµο επεισόδιο της 
κυκλοειδούς καµπύλης. Αυτή η καµπύλη µε τις όµορφες αναλογίες (διαγράφεται από 
την κίνηση που κάνει ένα σταθερό σηµείο της  περιφέρειας ενός τροχού, καθώς ο 
τροχός κυλά κατά µήκος µίας ευθείας σε ένα επίπεδο λιθόστρωτο), φαίνεται να έχει 
πρωτοεµφανιστεί στην µαθηµατική γραµµατολογία στα 1501, όταν ο Charles 
Bourelles την περιέγραψε συνδέοντας τη µε τον τετραγωνισµό του κύκλου.  
 
15. Η κυκλοειδής καµπύλη 

Αν µία επιφάνεια έχει το σχήµα καµπύλης τέτοιο ώστε ο χρόνος ολίσθησης 
ενός σώµατος, χωρίς τριβές, µέχρι το κατώτερο σηµείο της να είναι ανεξάρτητος από 
το σηµείο εκκίνησης (συνθήκη του ισοχρόνου), τότε η καµπύλη 
ονοµάζεται κυκλοειδής και είναι η συντοµότερη καµπύλη µεταξύ 2 σηµείων. 
Πρακτικά, η κατασκευή µίας κυκλοειδούς καµπύλης δεν είναι κάτι δύσκολο. Η ιδέα 
είναι ότι σκιαγραφείς την πορεία ενός σηµείου πάνω σε έναν κύκλο ακτίνας R, καθώς 
αυτός κυλίεται κατά µήκος µίας ευθείας ή πάνω σε µία άλλη καµπύλη. Φυσικά το 
αποτέλεσµα είναι αισθητικά όµορφο από µόνο του, µπορεί όµως να γίνει πιο 
ελκυστικό αν επιτρέψουµε στον κύκλο να κινηθεί σε λιγότερο κανονικές τροχιές και 
να επιλέξουµε πιο πολλά σηµεία πάνω του.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ο Γαλιλαίος, ήταν εκείνος που της έδωσε το όνοµα κυκλοειδής καµπύλη, ενώ 
µε τις ιδιότητές της προκάλεσε το ενδιαφέρον των µαθηµατικών του 17ου αιώνα. Αν 
R είναι η ακτίνα του κύκλου από τον οποίο προκύπτει, τότε το ύψος της είναι ίσο µε 

2R, το εµβαδόν της είναι ίσο µε 23 Rπ  και το µήκος του τόξου της είναι ίσο µε 8R. 
Την χαρακτηρίζουν «Ωραία Ελένη» της γεωµετρίας.  
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Το 1696, ο Johann Bernoulli έθεσε στους µαθηµατικούς της εποχής του το 

εξής πρόβληµα «Έστω 2 δεδοµένα σηµεία Α,  Β σε ένα κατακόρυφο επίπεδο. Να βρεθεί 

η καµπύλη την οποία πρέπει να διαγράψει µία σηµειακή µάζα, υπό την επίδραση της 

βαρύτητας, έτσι ώστε ξεκινώντας από το Α και χωρίς αρχική ταχύτητα να φτάσει χωρίς 

τριβές στο Β, στον ελάχιστο χρόνο». Ο Γαλιλαίος στα τέλη του 16ου, αρχές του 17ου 
αιώνα πειραµατιζόµενος µε κεκλιµένα επίπεδα και µε σωλήνες µεταφοράς ύδατος σε 
σχήµα τόξων, διαπίστωσε ότι η κίνηση κατά µήκος ενός κυκλικού τόξου διαρκεί 
λιγότερο από την κίνηση κατά µήκος της αντίστοιχης χορδής. Ήταν όµως η διαδροµή 
του κυκλικού τόξου η συντοµότερη δυνατή; Ο ίδιος δεν πρόλαβε να δώσει τη σωστή 
απάντηση, που είναι πάλι η κυκλοειδής καµπύλη.  

 
 
 
 
 
 
 
 
Λύσεις στο πρόβληµα Bernoulli έδωσαν οι Leibniz, De l’ Hospital, Jacob 

Bernoulli (αδελφός του Johann) και πιθανώς ο Newton (µε ψευδώνυµο). Η 
ευφυέστερη όλων, ίσως ήταν η λύση που δόθηκε από τον Johann Bernoulli που 
ξεκινώντας από ένα πρόβληµα µηχανικής έφθασε σε ένα πρόβληµα οπτικής, 
χρησιµοποιώντας την αρχή του Fermat, ότι το φως όταν κινείται µεταξύ 2 σηµείων, 

διασχίζει τη διαδροµή που απαιτεί το ελάχιστο χρονικό διάστηµα. Το πρόβληµα της 
βραχυστόχρονης που οδηγεί στην κυκλοειδή καµπύλη, καθοδήγησε την ανάπτυξη 
του λογισµού των µεταβολών και την διατύπωση της κλασσικής µηχανικής µέσω των 
εξισώσεων Lagrange και Hamilton, που αποτέλεσαν τη βάση για τη µαθηµατική 
θεµελίωση της κβαντοµηχανικής. Η κυκλοειδής καµπύλη, είχε προκαλέσει τον 
ενθουσιασµό των µαθηµατικών και των φυσικών για αρκετά έτη και πολλοί από 
αυτούς θεωρούσαν ότι η καµπύλη θα έπαιζε σηµαντικό ρόλο στην ερµηνεία της 
φύσης. Όµως, παρά το γεγονός ότι µπορεί να εµφανιστεί στη λύση της εξίσωσης 
Friedmann που για συγκεκριµένες τιµές διαφόρων παραµέτρων, περιγράφει την 
χρονική εξέλιξη της διαστολής του σύµπαντος ή και σε άλλους τοµείς της επιστήµης, 
τελικά η κυκλοειδής καµπύλη µε το πάροδο του χρόνου πέρασε στην αφάνεια.  
Ο Γαλιλαίος και ο µαθητής του Viviani, την µελέτησαν και έλυσαν το πρόβληµα της 
κατασκευής εφαπτοµένης στην καµπύλη σε τυχαίο σηµείο (πρόβληµα που ο Fermat 
έλυσε αµέσως όταν του το πρότειναν)  και ο Γαλιλαίος υπέδειξε τη χρήση της ως 
τόξου για γέφυρες. Από τότε που το ενισχυµένο τσιµέντο (µπετόν αρµέ) έγινε κάτι το 
σύνηθες, τα κυκλοειδή τόξα τα βλέπουµε συχνά σε υπερυψωµένες γέφυρες µεγάλων 
δρόµων. Για µηχανικούς λόγους (που δεν ήταν γνωστοί στον Γαλιλαίο), το 
κυκλοειδές τόξο υπερέχει των άλλων στην κατασκευή. Ανάµεσα στους διάσηµους 
άνδρες που µελέτησαν την κυκλοειδή ήταν ο Sir Christopher Wren, ο αρχιτέκτονας 
του καθεδρικού του Άγιου Παύλου, που προσδιόρισε το  µήκος του κάθε τόξου της 
καµπύλης και το κέντρο βάρους του, ενώ ο Huygens την εισήγαγε για µηχανικούς 
λόγους στην κατασκευή των εκκρεµών ρολογιών. Μια από τις ωραιότερες 
ανακαλύψεις του Huygens (1629–1695) σχετίζεται µε την κυκλοειδή. Απέδειξε ότι η 
(ανεστραµµένη) κυκλοειδής καµπύλη είναι το ταυτόχρονο, δηλαδή η καµπύλη µε την 
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εξής ιδιότητα: αν τοποθετήσουµε µε τυχαίο τρόπο χάντρες σε διάφορα σηµεία της, 
όλες θα χρειαστούν τον ίδιο χρόνο για να κυλίσουν προς το χαµηλότερο σηµείο της 
υπό την επίδραση της βαρύτητας. Ανάµεσα στις διάφορες αρρώστιες που βασάνιζαν 
τον Pascal, ήταν η αϋπνία και τα χαλασµένα δόντια, µια εποχή που οδοντίατροι ήταν 
οι µπαρµπέρηδες, µε εργαλεία 2 τσιµπίδες και κτηνώδη δύναµη. Ξαγρυπνώντας µία 
νύχτα (1658) µε βασανιστικό πονόδοντο, ο Pascal άρχισε να σκέφτεται εντατικά την 
κυκλοειδή καµπύλη, µήπως και βοηθήσει το µυαλό του να ξεστρατίσει από τον 
διαπεραστικό πόνο. Προς µεγάλη του έκπληξη, διαπίστωσε ότι σύντοµα ο πόνος είχε 
περάσει. Ερµηνεύοντας το ως θεϊκό σηµάδι που του έδειχνε πως δεν αµάρτανε 
ασχολούµενος µε την κυκλοειδή, συνέχισε. Επί 8 ηµέρες παραδόθηκε στη γεωµετρία 
της κυκλοειδούς καµπύλης και κατάφερε να λύσει πολλά από τα βασικά προβλήµατα 
που την αφορούσαν. Μερικά από όσα ανακάλυψε, τα εξέδωσε µε το ψευδώνυµο 
Amos Dettonville ως  προκλήσεις προς του Γάλλους και τους Άγγλους 
µαθηµατικούς. Στον τρόπο µε τον οποίο αντιµετώπιζε τους ανταγωνιστές του σε αυτό 
το ζήτηµα, δεν ήταν πάντα τόσο λεπτολόγος όσο θα όφειλε. Επρόκειτο  για το 
τελευταίο τρεµόσβηµα της µαθηµατικής δραστηριότητας του και για τη µόνη 
συνεισφορά στην επιστήµη µετά την είσοδο του στο Port Royal. 

 
Το πρόβληµα της ταυτόχρονης και της βραχυστόχρονης 

    Έστω ότι θέλουµε να πάµε από το Α στο Β µε το πιο γρήγορο δυνατό τρόπο, ενώ υποβαλλόµαστε 
αποκλειστικά στη δράση της βαρύτητας, ή πράγµα που είναι το ίδιο, θέλουµε να βρούµε τη µορφή που 
πρέπει να έχει η καµπύλη πάνω στην οποία γλιστράµε ώστε φεύγοντας από το Α να φτάσουµε το 
συντοµότερο στο Β. Αυτή η καµπύλη, ονοµάζεται βραχυστόχρονη (από τις ελληνικές λέξεις 
βράχυστος, συντοµότερος και χρόνος). Στην αρχή, η διαίσθησή  λέει ότι ο γρηγορότερος τρόπος για να 
γλιστρήσουµε από το Α στο Β είναι η µικρότερη 
απόσταση, δηλαδή η ευθεία γραµµή.  Ωστόσο, δεν είναι 
έτσι. Η ταχύτερη γραµµή είναι το αντεστραµµένο τόξο 
της κυκλοειδούς καµπύλης, που διέρχεται από το Α και 
έχει το ελάχιστο του στο Β. Το 1696 ο Johann Bernoulli, 
γνωρίζει ήδη τη λύση στο πρόβληµα και προκάλεσε 
τους επιστήµονες της εποχής να το λύσουν. Το 
πρόβληµα λύθηκε ανεξάρτητα από τους Leibniz, 
Newton, Johann Bernoulli, De  L' Hospital. Το 1673 ο Huygens, ανακάλυψε ότι αν ένα αντικείµενο 
αφεθεί να πέσει πάνω σε ένα τόξο της κυκλοειδούς καµπύλης, δεν έχει σηµασία από ποιο ύψος, κάνει 
πάντα τον ίδιο χρόνο για να φτάσει στη βάση. Ως εκ τούτου, η κυκλοειδής λύνει επίσης το πρόβληµα 
της ταυτόχρονης (από τις ελληνικές λέξεις το αυτό και χρόνος).  

 
16. Pascal και θεωρία των πιθανοτήτων 

Οι πραγµατικοί θεµελιωτές της µαθηµατικής θεωρίας των πιθανοτήτων, ήταν 
ο Pascal και ο Fermat, οι οποίοι ανέπτυξαν τις θεµελιώδεις αρχές του κλάδου, µέσα 
από µία πυκνή και ενδιαφέρουσα αλληλογραφία το 1654 Αυτή η αλληλογραφία 
υπάρχει στις Oeuvres de Fermat  (έκδοση των P.Tannery και C.Henry, τόµος 2, 
1904). Οι επιστολές δείχνουν ότι, οι Pascal και Fermat είχαν ίση συµµετοχή στη 
δηµιουργία της θεωρίας. Οι σωστές λύσεις που έδωσαν για τα διάφορα προβλήµατα 
διαφέρουν στις λεπτοµέρειες, όχι όµως σε θεµελιακές αρχές. Εξαιτίας της 
κουραστικής αρίθµησης των πιθανών περιπτώσεων σε ένα ορισµένο πρόβληµα, ο 
Pascal προσπάθησε να συντοµεύσει την ανάλυση και υπέπεσε σε λάθος. Ο Fermat  
του υπέδειξε το σφάλµα και ο Pascal το αναγνώρισε. Η  1η  επιστολή της σειράς έχει 
χαθεί, όµως η ύπαρξη της σχετικής αλληλογραφίας είναι επαρκώς διασταυρωµένη. 

Το αρχικό πρόβληµα που στάθηκε η αφετηρία για ολόκληρη τη θεωρία, 
προτάθηκε στον Pascal από τον Chevalier de Mere, έναν λίγο πολύ επαγγελµατία 
παίκτη τυχερών παιχνιδιών. Το πρόβληµα ήταν εκείνο των «σηµείων»: ο καθένας από 



28 

 

τους 2 παίκτες (ας πούµε στα ζάρια) χρειάζεται έναν ορισµένο αριθµό σηµείων για να 

κερδίσει το παιχνίδι, αν σταµατήσουν το παιχνίδι πριν τελειώσει, πως θα έπρεπε να 

µοιραστεί το στοίχηµα τους;  
Το σκορ (αριθµός σηµείων) του κάθε παίκτη, δίνεται τη στιγµή της 

αποχώρησης του από το παιχνίδι και το πρόβληµα βρίσκεται στον καθορισµό της 
πιθανότητας που ο κάθε παίκτης έχει στην παρούσα φάση του παιχνιδιού, για να 
κερδίσει. Υποτίθεται ότι οι παίκτες έχουν τις ίδιες πιθανότητες να κερδίσουν ένα 
σηµείο. Η λύση απαιτεί κοινή λογική, τα µαθηµατικά των πιθανοτήτων µπαίνουν 
όταν αναζητούµε µία µέθοδο για την εύρεση του αριθµού των πιθανών περιπτώσεων 
χωρίς να προχωρήσουµε σε πραγµατικό µέτρηµα. Για παράδειγµα, πόσες εξάδες 
τραπουλόχαρτων µίας κανονικής τράπουλας των 52 φύλλων µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε, ώστε η καθεµιά τους να περιλαµβάνει ακριβώς 3 δυάρια; Ή, όταν 
ρίχνουµε µαζί 10 ζάρια, κατά πόσους τρόπους µπορούµε να φέρουµε 3 άσσους, 5 
δυάρια και 2 εξάρια; Ένα 3ο πρόβληµα του είδους: πόσα διαφορετικά βραχιόλια 
µπορούµε να φτιάξουµε τοποθετώντας σε αλυσίδα 10 πέρλες, 7 ρουµπίνια, 6 
σµαράγδια και 8 ζαφείρια, αν δεν κάνουµε διάκριση ανάµεσα στις πέτρες του ίδιου 
είδους; Προβλήµατα όπου ζητάµε να βρούµε τον αριθµό των τρόπων µε τους οποίους 
µπορεί να γίνει ένα ορισµένο πράγµα, ή να συµβεί ένα πλήρως προσδιορισµένο 
γεγονός, ανήκουν στην περιοχή της συνδυαστικής ανάλυσης. Η εφαρµογή της στις 
πιθανότητες είναι προφανής. Υποθέστε ότι θέλουµε να µάθουµε την πιθανότητα να 
φέρουµε 2 άσσους και 1 δυάρι, ρίχνοντας ταυτόχρονα 3 ζάρια. Αν γνωρίζουµε τον 
συνολικό αριθµό των δυνατών τελικών διατάξεων ( )6 6 6 216x x =  όταν ρίξουµε 

ταυτόχρονα 3 ζάρια και τον αριθµό των τρόπων (έστω n ) µε τους οποίους µπορούµε 

να πετύχουµε 2 άσσους και 1 δυάρι, η ζητούµενη πιθανότητα είναι 
216

n
   

Επειδή εδώ είναι 3n = ,  η ζητούµενη πιθανότητα είναι 
3 1

216 72
= . Ο Antoine 

Gombaud Chevalier de Mere  (1607–1684) που υποκίνησε όλη αυτή την ιστορία, 
περιγράφεται από τον Pascal σαν ένας άνθρωπος µε πολύ καλό µυαλό, αλλά χωρίς 
µαθηµατικές δυνατότητες, ενώ ο Leibniz  που φαίνεται ότι είχε αντιπαθήσει τον 
χαρωπό Chevalier, τον αποκαλούσε άνθρωπο µε οξύ µυαλό, φιλόσοφο και παίκτη, 
ένας αρκετά ασυνήθιστος συνδυασµός. 

 
 
Η διατύπωση πιθανοθεωρητικών λύσεων στα προβλήµατα της διανοµής 

µεριδίων και του συµϕερότερου στοιχήµατος, από τους Pascal και Fermat, θεωρείται 
ευρύτατα ως η αρχή (γένεση) της θεωρίας πιθανοτήτων. Η εργασία του Cardano στις 
πιθανότητες, η οποία προηγήθηκε εκείνης των Pascal και Fermat κατά ένα περίπου 
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αιώνα, δηµοσιεύθηκε µετά τον θάνατό του στο περίϕηµο δεκαπεντασέλιδο βιβλίο του 
µε τίτλο Liber de Ludo Aleae (The book on games of chance). Προβλήµατα 
πιθανοτήτων εξέτασε και στο βιβλίο του Practica Arithmetice et Mensurandi 

Singularis. Η συµβολή του Cardano (1501–1576) στη γένεση της θεωρίας των 
πιθανοτήτων, θεωρείται από αρκετούς ότι δεν έχει τύχει της αναγνώρισης που 
πιθανόν αξίζει. Ο Cardano που ήταν ιατρός και µαθηµατικός σε βιβλίο του, που ο 
ίδιος λέει ότι το έγραψε το 1526 (σε ηλικία 25 ετών) ανακαλύφθηκε µετά το θάνατό 
του το 1576 και τυπώθηκε το 1663, ασχολείται µε διάφορα προβλήµατα των τυχερών 
παιχνιδιών. Υπολογίζει σωστά όλες τις περιπτώσεις στο ρίξιµο 2 ζαριών και ότι όταν 
ρίχνουµε 3 ζάρια, υπάρχουν 216 περιπτώσεις. Εκεί, υπολογίζει σωστά ότι σε 3 
περιπτώσεις παίρνουµε άθροισµα 4, σε 27 περιπτώσεις παίρνουµε άθροισµα 10 και 
σε 25 περιπτώσεις παίρνουµε άθροισµα 9. Το 1307–1321 γράφτηκε από τον Dante 
Aliglieri Η αγία κωµωδία, που αναφέρει και το ρίξιµο ζαριών. Το 1477 ο Benvenuto 
d' Imola σχολιάζοντας το σηµείο αυτό, υπολογίζει ότι όταν ρίξουµε 3 ζάρια υπάρχει 
µία περίπτωση να πάρουµε άθροισµα: 

� τρία (τρείς άσσοι) και  
� τέσσερα (ένα διπλό και δυο άσσοι). 

 Έκανε λάθος στον υπολογισµό του 4 διότι υπάρχουν 3 περιπτώσεις: (1, 1, 2), ( 1, 2, 
1), (2, 1, 1), δηλαδή δεν ξεχώρισε τις διαφορετικές διατάξεις. 
 
16.1 Πρόβληµα 

∆ύο παίκτες Α,  Β στοιχηµάτισαν βάζοντας από 32 pistoles (ονοµασία  ισπανικού 
νοµίσµατος µε αξία 2 δουκάτα) ο καθένας. Συµφώνησαν ότι όποιος 
κερδίσει πρώτος 3 παρτίδες ενός παιχνιδιού, θα πάρει και τα 64 pistoles. Όταν το 
παιχνίδι ήταν  2–1 υπέρ του Α, αναγκάστηκαν να σταµατήσουν. Από  πόσα pistoles 
πρέπει να πάρουν οι Α , Β; 
 

16.1.1 Η λύση του Pascal 

Αν συνέχιζαν το παιχνίδι, θα κέρδιζε ο Α ή ο Β, άρα ο Α παίρνει 48 (=32+16) 
δηλαδή το στοίχηµα µερίζεται µε λόγο 3 προς 1 (3:1). 

 
 

� Αν το παιχνίδι είχε σταµατήσει στο 2–0, τότε στο επόµενο παιχνίδι αν ο Α 
κέρδιζε θα έπαιρνε και τα 64 πιστόλια ή  αν ο Α έχανε οπότε το σκορ θα γινότανε 2–1 
δηλαδή ο Α θα έπαιρνε 48 πιστόλια και ο Β θα έπαιρνε 16 πιστόλια. Άρα, θα πάρει ο 
Α 56 (=32+24) πιστόλια και ο Β 8 (=0+8) πιστόλια.  

� Αν το παιχνίδι είχε σταµατήσει στο 1–0, τότε στο επόµενο παιχνίδι, αν ο Α 
κέρδιζε το σκορ θα γίνονταν 2– 0 και θα έπαιρναν ο Α  56 πιστόλια και ο Β 8 
πιστόλια, ή αν ο Α έχανε, το σκορ θα γίνονταν 1–1 και θα έπαιρναν ο Α 32 πιστόλια 
και ο Β 32 πιστόλια. Άρα, θα πάρει ο Α 44 (=28+16) πιστόλια και ο Β 20 (=4+16) 
πιστόλια. 
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16.1.2 Η λύση του Fermat 

Ο Fermat απάντησε µε τη λύση του προβλήµατος της διαίρεσης, ενός 
στοιχήµατος όταν ο ένας παίκτης Α έχει άλλες 3 παρτίδες να κερδίσει παιχνίδι, ενώ ο 
άλλος Β έχει ακόµη 2. Τότε καταγράφοντας τα αποτελέσµατα των επόµενων 4 
παρτίδων, διαπίστωσε ότι µόνο ο ένας κερδίζει, σύµφωνα µε το παρακάτω σχήµα. 

 

16.1.3 Αντιρρήσεις 

Οι Roberval και D' Alembert, διατύπωσαν την αντίρρησή τους στο ότι η 
υπόθεση των 4 υπολειποµένων παιγνιδιών δεν µπορεί να γίνει, εφ' όσον είναι δυνατό 
ο παίκτης Α να αναδειχθεί νικητής και σε λιγότερα από 4 παιγνίδια. Ο Pascal 
απάντησε στην αντίρρηση αυτή, υποστηρίζοντας ότι αν και είναι δυνατόν η σειρά 
των παιγνιδιών να κριθεί σε 2 ή 3 παιγνίδια, τα επιπλέον παιγνίδια δεν παίζουν 
κανένα ρόλο στην ανάδειξη του νικητή. Βέβαια, παίζουν ρόλο στην αναγωγή των 
διάφορων περιπτώσεων σε ισοπίθανες καταστάσεις. 

 
16.2 Ο Pascal και οι εφαρµογές των πιθανοτήτων 

Ο Pascal πάντως προχώρησε σε µια εφαρµογή των πιθανοτήτων (στους 
Στοχασµούς), που για την εποχή του ήταν αυστηρά πρακτική. Πρόκειται για το 
περίφηµο Στοίχηµα. Η προσδοκία (µαθηµατική ελπίδα) σε ένα τυχερό παιχνίδι, είναι 
η αξία του επάθλου πολλαπλασιασµένη επί την πιθανότητα να κερδηθεί το έπαθλο.  
Σύµφωνα µε τον Pascal, η αξία της αιώνιας ευτυχίας είναι άπειρη. Συλλογίστηκε πως 
ακόµη και αν η πιθανότητα να κερδηθεί η αιώνια ευτυχία µε ενάρετη ζωή είναι 
πράγµατι πολύ µικρή, παρόλα αυτά, µια και η προσδοκία είναι άπειρη (και κάθε 
πεπερασµένο κλάσµα του απείρου είναι το ίδιο άπειρο) θα αποζηµιωθεί όποιος ζει µε 
αυτόν τον τρόπο. Όπως και να το κάνουµε, χρειαζόταν να πάρει το γιατρικό του.  

Όµως, σα να ήθελε να δείξει ότι δεν είχε καταπιεί και το µπουκαλάκι, 
προβάλλει σε κάποιο άλλο σηµείο των Στοχασµών το τελείως σκεπτικιστικό «είναι 
πιθανή η πιθανότητα;». Είναι ενοχλητικό, λέει σε άλλο σηµείο, να ενδιατρίβεις σε 

τέτοιες ελαφρότητες, έρχεται όµως ο καιρός και για αυτό. Η δυσκολία του Pascal ήταν 
πως δεν µπορούσε να δει καθαρά πότε καταγινόταν µε ελαφρότητες, όπως στο 
στοίχηµα του µε το Θεό, ή πότε ήταν βαθύς, όπως στη βοήθεια που πρόσφερε στον 
Chevalier de Mere.  

 
 Ο Θεός υπάρχει Ο Θεός δεν υπάρχει 

Πίστη στο Θεό Μέγιστο κέρδος Μικρή ζηµία 

Μη πίστη στο Θεό Μέγιστη ζηµία Μικρό κέρδος 
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Ο Βολτέρος, που έζησε µια γενιά µετά τον Pascal, δεν αποδέχθηκε το 
στοίχηµα του Pascal καθώς το έκρινε ως παιδικό. Ο Βολτέρος ισχυρίστηκε πως όσο 
και να θέλει κάποιος να πιστέψει στον Ιησού για να σωθεί, µε βάση το στοίχηµα του 
Pascal, το αποτέλεσµα θα είναι στην καλύτερη των περιπτώσεων µια αδύναµη 
πίστη. Ο Pascal, δεν πρότεινε το επιχείρηµα του ως απόδειξη για την ύπαρξη του 
Θεού, αλλά ως πραγµατιστική επιλογή που έχει να κάνει κάθε άνθρωπος.  

Σύµφωνα µε τον Γάλλο φιλόσοφο Étienne Souriau, για να αποδεχθεί κάποιος 
το στοίχηµα του Pascal πρέπει να είναι σίγουρος ότι ο Θεός θα τιµήσει το στοίχηµα, 
κάτι το οποίο δεν είναι σίγουρο. Κάνει τη σύγκριση µε ένα ανόητο, ο οποίος βλέπει 
ένα φύλλο να επιπλέει στην επιφάνεια ενός ποταµού που διχάζεται λίγο παρακάτω, 
σκέφτεται για µερικά δευτερόλεπτα και λέει «Στοιχηµατίζω 1.000.000 € µε τον 

Ρότσιλντ ότι θα πάρει την αριστερή πλευρά». Και τελικά όντως παίρνει την αριστερή 
πλευρά, αλλά δυστυχώς ο Ρότσιλντ δεν είπε ποτέ ότι αποδέχεται το στοίχηµα. 

 
16.2.1 Επιχείρηµα του λάθος Θεού 

Από τη στιγµή που υπάρχουν πολλές θρησκείες άρα και Θεοί, µερικοί 
υποστηρίζουν πως αυτό πρέπει να ζυγιστεί σε ένα επιχείρηµα γνωστό ως επιχείρηµα 
από την ασυνέπεια των αποκαλύψεων. Σύµφωνα µε αυτό, οι πιθανότητες να πιστέψει 
κανείς στον λάθος Θεό είναι αυξηµένες και µαθηµατικά καταρρίπτει το πλεονέκτηµα 
που δίνει το στοίχηµα του Pascal.  Ο Ντενίς Ντιντερό, σύγχρονος του Βολτέρου 
σχολίασε «και ένας Ιµάµης µπορεί να ισχυριστεί το ίδιο». Ο J.L. Mackie, σηµειώνει 
πως «µόνο στην εκκλησία µπορεί να βρει κάποιος σωτηρία, αλλά µπορεί να µην είναι 

η ρωµαιοκαθολική εκκλησία, αλλά η εκκλησία των αναβαπτιστών, ή των Σουνίτων 

µουσουλµάνων, ή της Κάλι ή του Όντιν.» 
Φαίνεται πως ο Fermat δεν είχε ποτέ ελκυσθεί, όπως συνέβαινε µε τους 

Descartes, Pascal από την απατηλή γοητεία της φιλοσόφησης γύρω από τον Θεό, τον 
άνθρωπο και το σύµπαν ως ένα όλο· έτσι, αφού έπαιξε τον ρόλο του στον λογισµό 
και στην αναλυτική γεωµετρία και έχοντας ζήσει µία ήρεµη ζωή γεµάτη συνεχή 
σκληρή δουλειά για να κερδίσει τα προς το ζην, ήταν ακόµη ελεύθερος να αφιερώσει 
τη διαθέσιµη ενέργεια του στην αγαπηµένη του ενασχόληση, στα καθαρά µαθηµατικά 
και να επιτύχει το µεγαλύτερο του έργο, τη θεµελίωση της θεωρίας των αριθµών, 
χάριν της οποίας πέρασε στην αιωνιότητα. 

 
16.2.2 Επιχείρηµα της ανειλικρινούς πίστης 

Μερικοί κριτικοί υποστηρίζουν ότι το στοίχηµα του Pascal είναι για όσους 
δεν πιστεύουν πραγµατικά και τους οδηγεί σε µια ανειλικρινή και ανήθική επιλογή, 
για να κερδίσουν µια αιώνια ανταµοιβή. Επιπλέον, είναι ανόητο να πιστεύουν πως 
κάποιος Θεός ο οποίος είναι δίκαιος και πάνσοφος δεν θα µπορούσε να αντιληφθεί 
αυτή την στρατηγική εκ µέρους του «πιστού». 

 
16.2.3 Το παράδοξο του De Méré (1654) 

Τον 17ο αιώνα, συνήθιζαν να παίζουν ρίχνοντας ένα κανονικό ζάρι 4 φορές, 
ποντάροντας ότι θα έρθει ένα τουλάχιστον «6» (Π1). Σύµφωνα µε έναν «παλιό νόµο 
των παικτών» αυτό είναι ισοδύναµο µε το να έρθει τουλάχιστον µία φορά «(6,6)» 
ρίχνοντας δύο κανονικά ζάρια 24 φορές (Π2). Αυτό, διότι ο (ρίψεις) λόγος 4 προς 6 
(αριθµός των δυνατών αποτελεσµάτων στο Π1) είναι ίσος µε τον λόγο του 24 (ρίψεις) 
προς 36 (αριθµός των δυνατών αποτελεσµάτων στο Π2). O Chevalier de Méré (1607–
1684), Γάλλος ευγενής και διάσηµος παίκτης τυχερών παιχνιδιών, παρατήρησε ότι 
όταν στοιχηµάτιζε µε το παιχνίδι Π1, κατά κανόνα κέρδιζε (σε µεγάλο πλήθος 
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παιχνιδιών). Όταν όµως στοιχηµάτιζε µε το παιχνίδι Π2 τότε έχανε, κάτι που κατά τη 
γνώµη του ήταν µεγάλο σκάνδαλο και σήµαινε ότι τα αριθµητικά θεωρήµατα δεν 
είναι πάντα αληθή και ότι η αριθµητική πέφτει σε αντιφάσεις. Απευθύνθηκε στον 
Pascal, ο οποίος µε τη σειρά του απευθύνθηκε στον φίλο του Fermat και έλυσαν το 
πρόβληµα. Η πιθανότητα να έρθει ένα τουλάχιστον 6 σε τέσσερις ανεξάρτητες ρίψεις 
ενός ζαριού είναι 0.518, δηλαδή το παιχνίδι Π1 είναι ευνοϊκό για τον παίκτη. ∆ηλαδή, 
σε µεγάλο αριθµό παιχνιδιών ο παίκτης κερδίζει. Η πιθανότητα να έρθει ένα 
τουλάχιστον «(6,6)» σε 24 ανεξάρτητες ρίψεις 2 ζαριών είναι 0.491, δηλαδή το 
παιχνίδι Π2 δεν είναι ευνοϊκό για τον παίκτη. Αυτό το παρατήρησε ο De Méré, 
διαπιστώνοντας ότι χάνει σε µεγάλο αριθµό παιχνιδιών. Το παιχνίδι Π2 γίνεται 
ευνοϊκό, αν αντί 24 φορές ρίξουµε τα ζάρια 25 φορές. Τότε, η πιθανότητα για 
τουλάχιστον µία φορά εξάρες γίνεται 0.505. 

 
16.2.4 Το δέλεαρ των λόττο και το «στοίχηµα του Pascal» 

Ποιος είναι o λόγος για τη δηµοτικότητα των λόττο; Ότι µε ασυνείδητο τρόπο, 
γίνεται ένα σκεπτικό παρόµοιο µε το στοίχηµα του Pascal. Η µαθηµατική προσδοκία 
είναι ίδια, όπως σε πολλές άλλες λαχειοφόρες αγορές, αφού εξαρτάται από το 
ποσοστό των εσόδων που αφιερώνεται στα βραβεία. Αυτό που συµβαίνει είναι ότι τα 
βραβεία διανέµονται µε διαφορετικό τρόπο και µπορεί να φτάσουν να γίνουν πολύ 
µεγαλύτερα. Υπάρχει πολύ µικρή πιθανότατα να πέσει ένα µεγάλο βραβείο, αλλά αν 
αυτό συµβεί θα είµαστε πραγµατικά πλούσιοι από τη µία ηµέρα στην άλλη. Η 
κοινωνική απόφαση είναι ότι αξίζει το ρίσκο και έτσι παίζουµε. 

 
16.2.5 Η ρουλέτα 

Ουσιαστικά, η ευρωπαϊκή ρουλέτα είναι ένας κύλινδρος στο εσωτερικό του 
οποίου υπάρχει ένας περιστρεφόµενος δίσκος 37 θέσεων, εναλλάξ µαύρες, κόκκινες 
αριθµηµένες από το 1 ως 36 συν το 0, που είναι σε θέση διαφορετικού χρώµατος 
(πράσινο) και πρέπει να διατηρεί µια ευαίσθητη και λεπτή ισορροπία µεταξύ όλων 
των θέσεων στις οποίες τοποθετούνται οι αριθµοί. Στόχος του παιχνιδιού είναι, να 
προβλεφθεί σε ποιον αριθµό ή σε ποιο χρώµα του περιστρεφόµενου δίσκου, θα πέσει 
η µικρή µπάλα, που ρίχνει ο κρουπιέρης. Υπάρχουν παραλλαγές αυτού του µοντέλου 
ρουλέτας, όπως η αµερικανική ρουλέτα, η οποία έχει επίσης το «διπλό µηδέν» και 
περιλαµβάνει µερικές µικρές διαφοροποιήσεις ως προς τα στοιχήµατα και τα 
βραβεία. Εδώ αναφερόµαστε στην ευρωπαϊκή ρουλέτα. Πρώτα γίνονται τα 
στοιχήµατα, έπειτα γυρίζει µε δύναµη ο τροχός και στη συνέχεια η µπάλα ρίχνεται 
από τον κρουπιέρη στο εξωτερικό τµήµα του τροχού, όπου παραµένει κάνοντας 
γύρους. Όταν ο τροχός χάνει την επαρκή ταχύτητα, τότε η µπάλα πέφτει στις 
υποδοχές, όπου παραµένει αναπηδώντας από το ένα νούµερο στο άλλο, έως ότου 
καθίσει τελικά σε µία από τις 37 υποδοχές. Η «µαγεία» της κίνησης του τροχού, έχει 
επηρεάσει την ανθρωπότητα σχεδόν από την εµφάνισή του. Η φαινοµενική ακινησία 
του κέντρου, µαζί µε την αύξηση της ταχύτητας καθώς αποµακρυνόµαστε από αυτό 
και η αβεβαιότητα για το σηµείο που θα σταµατήσει, ήταν η αιτία για τα πολλά 
παιγνίδια που έχουν τον τροχό ως βάση.  Συµφώνα µε όλες τις ενδείξεις, η 
δηµιουργία της ρουλέτας και των κανόνων του παιχνιδιού της, πολύ παρόµοιων µε 
αυτούς που γνωρίζουµε σήµερα, οφείλεται στον Pascal που εφηύρε µία ρουλέτα µε 
36 αριθµούς. Φαίνεται ότι η επιλογή 36 αριθµών ενισχύει ακόµα περισσότερο τη 
µαγεία, επειδή το άθροισµα  των πρώτων 36 αριθµών δίνει τον αριθµό 666. Η 
επιλογή του αριθµού 36 είναι ίσως επειδή έχει πολλούς διαιρέτες. Αν και υπάρχουν 
πολλοί τρόποι πονταρίσµατος στη ρουλέτα, για να απλουστευθεί η παρουσίαση θα 
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υποθέσουµε ότι ένας παίκτης παίζει µόνο µονά ή ζυγά, κόκκινο ή µαύρο,  µεγάλα ή 
µικρά (µεγάλα είναι το ποντάρισα στα νούµερα 19 έως 36 και µικρά, 1 έως 18). Για 
κάθε € που ποντάρει, ο παίκτης παίρνει αν κερδίσει, αυτό το € και άλλο ένα. 

Αµερικανική ρουλέτα                                 Ευρωπαϊκή ρουλέτα 
 

17. Το τρίγωνο του Pascal 

Σε συνάφεια µε τα προβλήµατα στη συνδυαστική ανάλυση και στις 
πιθανότητες, ο Pascal χρησιµοποίησε εκτενώς το αριθµητικό τρίγωνο, στο οποίο οι 
αριθµοί κάθε νέας σειράς µετά τις 2 πρώτες, προκύπτουν από εκείνους της 
προηγούµενης σειράς, µε την παράθεση των ακραίων 1 και µε την πρόσθεση 
διαδοχικών ζευγών αριθµών από τα αριστερά προς τα δεξιά, έτσι 5=1+4, 10=4+6, 
10=6+4, 5=4+1.  

 
 
Οι αριθµοί στη n−οστή σειρά µετά το 1, είναι οι αριθµοί των διαφορετικών 

επιλογών ενός, δύο, τριών, ….., πραγµατικών, αντίστοιχα, από n  διακεκριµένα 
πράγµατα. Για παράδειγµα, 10 είναι ο αριθµός των διαφορετικών ζευγών των 
πραγµάτων που µπορούµε να επιλέξουµε από 5 διακεκριµένα πράγµατα. 
� Η 1η  διαγώνιος, αποτελείται µόνο από τον αριθµό 1.  
� Η 2η  διαγώνιος, αποτελείται από τους φυσικούς αριθµούς.  
� Η 3η  διαγώνιος, αποτελείτε τους λεγοµένους τρίγωνους αριθµούς (1, 3, 6, 10, 15…) 
δηλαδή από τους αριθµούς που παριστάνονται στο επίπεδο, µε τη µορφή τριγώνου. 
� Η 4η  διαγώνιος αποτελείτε από τους τετραεδρικούς ή πυραµιδοειδείς  ή 
τετράγωνους αριθµού (1, 4, 10, 20). Προχωρώντας στις διαγώνιες σειρές, το 
φαινόµενο αυτό επαναλαµβάνεται, δηλαδή η n−οστή διαγώνιος περιέχει τους 
αντίστοιχους των τριγωνικών αριθµών στον n−διάστατο χώρο (π.χ. Η 5η  διαγώνιος 
αποτελείται από πεντάγωνους αριθµούς, όπου ο γενικός τύπος είναι n(3n–1)/2 ). 
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� Οι αριθµοί που εµφανίζονται σε κάθε οριζόντια γραµµή του τριγώνου, είναι 
ακριβώς οι συντελεστές που εµφανίζονται στα αναπτύγµατα των πολυωνύµων. 
(α+β)0, (α+β)1, (α+β)2, (α+β)3, (α+β)4, κλπ.   
� Το άθροισµα των αριθµών κάθε γραµµής, είναι ίσο µε µια δύναµη του 2. 
� Σε κάθε γραµµή, εµφανίζονται οι δυνάµεις του 11. 

 
 

� Το τετράγωνο κάθε αριθµού, ισούται µε το άθροισµα 2 αριθµών, ενός δεξιά του και 
ενός κάτω και δεξιά του. 

 
� Το άθροισµα της κάθε γραµµής διπλασιάζεται. 
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� Αν προσθέσουµε διαγωνίως, προκύπτουν οι όροι της ακολουθίας Fibonacci. 

 
 
Αν και το τρίγωνο ήταν γνωστό πριν από τον Pascal, πήρε το όνοµα του, λόγω 

της ιδιοφυούς χρησιµοποίησης του από τον Pascal, στις πιθανότητες. Η θεωρία που 
ξεκίνησε από µια διαφωνία παικτών τυχερών παιχνιδιών, βρίσκεται τώρα στη βάση 
πολλών τοµέων που θεωρούµε σηµαντικότερους από τον τζόγο και περιλαµβάνουν 
όλα τα είδη της ασφάλισης, τη µαθηµατική στατιστική και την εφαρµογή της στη 
βιολογία και σε εκπαιδευτικού χαρακτήρα µετρήσεις και σηµαντικό µέρος της 
σύγχρονης θεωρητικής φυσικής. ∆εν σκεφτόµαστε πια ότι το ηλεκτρόνιο βρίσκεται 
«σε δοσµένη θέση σε δοσµένη χρονική στιγµή», αλλά υπολογίζουµε την πιθανότητα 
να βρίσκεται σε δοσµένη περιοχή. Λίγη σκέψη θα µας πείσει ότι και οι απλούστερες 
µετρήσεις που κάνουµε (όταν επιχειρούµε να µετρήσουµε κάτι µε ακρίβεια), είναι ως 
προς τον χαρακτήρα τους στατιστικές. 
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Η ταπεινή καταγωγή αυτής της εξαιρετικά χρήσιµης µαθηµατικής θεωρίας 

είναι τυπική πολλών άλλων: κάποια φαινοµενικά τετριµµένα προβλήµατα λυµένα 
στην αρχή από αργόσχολη περιέργεια, οδηγούν σε βαθιές γενικεύσεις που, όπως στην 
κβαντική θεωρία, µπορούν να µας αναγκάσουν να µεταβάλουµε πλήρως την άποψη 
µας για το φυσικό σύµπαν, ή όπως έχει συµβεί µε την εφαρµογή των στατιστικών 
µεθόδων στα τέστ  νοηµοσύνης και στη µελέτη της κληρονοµικότητας,  µπορούν να 
µας κάνουν να αλλάξουµε τις παραδοσιακές πεποιθήσεις µας σχετικά µε το «µεγαλείο 
και την αθλιότητα του ανθρώπου». Ούτε ο Pascal,  ούτε ο Fermat προ είδαν αυτό που 
θα ξεπηδούσε από το ανυπόληπτο παιδί τους. Όλη η υφή των µαθηµατικών είναι 
τόσο στενά πεπλεγµένη, ώστε να µη µας αρέσει, χωρίς τον κίνδυνο να καταστραφεί 
όλη η κατασκευή.  
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17.1 Ο πίνακας του Galton 

Ο πίνακας που επινοήθηκε από τον Galton, είναι µια διάταξη που επιτρέπει να 
ελεγχθεί πειραµατικά η κανονικότητα των πιθανοτήτων και το κεντρικό οριακό 
θεώρηµα (ΚΟΘ). Πρόκειται για κατακόρυφη πλάκα, µε µία σειρά από καρφιά που 
ακολουθούν το σχήµα του τριγώνου του Pascal. Κάτω από µία χοάνη από την οποία 
αφήνουµε να πέσουν όµοιες µπάλες, βρίσκεται ένα καρφί και κάτω από αυτό άλλα 
δύο, ένα δεξιά και ένα αριστερά. Κάτω από αυτά, βρίσκονται µε τη σειρά τους άλλα 
καρφιά τοποθετηµένα αριστερά και δεξιά αυτών που βρίσκονται στην παραπάνω 
σειρά και ούτω καθεξής. Όταν µια µπάλα πέφτει µέσα από τα διαδοχικά επίπεδα, 
χτυπά σε κάποιο καρφί, το οποίο την κατευθύνει προς 
τα δεξιά ή προς τα αριστερά, ενώ αυτή συνεχίζει να 
πέφτει. Τέλος, οι µπάλες συλλέγονται σε θήκες που 
βρίσκονται κάτω από καθέναν από τους χώρους που 
είναι κάτω από την τελευταία σειρά των καρφιών. Οι 
µπάλες που στοιβάζονται, σχηµατίζουν την κανονική 

καµπύλη. Η ερµηνεία της διαδικασίας είναι η εξής, 
αρχικά µια µπάλα αντιπροσωπεύει το σφάλµα που 
κάνουµε κατά τη µέτρηση ενός χαρακτηριστικού.  

Αυτό το σφάλµα της µέτρησης (ή τυχαία 
µεταβλητή) µπορεί να πάρει µόνο 2 τιµές (αριστερά 
και δεξιά, υπόλειµµα ή πλεόνασµα), µε ίσες 
πιθανότητες. Η τιµή, αντιστοιχεί στη µετατόπιση που 
προκαλεί το καρφί που βρίσκεται κάτω από τη χοάνη, 
όταν η µπάλα χτυπά πάνω του. Όταν κινηθεί σε µία 
χαµηλότερη σειρά, αυτό που συµβαίνει είναι ότι 
παράγεται ένα νέο σφάλµα, που συσσωρεύεται στο 
προηγούµενο. Αν θεωρήσουµε ότι η κίνηση κάθε 
µπάλας σε µια σειρά αντιπροσωπεύει τη συσσώρευση 
σφαλµάτων, το τελικό αποτέλεσµα, που συνίσταται 
στο να παρατηρήσουµε τη θέση όπου αποθηκεύεται η µπάλα, αναπαριστά το 
άθροισµα τόσων λαθών, όσων και οι γραµµές που υπάρχουν στη διάταξη. Αν 
τοποθετήσουµε ένα τρίγωνο του Pascal πάνω από τη διάταξη αυτή, οι αριθµοί του 
τριγώνου δείχνουν τον αριθµό των δρόµων που οδηγούν σε κάθε καρφί. 

 
17.2 Το αρµονικό τρίγωνο του Leibniz 

 

Σχήµα. Τµήµα του αρµονικού τριγώνου του Leibniz 
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Οι  ιδιότητες  του,  είναι  «ανάλογες  λόγω  αντίθεσης» προς  αυτές  του  
τριγώνου  Pascal. Το  τελευταίο  περιλαµβάνει  ακεραίους, ενώ  το  τρίγωνο  του  
Leibniz  περιέχει  αντίστροφους  των  ακεραίων. Στο  τρίγωνο  του  Pascal, ο  κάθε  
αριθµός  είναι  το  άθροισµα  του  βορειοδυτικού  και  βορειοανατολικού  γείτονα  
του. Στο  τρίγωνο  του  Leibniz,  ο  κάθε  αριθµός  ισούται  µε  το  άθροισµα  του  
νοτιοδυτικού  και  του  νοτιοανατολικού  γείτονα  του. Για  παράδειγµα:  
1 1 1

2 3 6
= + ,   

1 1 1

3 4 12
= +  , 

1 1 1

6 12 12
= +  το  οποίο  αποτελεί τον  αναδροµικό  τύπο  του  

τριγώνου  του    Leibniz . Υπάρχει  επίσης  και  η  εξής  συνοριακή  συνθήκη  του  
τριγώνου: Οι  αριθµοί  που  ανήκουν  στη  βορειοδυτική  µεθόριο  (τη  «µηδενική  
λεωφόρο») είναι  οι  αντίστροφοι  των  διαδοχικών  ακεραίων, 1/1 , ½ , 1/3 , …. 
Ξεκινώντας  από  τις  συνοριακές  τιµές,  που  είναι  γνωστές, παίρνουµε  τους  
υπόλοιπους  αριθµούς  µέσω  πρόσθεσης  στην  περίπτωση  του  τριγώνου  του 
Pascal, αλλά  µέσω  αφαίρεσης  στο  παρόν  τρίγωνο.  Στο  παραπάνω  σχήµα,1 
υπάρχουν  µερικά  κενά  τα  οποία  µπορούν  αµέσως  να  συµπληρωθούν  µε  τη  

βοήθεια  του  αναδροµικού  τύπου, λόγου  χάρη, 
1 1 1

4 20 5
− =    και   

1 1 1

7 8 56
− =   . 

 
 
Στο  αριθµητικό  τρίγωνο,  κάθε  στοιχείο (εκτός  αυτών  της  1ης στήλης) 

ισούται  µε  τη  διαφορά  των  2  όρων  ακριβώς  από  κάτω  του  και  προς  τα  
αριστερά.  Στο  αρµονικό  τρίγωνο,  κάθε  όρος  (εκτός  αυτών  της  1ης γραµµής) 
ισούται  µε  τη  διαφορά  των  2  όρων  ακριβώς  από  πάνω  του  και  προς  τα  δεξιά.   
Επιπλέον, στο  αριθµητικό  τρίγωνο  κάθε  στοιχείο (εκτός  αυτών  της  1ης στήλης ή  
γραµµής) ισούται  µε  το  άθροισµα  όλων  των  όρων  στην  από  πάνω  γραµµή  και  
προς  τα  αριστερά. Στο  αρµονικό  τρίγωνο,  κάθε  στοιχείο  ισούται  µε  το  
άθροισµα  όλων  των  όρων  στην  από  κάτω  γραµµή  και  προς  τα  δεξιά. Ο  
αριθµός  των  όρων  στην  τελευταία  περίπτωση,  είναι  άπειρος  και  έτσι  ο   Leibniz  
εξασκήθηκε  αρκετά  στην  άθροιση  των  απειροσειρών. Η  σειρά  στην  1η   γραµµή  
είναι  η  αρµονική  σειρά, η  οποία  αποκλίνει. Σε  όλες  τις  υπόλοιπες  σειρές,  η  
σειρά  συγκλίνει. Οι  αριθµοί  στη  2η σειρά, ισούται  µε  το  ήµισυ  των  
αντιστρόφων  των  τρίγωνων  αριθµών  και  ο  Leibniz  γνώριζε  ότι  το  άθροισµα  
αυτής  της  σειράς  είναι  1. Οι  αριθµοί  στην  3η   σειρά,  ισούται  µε  το  1/3  των  
αντιστρόφων  των  πυραµιδικών  αριθµών  n·( n+1)·(n+2)/1·2·3  και  το  αρµονικό  
τρίγωνο  δείχνει  ότι  το    άθροισµα  αυτής  της  σειράς  είναι  ½ .  Οι  αριθµοί  στην  
4η   σειρά,  είναι  το  ¼ των  αντιστρόφων  των  πολυγωνικών  αριθµών  που  
αντιστοιχούν  στο  τετραδιάστατο  ανάλογο  του  τετραέδρου  και  το  άθροισµα  τους  
είναι  1/3. Στο αρµονικό τρίγωνο και στο αριθµητικό τρίγωνο του Pascal, υπάρχουν 
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εκπληκτικές σχέσεις. Λόγου χάρη, στο αριθµητικό τρίγωνο κάθε στοιχείο είναι το 
άθροισµα όλων των όρων στη γραµµή που βρίσκεται πάνω και προς τα αριστερά από 
αυτό και είναι επίσης η διαφορά µεταξύ των 2 όρων ακριβώς κάτω από αυτό.  

Οµοίως, στο αρµονικό τρίγωνο κάθε στοιχείο είναι το άθροισµα των όρων της 
γραµµής που βρίσκεται κάτω και προς τα δεξιά από αυτό και είναι επίσης η διαφορά 
µεταξύ των 2 όρων που βρίσκονται ακριβώς πάνω από αυτό. ∆ηλαδή, στο αριθµητικό 
τρίγωνο του Pascal, αν συµβολίσουµε µε x τους αριθµούς σε οποιαδήποτε γραµµή, οι 
αριθµοί της 1ης  γραµµής που βρίσκεται από κάτω, θα είναι το άθροισµα όλων των x 
ως εκείνο το σηµείο, από αριστερά προς τα δεξιά. Εκείνοι της 2ης  γραµµής προς τα 
κάτω, θα είναι το άθροισµα των αθροισµάτων όλων των x, κοκ. Αντιστρόφως, οι 
γραµµές προς τα επάνω, αντιπροσωπεύουν τις διαφορές, τις διαφορές των διαφορών, 
κοκ.  

 

   Οµοίως, στο αρµονικό τρίγωνο, σε σχέση µε τα στοιχεία της κάθε γραµµής, 
εκείνα που βρίσκονται από κάτω παριστάνουν τις διαφορές, τις διαφορές των 
διαφορών, κοκ. Εκείνα που βρίσκονται από πάνω, είναι τα αθροίσµατα, τα 
αθροίσµατα των αθροισµάτων, κοκ – από δεξιά προς τα αριστερά, αυτή τη φορά.  
   Συνεπώς, στα 2 αυτά τρίγωνα βλέπουµε ότι αθροίσµατα και διαφορές είναι το 
ένα αντίστροφο του άλλου,1 όπως ακριβώς το πρόβληµα των εφαπτοµένων, το οποίο 
εξαρτάται από τις διαφορές των τεταγµένων, είναι το αντίστροφο του προβλήµατος 
των τετραγωνισµών, το οποίο εξαρτάται από το άθροισµα όλων των τεταγµένων, 
κατά την έννοια του Cavalieri.   Μολαταύτα, ενώ οι διαφορές µεταξύ των στοιχείων 
στο αρµονικό και στο αριθµητικό τρίγωνο είναι πεπερασµένες, εκείνες µεταξύ των 
τεταγµένων µίας καµπύλης είναι απειροστές και οι τύποι που εφαρµόζονται στην 1η  
περίπτωση, δεν ισχύουν στην περίπτωση καµπυλών.  

 
18. Η υπολογιστική µηχανή Pascaline 

Όταν ο Pascal ήταν 16 ετών, ο πατέρας του βρήκε δουλειά ως 
φοροεισπράκτορας στην πόλη Ρουέν. Προκειµένου να τον βοηθήσει, ο Pascal 
επινόησε την 1η αληθινή αριθµοµηχανή, που εκτελούσε προσθέσεις και αφαιρέσεις, 
την  Pascaline, επιβλέποντας την κατασκευή και την πώληση της. Για την 
ολοκλήρωση της εργάσθηκε επί 3 έτη. Η Pascaline είχε µικρές διαστάσεις, χωρούσε 
πάνω σε ένα µικρό τραπέζι και έµοιαζε πολύ µε τις αριθµοµηχανές που 
κυκλοφορούσαν σε όλο τον κόσµο στις δεκαετίες του 1940 και 1950. Με τη µηχανή 
αυτή, µπορούσε κάποιος να κάνει (σχετικά) εύκολα µαθηµατικούς υπολογισµούς. Η 
εφεύρεση του Pascal, αναγνωρίσθηκε µε δίπλωµα ευρεσιτεχνίας το 1649, αλλά λόγω 
του υψηλού κόστους αγοράς της, οδηγήθηκε σε εµπορική αποτυχία. Το 1918 
(περίπου 270 αργότερα), κατασκευάσθηκε µία παρόµοια συσκευή, η Addometer, η 
οποία είχε εµπορική επιτυχία. Η µηχανή του Pascal είχε τροχαλίες, τις οποίες, όταν 
περίστρεφε ο χρήστης, εµφάνιζαν τα αποτελέσµατα. Ο αρχικός «υπολογιστής», είχε 5 
γρανάζια (µε αποτέλεσµα να µπορεί να κάνει υπολογισµούς µε σχετικά µικρούς 

 
1   Leibniz, “Early  mathematical  manuscripts”, page 142, &  “Mathematische  Schriften”, volume 397 
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αριθµούς), αλλά κατασκευάστηκε και σε παραλλαγές µε 6 και 8 γρανάζια. Η µηχανή, 
εκτελούσε 2 πράξεις, πρόσθεση και αφαίρεση. Στο επάνω µέρος, υπήρχε µια σειρά 
από οδοντωτούς τροχούς (γρανάζια), που το καθένα περιείχε τους αριθµούς από 0 
έως 9. Ο 1ος τροχός, συµβόλιζε τις µονάδες, ο 2ος τις δεκάδες, ο 3ος τις εκατοντάδες, 
κ.ο.κ.  Όταν ένα γρανάζι έκανε µία πλήρη περιστροφή, παρέσυρε το γρανάζι που 
βρίσκονταν αµέσως αριστερά του και µε τον τρόπο αυτό µεταφέρονταν το 
κρατούµενο από τις µονάδες, στις δεκάδες, από τις δεκάδες, στις εκατοντάδες, από τις 
εκατοντάδες, στις χιλιάδες κ.ο.κ. Το 1673, ο Γερµανός φιλόσοφος και µαθηµατικός 
Leibniz κατασκεύασε µια πιο βελτιωµένη υπολογιστική µηχανή, ικανή να 
πολλαπλασιάζει και να διαιρεί.  

 
18.1 Η γλώσσα προγραµµατισµού Pascal 

Η γλώσσα προγραµµατισµού Pascal, δηµιουργήθηκε στο Πανεπιστήµιο 
της Γενεύης από τον Nicklaus Wirth, πήρε το όνοµά της προς τιµήν του Blaise Pascal 
και είναι µία δοµηµένη γλώσσα µε ιδιαίτερο χαρακτηριστικό τη δυνατότητα ορισµού 
από τον προγραµµατιστή, δικών του δοµών δεδοµένων. Θεωρείται ως µία 
επιτυχηµένη επέκταση της επιστηµονικής γλώσσας προγραµµατισµού ALGOL, που 
αναπτύχθηκε στην Ευρώπη τη δεκαετία του '60.  Η Pascal, έχει όλα τα στοιχεία για 
την ανάπτυξη δοµηµένου προγραµµατισµού και χρησιµοποιήθηκε εκτεταµένα στα 
Πανεπιστήµια, ως εργαλείο για τα µαθήµατα προγραµµατισµού και για τα 
µαθήµατα δοµών δεδοµένων. Η Pascal, µπορεί να θεωρηθεί ως γλώσσα γενικής 
χρήσης (όχι µόνο επιστηµονικών εφαρµογών, όχι µόνο εµπορικών εφαρµογών).  

Αρχικά, δεν διέθετε εξελιγµένο σύστηµα χειρισµού των αρχείων (και για αυτό 
δεν εκτόπισε την COBOL στις εµπορικές εφαρµογές), αλλά όπως οι περισσότερες 
γλώσσες, πέρασε από πολλές εκδόσεις που κάθε µία βελτίωνε την προηγούµενη. 
∆ιάφορες εκδόσεις της Pascal είναι σήµερα σε χρήση. ∆ιάφορα λειτουργικά 
συστήµατα, (όπως το Macintosh της Apple), είχαν µέρη τους γραµµένα σε Pascal. Το 
τυπογραφικό λογισµικό ΤΕΧ, που δηµιούργησε ο Donald E. Knuth, γράφτηκε σε µία 
διάλεκτο Pascal, την WEB. Η εταιρεία Borland έχει εκδώσει µία σειρά από 
ταχύτατους µεταφραστές Pascal µε το όνοµα Τurbo Pascal. Η τελευταία έκδοση 
της Pascal για τα Windows, θεωρείται µία από τις καλύτερες εκδόσεις της, στον χώρο 
των µικροϋπολογιστών. 

 

19. Το τέλος του 

Τον ίδιο χρόνο (1658), αρρώστησε σοβαρότερα από ποτέ. Οξείς και 
ακατάπαυστοι πονοκέφαλοι, δεν του επέτρεπαν παρά µικρά διαλείµµατα ύπνου. 
Υπέφερε για 4 έτη, ζώντας ακόµη πιο ασκητικά. Τον Ιούνιο του 1662, παραχώρησε 
ως πράξη αυταπάρνησης, το σπίτι του σε µια φτωχή οικογένεια που είχε πληγεί από 
ευλογιά και πήγε να ζήσει µε την παντρεµένη του αδερφή. Στις 19.08.1662 η 
βασανισµένη του ύπαρξη έσβησε µέσα σε σπασµούς. Ήταν 39 ετών. Η νεκροψία, 
αποκάλυψε ότι αναµενόταν, σε σχέση µε το στοµάχι και τα ζωτικής σηµασίας 
όργανα, έδειξε επίσης µία σοβαρή εγκεφαλική βλάβη. Και όµως, σε πείσµα όλων 
αυτών, ο Pascal είχε κάνει µεγάλη δουλειά στα µαθηµατικά και στην επιστήµη και 
άφησε ένα όνοµα στη λογοτεχνία που είναι ακόµη σεβαστό µετά το πέρασµα τόσων 
αιώνων. Τα όµορφα πράγµατα που έκανε στην γεωµετρία, µε την πιθανή εξαίρεση 
του «µυστικού εξάγραµµου», θα µπορούσαν να είχαν γίνει και από πολλούς. Αυτό, 
ισχύει ιδιαίτερα για την µελέτη της κυκλοειδούς καµπύλης.  Μετά την επινόηση του 
λογισµού, όλα αυτά έγιναν ασυγκρίτως ευκολότερα. Όµως, στην κοινή µε τον Fermat 
δηµιουργία της θεωρίας των πιθανοτήτων, ο Pascal έφτιαξε ένα νέο κόσµο. Φαίνεται 



41 

 

αρκετά πιθανό ότι θα θυµόµαστε τον Pascal για τη συµβολή του αυτή, ακόµη και 
όταν θα έχει λησµονηθεί ως συγγραφέας. Οι Στοχασµοί και τα Γράµµατα, ξέχωρα από 
τις λογοτεχνικές του αρετές, στην ουσία ασκούν γοητεία σε έναν τύπο µυαλού που 
ταχύτατα εξαφανίζεται. Τα επιχειρήµατα υπέρ και κατά ενός συγκεκριµένου σηµείου, 
εκλαµβάνονται από ένα µοντέρνο µυαλό ως τετριµµένα ή ως µη πειστικά και τα 
περισσότερα ερωτήµατα που απασχολούσαν τον Pascal µε τέτοια εµµονή, σήµερα 
φαίνονται κάπως γελοία. Όµως στη θεωρία των πιθανοτήτων, ο Pascal διατύπωσε και 
έλυσε ένα πραγµατικό πρόβληµα, εκείνο της αποκατάστασης του νόµου, της τάξης 
και της κανονικότητας στο πεδίο της καθαρής τύχης, σήµερα αυτή η λεπτοφυής 
θεωρία φαίνεται να εµπλέκεται τόσο στις ρίζες της ανθρώπινης γνώσης όσο και στα 
θεµέλια της φυσικής επιστήµης. Οι διακλαδώσεις της φτάνουν παντού, από την 
κβαντική θεωρία έως την επιστηµολογία. 
 
20. Έργα του Pascal 

� “Essai pour les coniques”, (1640) 
� “Expériences nouvelles touchant le vide”, (1647) 
� “Récit de la grande expérience de l'équilibre des liqueurs”, (1648) 
� “Traité de la pesanteur de la masse de l’air”, (1651–1653) 
� “Traité du triangle arithmétique (1654) 
� “Les Provinciales”, (1656–1657) 
� “Éléments de géométrie”, (1657) 
� “De l’Esprit géométrique (1657) 
� “Histoire de la roulette (1658) 
� “L’Art de persuader¨, (1660). «Η τέχνη της πειθούς», (2005), µετάφραση 
Κουσουρής,  ∆., Αθήνα: εκδόσεις Ροές 
� “Pensées”, (1669). «Σκέψεις», (1999). Μετάφραση Αντωνόπουλος, Αναγνωστίδης 
                                  «Στοχασµοί», (1986). Μετάφραση  Ματσούκας, Ν.,1η έκδοση,    
Θεσσαλονίκη: εκδόσεις Πουρναράς. 
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εκδόσεις Καστανιώτης. 
� «Η αθλιότητα του ανθρώπου & άλλες σκέψεις», (2009). Μετάφραση Τσίρου, Γ., 
Αθήνα: εκδόσεις «Το Ποντίκι» 
� “Discours sur les passions de l’amour”, (1843). «Τα πάθη του έρωτα», (2007). 
Μετάφραση Βέλιος, Α., 2η έκδοση, Αθήνα: εκδόσεις Ροές.   
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