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Περίληψη 

Οι διαφορικές εξισώσεις, είναι κλάδος των µαθηµατικών που οφείλει τη 

γέννηση του στη µηχανική, στην αστρονοµία και στη θεωρητική φυσική. Αρχίζουν 

να κάνουν την εµφάνισή τους από την εποχή των Newton (1642–1727) και Leibniz 

(1646–1716). Ο Newton είναι ο 1ος που χρησιµοποίησε διαφορική εξίσωση, για τη 

µελέτη της κίνησης των σωµάτων, περιοριζόµενος στις απλές µορφές ( )
dy

f y
dx

= , 

( )
dy

f x
dx

= , ( , )
dy

f x y
dx

=   O Leibniz προχώρησε περισσότερο, αναπτύσσοντας τη 

µέθοδο των χωριζοµένων µεταβλητών, των οµογενών διαφορικών εξισώσεων 1ης 

τάξης και των γραµµικών διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης.  Στον  Leibniz   

οφείλονται  οι  συµβολισµοί  της  παραγώγου 
dy

dx
 και του ολοκληρώµατος   

( )  f x dx∫ . Σκοπός της επιστήµης είναι η κατανόηση της φύσης, µέσα στην οποία 

ζούµε και µπορεί να επιτευχθεί µε τη µελέτη των φαινοµένων (φυσικών, χηµικών, 

κοινωνικών, οικονοµικών,...). Στη µελέτη αυτή, πρωταρχικό ρόλο παίζουν τα 

µαθηµατικά. Από αρχαιοτάτων ετών, είχε γίνει αντιληπτό ότι τίποτα δεν παραµένει 

σταθερό, όλα αλληλένδετα µεταβάλλονται, όπως επιγραµµατικά εκφράζει το ρητό 

του Ηράκλειτου (544–484 π.Χ.), Πάντα ρει, πάντα χωρεί και ουδέν µένει.  

Η ταχύτητα ενός σώµατος, που πέφτει υπό την επίδραση της δύναµης της 

βαρύτητας, αλλάζει µε τον χρόνο. Η αεροδυναµική αντίσταση ενός σώµατος, 

αυξάνεται µε την ταχύτητα, όχι όµως πάντα γραµµικά. Η θέση της Γης και των άλλων 
πλανητών, αλλάζει µε τον χρόνο, σε σχέση µε τον Ήλιο. Το κύρτωµα µιας δοκού, 

εξαρτάται από το βάρος που την καταπονεί. Ο όγκος µιας σφαίρας, µεταβάλλεται µε 

την ακτίνα του. Επειδή τα περισσότερα φαινόµενα είναι πολύπλοκα, είναι πρακτικά 

αδύνατο να θεµελιωθούν και να περιγραφούν πλήρως, µε µαθηµατικό τρόπο.  

Για αυτό προσπαθούµε να προσεγγίσουµε την πραγµατικότητα µε µαθηµατικά 

πρότυπα, (µοντέλα), κάνοντας ορισµένες υποθέσεις που απλοποιούν τα φαινόµενα 

και τους νόµους που τα διέπουν. Οι απλοποιήσεις αυτές ανάγονται συνήθως στην 

παράλειψη ορισµένων στοιχείων, που θεωρούµε ότι επιδρούν λίγο, ή και καθόλου, 

στην εξέλιξη του φαινοµένου. Η δηµιουργία του µαθηµατικού προτύπου γίνεται µε 

µια µαθηµατικοποίηση των αντιστοίχων νόµων, που επειδή συνήθως περιέχουν 

ρυθµούς µεταβολής ενός µεγέθους, (ποσοτικά άγνωστου), εκφράζονται µε 

παραγώγους του άγνωστου αυτού µεγέθους, οπότε το µαθηµατικό πρότυπο παίρνει τη 

µορφή µιας συναρτησιακής σχέσης που περιέχει µια άγνωστη συνάρτηση και 

ορισµένες παραγώγους της. Η συναρτησιακή αυτή σχέση ονοµάζεται διαφορική 

εξίσωση. 

 

Λέξεις κλειδιά 

Συντεταγµένες (πολικές, ορθογώνιες), τροχιές (ορθογώνιες, ισογώνιες), 

γραµµικός συντελεστής εξασθένησης, καµπύλες (ισοθερµικές, ισοδυναµικές), 

ρευµατικές γραµµές, υποεφαπτοµένη, υποκάθετος, ακτίνα (πολική, επιβατική), κλίση 

της εφαπτοµένης, πολική υποεφαπτοµένη, εξίσωση εφαπτοµένης, διχοτόµος, 

παραβολή, έλλειψη, οικογένεια (καµπυλών, καρδιοειδών), πρόβληµα του Biot, 

ληµνίσκος του Bernoulli 
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1. Γεωµετρικές εφαρµογές 

 Οι διαφορικές εξισώσεις 1ης τάξης  και 1ου ή ανώτερου βαθµού, της γενικής 

µορφής ( ), , 0F x y y′ =  έχουν ως γενικές λύσεις, τις οικογένειες των καµπυλών 

( ), , 0f x y c = . Η κάθε µια από τις οικογένειες της µορφής ( ), , 0f x y c = , 

περιλαµβάνει ένα πλήθος ολοκληρωτικών καµπυλών που ξεχωρίζουν µεταξύ τους 

από τις πρόσθετες ιδιότητες, που δίνονται από την εφαρµογή, που κάθε φορά µελετώ 

όπως είναι εκείνη όπου ζητείται ποια από τις ολοκληρωτικές καµπύλες του 

προβλήµατος διέρχεται από ένα συγκεκριµένο σηµείο. Παρακάτω, αναφέρω µερικές 

γνωστές από τη γεωµετρία ιδιότητες των καµπυλών που περιέχουν παράγωγους 1ης  

τάξης και αναφέρονται σε σύστηµα ορθογωνίων ή πολικών συντεταγµένων. 

 

1.1 Ορθογώνιες συντεταγµένες 

Έστω τυχόν σηµείο ( ),M x y  µιας καµπύλης ( ), 0F x y = , που είναι συνεχής  

και παραγωγίσιµη για την τιµή που αντιστοιχεί στο ( ),M x y . Αν στο ( ),M x y  η 

εφαπτοµένη δεν είναι παράλληλη προς κανέναν άξονα, δηλαδή, αν 0y′ ≠  και 

'y ≠ ±∞  τότε η εφαπτοµένη και η κάθετος της, θα τέµνει τον άξονα xx′  στα σηµεία 

Τ και Κ, αντίστοιχα. Με τον τρόπο αυτό, ορίζονται τα παρακάτω διανύσµατα.  

 

TM  η εφαπτοµένη  ΠΤ  η υποεφαπτοµένη 

ΚΜ  η κάθετος  ΠΚ  η υποκάθετος  

Πίνακας 1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άρα,  στο ( ),M x y  (θεωρώντας (X,Y) τυχαίο σηµείο της καµπύλης ( ), 0F x y = ) 

έχω:  

� Κλίση της επιβατικής ακτίναςOM , 
y

x
     

  
 

� Κλίση της εφαπτοµένης ΤΜ , 'y  ή 
dy

dx
 

� Κλίση της καθέτου ΚΜ , 
1

'y

−
 ή 

dx

dy

−
 

� Εξίσωση της εφαπτοµένης ( ) ( )0 0 0y y f x x x′− = −    

Γράφηµα 1 Καµπύλη σε ορθογώνιες συντεταγµένες 
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� Εξίσωση της καθέτου ( )0 0

dx
y y x x

dy

−
− = −   

� Τοµή της εφαπτοµένης µε τον άξονα xx′  ή µε τον άξονα yy′ , δηλαδή

,  0
dx

X x y Y
dy

 
= − = 

 
 ή  

0,  
dy

X Y y x
dx

 = = − 
 

 

� Τοµή της καθέτου µε τον άξονα xx′  ή µε τον άξονα yy′ , δηλαδή

,  0
dy

X x y Y
dx

 = + = 
 

 ή 0,  
dx

X Y y x
dy

 
= = + 

 
 

� Μήκος του διανύσµατος της εφαπτοµένης από το  ( ),M x y   µέχρι τον άξονα xx′ , 
2

1
dx

y
dy

 
ΤΜ = +  

   

και µέχρι τον άξονα

 

yy′ , 
2

1
dy

x
dx

 ΡΜ = +  
 

 

� Μήκος του διανύσµατος της καθέτου από το ( ),M x y  µέχρι τον άξονα xx′ ,      

2

1
dy

y
dx

 ΚΜ = +  
   

και µέχρι τον άξονα yy′ , 
2

1
dx

x
dy

 
ΜΛ = +  

 
  

� Μήκος  της υποεφαπτοµένης 
dx

y
dy

ΠΤ =  

� Μήκος  της υποκαθέτου 
dy

y
dx

ΠΚ =  

� Μήκος του στοιχειώδους τόξου στο ( ),M x y ,  

22

2 2 1 1
dy dx

ds dx dy dx dy
dx dy

  = + = + = +   
   

 

� Στοιχειώδες εµβαδόν,   ds y dx x dy= =  

 

1.2 Πολικές συντεταγµένες 

Έστω τυχαίο σηµείο ( ),M ρ θ  µιας καµπύλης ( ), 0F ρ θ =   ή ( )fρ θ=  µε 

τις ίδιες προϋποθέσεις όπως και στην περίπτωση των ορθογώνιων συντεταγµένων. Αν 

ω  είναι η γωνία της εφαπτοµένης ΜΣ  και της πολικής ακτίνας ΟΜ , τότε: 

� Η ω δίνεται από τις σχέσεις 
d

d

ρ θ
εϕω ρ

ρ ρ
= =

′
 ή 

d

ds

ρ
συνω =  ή 

d

ds

θ
ηµω ρ=

   

 

� Μήκος πολικής υποεφαπτοµένης 

( )

2
2

1

1 d

d

ρ θ
ρ εϕω ρ

ρ ρρ −
ΟΤ = = = ⋅ =

′ ′
 

� Μήκος πολικής υποκαθέτου '
d

d

ρ
ρ ρ σϕω

θ
ΟΚ = = ⋅ =  

� Μήκος της πολικής καθέτου  ( )
2

22 2
'

d

d

θ
ρ ρ ρ

ρ
 

ΚΜ = + = +  
 
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� Στοιχειώδες εµβαδόν 
21
 

2
dS dρ θ=  

 

� Απόσταση του πόλου από την εφαπτοµένηΜΣ ,  
2 d

ds

θ
ρ ηµω ρΟΕ = ⋅ = ⋅  

� Μήκος της πολικής εφαπτοµένης 
( )

2

2 2

2

1
1 1

d

d

θ
ρ ρ ρ ρ

ρρ

 
ΤΜ = + = +  ′  

 

� Μήκος του στοιχειώδους τόξου στο σηµείο ( ),ρ θΜ  

 ( ) ( )
2 2

2 22 2 2
1

d d
ds d d d d

d d

θ ρ
ρ ρ θ θ ρ θ ρ

ρ θ
   = + = + = +  

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 1 

Να βρεθεί η καµπύλη ( )c , που η εφαπτοµένη σε τυχόν σηµείο της ( ),M x y , 

είναι ανάλογη της νης  δύναµης της τετµηµένης.  

Λύση 

Επειδή το µήκος της εφαπτοµένης είναι 
dx

y
dy

, η διαφορική εξίσωση που ζητώ είναι η  

1
.v

v

dx dy dx
y kx

dy y k x
= ⇔ = ⇔  

11 1
ln .

1

v
vdy x

x dx y c
y k k v

−
−= ⇔ = + ⇔

−∫ ∫  

1

1

1
ln . ln

1

vx
y c

k v

−

= + ⇔
−

( )

1

1
11

ln .
1

vxv
k vy x

y c e
c k v

−
−

−= ⇔ = ⋅
−

 

          

Εφαρµογή 2 

 Να βρεθεί η καµπύλη  ( )c , που η υποκάθετος, σε τυχόν σηµείο της ( ),M x y , 

είναι ανάλογη της τετµηµένης. 

Λύση 

Γράφηµα 2 Καµπύλη σε πολικές συντεταγµένες 
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 Επειδή το µήκος της υποκαθέτου είναι 
dy

y
dx

, η διαφορετική εξίσωση που 

ζητώ είναι η 
dy

y kx
dx

= , που είναι χωριζοµένων µεταβλητών. Η 
dy

y kx
dx

=  γίνεται  

2 2

1    y dk kx dx y dy k x dx y kx c= ⇔ = ⇔ = +∫ ∫

  

                    

Εφαρµογή 3 

Να βρεθεί καµπύλη ( )c του µέσου N  του τµήµατος TM , όπου M  τυχόν 

σηµείο της ( )c και T  το σηµείο τοµής της εφαπτοµένης της ( )c  στο M  µε τον 

άξονα xx′ , να βρίσκεται επί  της διχοτόµου y x=                     

Λύση 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης είναι ( )'Y y y X x− = −   

Στο Τ, για 0
dx

Y X x y
dy

= ⇒ = −  , άρα οι συντεταγµένες του µέσου Ν είναι 

,  
2 2

y dx y
x

dy

 
− 

 
  

Επειδή το Ν βρίσκεται επί της διχοτόµου y x= , έχω  

2 2 2

y y dx dy y
x

dy dx x y
= − ⇔ =

−
  Η 

2

dy y

dx x y
=

−
είναι οµογενής διαφορική 

εξίσωση και θέτοντας 

x x

y
u

x

=



=

 προκύπτει 

2

du dx u
x u

dx dx u
+ = ⇔

− 2

du u
x u

dx u
+ = ⇔

−
 

2

2

du u u
x

dx u

−
= ⇔

− ( )
2

1

u dx
du

u u x

−
= ⇔

−
 

2
1

du du dx

u u x
− + = ⇔

−∫ ∫ ∫ 1ln 1 2 ln ln lnu u x c− − = + ⇔  

( )2

1

1
y y x

c
= −  

 

Εφαρµογή 4 

Να βρεθεί  καµπύλη ( )c , που το µέσον Ν του τµήµατος ΚΜ, όπου Μ τυχαίο 

σηµείο της ( )c και Κ το σηµείο τοµής της καθέτου της ( )c στο Μ µε τον άξονα xx′ , 

να βρίσκεται επί της παραβολής 
2 2y ax=  

Λύση 

Η εξίσωση της καθέτου είναι ( )dx
Y y X x

dy
− = − −

                    

               



11 

 

Στο Κ,  για 0
dy

Y X x y
dx

= ⇔ = +  , οπότε οι συντεταγµένες του µέσου Ν 

είναι ,  
2

y dy y
x

dx x

 + 
 

  

Επειδή το Ν βρίσκεται επί της παραβολής 
2 2y ax= , έχω 

2

11
2 ' ' 2 0

2 2 4

y y
a x yy y xy

a

−   = + ⇔ − + =   
   

   

που είναι διαφορική  εξίσωση τύπου 

Bernoulli, µε ( ) ( )01
,  2

4
g x x h x x

a

−
= =

 
και 1ρ = −   

Θέτω  
2

x x

z y

=


=      
οπότε παίρνω τη γραµµική διαφορική  εξίσωση 

4 0
2

z
z x

a
′ − + =   που έχει γενική λύση 22

1 8 16
x

az c e ax a= + +
 
οπότε η γενική λύση τής 

1' 2 0
4

y
y xy

a

−− + = είναι 2 22
1 8 16

x

ay c e ax a= + +
                                                                

 

 

Εφαρµογή 5 

Έστω δύο σηµεία 1 2,  Σ Σ  που απέχουν µεταξύ τους απόσταση 2c . Να βρεθεί 

καµπύλη ( )c , τέτοια που οι αποστάσεις 1 2,d d   των σηµείων 1 2,  Σ Σ   από όλες τις 

εφαπτόµενες της ( )c  να πληρούν τη σχέση  
2

1 2d d b⋅ =  όπου b  σταθερά. 

Λύση 

Έστω ως άξονας xx′  η ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία 1 2,  Σ Σ   και ως 

άξονας yy ′   η κάθετη στο µέσον Ο του τµήµατος 1 2Σ Σ . Οι συντεταγµένες αυτών των 

δυο σηµείων  είναι ( ) ( )1 2,  0 , ,  0c cΣ Σ −   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης ( )c  στο ( ),M x y είναι 

( )'Y y y X x− = − ⇔  

Γράφηµα 3 Τόξο έλλειψης 
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' ' 0y X Y y xy− + − =  οπότε οι αποστάσεις 1 2,d d  είναι 

( )
1 2

' '

' 1

cy y xy
d

y

+ −
=

+
, 

( )
2 2

' '

' 1

cy y xy
d

y

− + −
=

+
οπότε η 

2

1 2d d b⋅ =  δίνει 

( ) ( )
2

2 2

' ' ' '
.

' 1 ' 1

cy y xy cy y xy
b

y y

+ − − + −
= ⇔

+ +
 

2 2 2
2

2

( ) ( ')

( ') 1

y xy c y
b

y

− −
= ⇔

+
 

2 2 2 2 2 2( ') ( ') ( ')y xy c y b y b− − = + ⇔ 

( )( )22 2 2' 'y xy b c y b= + + +  η οποία για  2 2 2
b c a+ = , δίνει την  διαφορική 

εξίσωση 
2 2 2

' ( ')y xy a y b= + + , που είναι του τύπου Clairaut µε 

2 2
( ') ( ')g y a y b= +  

Η γενική λύση της 
2 2 2

' ( ')y xy a y b= + + είναι 
2 2 2

1 1y c x a c b= + +  και η 

ιδιάζουσα λύση της, είναι η  
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =    που είναι έλλειψη, µε ηµιάξονες α και β 

Παρατήρηση   

Στην περίπτωση  που το πρόβληµα µας έδινε τη σχέση 
2

1 2d d b⋅ = −  , αντί της 

2

1 2d d b⋅ = , τότε η ιδιάζουσα λύση της αντίστοιχης διαφορικής εξίσωσης θα ήταν η 

καµπύλη 
2 2

2 2
1

x y

a b
− =  που είναι υπερβολή. 

 

Εφαρµογή 6 

Να βρεθεί η καµπύλη ( )c , που σε κάθε σηµείο της η γωνία της επιβατικής 

ακτίνας και της αντίστοιχης στο σηµείο αυτό εφαπτοµένης, είναι ίση µε το
1

3
 της 

γωνίας κλίσης της εφαπτοµένης. 

Λύση   

Έστω θ  η γωνία κλίσης της επιβατικής ακτίνας, y  η γωνία κλίσης της 

εφαπτοµένης και ω  η γωνία που σχηµατίζεται µε κορυφή το σηµείο ( ),M ρ θ  της 

καµπύλης ( )c , από την επιβατική ακτίνα και µε την εφαπτοµένη, στο ίδιο σηµείο της 

καµπύλης. Επειδή, από το πρόβληµα, έχω 
3

y
ω = και από το σχήµα έχω y θ ω= + , 

είναι 
3 2

θ ω θ
ω

+
= =                
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Γράφηµα 4 

         

  Επειδή 
d

d

θ
εϕω ρ

ρ
= ,

  

από την 
2

θ
ω =  παίρνω  

2

d

d

θ θ
εϕ ρ

ρ
  = ⇔ 
  2

d
d

ρ θ
σϕ θ

ρ
 =  
 

Ολοκληρώνοντας την χωριζοµένων µεταβλητών  
2

d
d

ρ θ
σϕ θ

ρ
 =  
 

, έχω την γενική 

της λύση που είναι µια οικογένεια καρδιοειδών.  

1ln 2ln ln
2

c
θ

ρ ηµ
  = + ⇔    

 

( )2

1 2 1
2

c c
θ

ρ ηµ συνθ = = − 
 

              

 

Εφαρµογή 7 

Να προσδιοριστεί η καµπύλη ( )c , όταν ο κυκλικός τοµέας, που σχηµατίζεται 

από ένα τόξο της και από τις πολικές (επιβατικές) ακτίνες στα άκρα του, έχει µέτρο 

εµβαδού ίσο προς το µισό του µέτρου του µήκους, του αντίστοιχου τόξου. 

Λύση 

 

 

Γράφηµα 5 Κυκλικός τοµέας 
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Έστω ότι οι πολικές ακτίνες ορίζονται από  1θ  έως θ . Από τους τύπους 

2

2d
ds d

d

ρ
ρ θ

θ
 = + 
 

 και 
21
 

2
dS dρ θ=  προκύπτει ότι 

1

2
S s=  δηλαδή, 

1 1

2

2 21 1
  

2 2

d
d d

d

θ θ

θ θ

ρ
ρ θ ρ θ

θ
 = + ⇔ 
 ∫ ∫

2

2 2d

d

ρ
ρ ρ

θ
 = + ⇔ 
 

2
1 d dρ ρ ρ θ= ± −

                

� Αν 
2 1 0ρ − ≠ , δηλαδή αν 

2 1ρ ≠ , παίρνω την διαφορική εξίσωση 

2
1

d
d

ρ
θ

ρ ρ
= ±

−
 της οποίας η γενική λύση είναι ( )cρ τεµ θ= ±             

� Αν 
2 1 0ρ − = , δηλαδή αν 

2 1ρ = , η  
2

1 d dρ ρ ρ θ= ± −  γίνεται 0dρ =

δηλαδή ο κύκλος 1ρ = είναι λύση του προβλήµατος, 

 Άρα, οι όροι του προβλήµατος πληρούνται, από την οικογένεια  

( )cρ τεµ θ= + , που είναι η ίδια µε την ( )cρ τεµ θ= −  και από τον κύκλο 1ρ =  . 

 

1.3 Ισογώνιες και ορθογώνιες τροχιές 

� Θα µελετήσω το ακόλουθο πρόβληµα «Να βρεθεί η οικογένεια των 

καµπυλών, που τέµνει την οικογένεια ( )1, , 0f x y c =   υπό σταθερή γωνία ω» 

Έστω ( )1C , µια από τις καµπύλες της οικογένειας ( )1, , 0f x y c = , που τέµνει 

στο σηµείο Μ την ( )2C , δηλαδή µια από τις καµπύλες της οικογένειας που ζητάµε, 

υπό τη γωνία ( )1 2,ω = ΜΡ ΜΡ
����� �����

∢  όπου 1ΜΡ
�����

και  2ΜΡ
�����

, είναι οι εφαπτόµενες των δυο 

αυτών καµπυλών ( ) ( )1 2,  C C , στο σηµείο Μ. Έστω ότι η  ( ), , ' 0F x y y =  είναι η 

διαφορική εξίσωση της οικογένειας ( )1, , 0f x y c = , που  δόθηκε. Αρκεί  να βρω µια 

διαφορική εξίσωση 1ης τάξης, που το γενικό της ολοκλήρωµα, θα δώσει τη ζητούµενη 

οικογένεια. 

  

                                     

Γράφηµα 6 Ισογώνιες τροχιές 

  

Στο σχήµα, οι εφαπτόµενες 1ΜΡ
�����

και  2ΜΡ
�����

 στο σηµείο Μ, τέµνουν τον άξονα  

xx′  αντίστοιχα, στα σηµεία Α, Β. Από το τρίγωνο   ΜΑΒ, έχω ότι 
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aω α β β ω+ = ⇔ = − ⇔ ( )
1

εϕβ εϕω
εϕα εϕ β ω

εϕβ εϕω
−

= − =
+ ⋅

   

 Αν 1 1,x y  είναι  οι συντεταγµένες των σηµείων της ζητούµενης οικογένειας, 

προς διάκριση εκείνων των σηµείων της ( )1, , 0f x y c =  που στο σηµείο Μ είναι 

1 1,  x x y y= =  έχω, στο σηµείο ακριβώς αυτό ότι  
1'

f
dy xy k

fdx
y

εϕα
∂

∂= = = − =
∂

∂

, 

1
1 2

1

'
dy

y k
dx

εϕβ = = =   είναι οι κλίσεις (οι συντελεστές κατεύθυνσης) των 

εφαπτοµένων 1ΜΡ
�����

, 2ΜΡ
�����

   

Άρα, η ( )
1

εϕβ εϕω
εϕα εϕ β ω

εϕβ εϕω
−

= − =
+ ⋅

 από τις 
1'

f
dy xy k

fdx
y

εϕα
∂

∂= = = − =
∂

∂

 

και 1
1 2

1

dy
y k

dx
εϕβ ′= = =  γίνεται 1

11

y
y

y

εϕω

εϕω

′ −
′ =

′+
 

Άρα, από την ( ), , ' 0F x y y =  προκύπτει 1
1 1

1

,  ,  0
1

y
F x y

y

εϕω

εϕω

 ′ −
= 

 ′+ 
 η οποία  

λόγω των 1 1,  x x y y= =   γίνεται 
'

,  ,  0
1 '

y
F x y

y

εϕω
εϕω

 −
= + 

 που είναι µια διαφορική 

εξίσωση 1ης τάξης, από την οποία, ολοκληρώνοντας, παίρνω την οικογένεια 

καµπυλών, που τέµνει την ( )1, , 0f x y c =  υπό σταθερή γωνία ω. Αν η σταθερή αυτή 

γωνία ω, που τέµνονται οι δυο οικογένειες, είναι 
090

2

π
ω = = , τότε 

2

π
εϕω εϕ= = ∞ .  

Επειδή ω β α= − ⇔ ( )
1

εϕβ εϕα
ω β α εϕω εϕ β α

εϕβ εϕα
−

= − ⇔ = − =
+ ⋅

 και από  

1'

f
dy xy k

fdx
y

εϕα
∂

∂= = = − =
∂

∂

, 1
1 2

1

dy
y k

dx
εϕβ ′= = =  και 

2

π
εϕω εϕ= = ∞  προκύπτει 

ότι  2 1

2 11

k k

k k

−
∞ =

+ ⋅
, η οποία για να ισχύει, πρέπει   2 1 1 21 0 1k k k k− ⋅ = ⇔ ⋅ = −

 
δηλαδή 

(πάλι από τις 
1'

f
dy xy k

fdx
y

εϕα
∂

∂= = = − =
∂

∂

 και 1
1 2

1

dy
y k

dx
εϕβ ′= = = )  

1

1

1
1 'y y y

y

−′′ ⋅ = − ⇔ =
′

 Άρα, η ( ), , ' 0F x y y =  παίρνει τη µορφή 
1 1

1

1
,  ,  0F x y

y

 −
=  ′   

ή τελικά 
1

,  ,  0
'

F x y
y

 −
= 

 
, η οποία είναι µια διαφορική εξίσωση 1ης τάξης, που 

ολοκληρώνοντας την, προκύπτει η οικογένεια των καµπυλών, που θα τέµνει την 

( )1, , 0f x y c =  υπό γωνία ορθή. Οι γραµµές της οικογενείας αυτής, που θα 
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προκύψουν από την ολοκλήρωση της εξίσωσης  
1

,  ,  0
'

F x y
y

 −
= 

 
 ονοµάζονται 

ορθογώνιες τροχιές της οικογένειας ( )1, , 0f x y c =    

� Θα µελετήσω το ίδιο πρόβληµα σε πολικές συντεταγµένες  

Όπως µε τις ορθογώνιες συντεταγµένες, έχω τη συνάρτηση ( )1, , 0f cρ θ =  που είναι 

η οικογένεια καµπυλών, η προερχόµενη από τη διαφορική εξίσωση ( ), , ' 0F ρ θ θ =  

Μία από αυτές τις καµπύλες είναι η ( 1C ), η οποία τέµνεται υπό γωνία 

( )1 2 2 1,ω ω ω= ΜΡ ΜΡ = −
����� �����

∢  από την ( 2C ), µια από τις καµπύλες της ζητούµενης 

οικογένειας ( )1 1 1, , 0f cρ θ =  η οποία προέρχεται από την διαφορική εξίσωση  

( )1 1 1, , ' 0F ρ θ ρ =  όπου    1 1,  ρ ρ θ θ= =   

 

Γράφηµα 7 Καµπύλη οικογένειας 

 

Ακριβώς στο σηµείο Μ της τοµής,  είναι  1

d

d

θ
εϕω ρ

ρ
=    και 1

2 1

1

d

d

θ
εϕω ρ

ρ
=  Από το 

σχήµα προκύπτει ότι ( )2 1 1 2 1 2ω ω ω ω ω ω εϕω εϕ ω ω= − ⇔ = − ⇔ = − ⇔  

1
1

2 1
1

12
1

1

1 1

d

d d

dd

d

θ
ρ εϕω

εϕω εϕω θ ρ
εϕω ρ

θεϕω εϕω ρ ρ εϕω
ρ

−
−

= ⇔ = ⇔
+ ⋅ +

 

1 1 1
1

1 1 1

 

 

d d d

d d d

ρ ρ ρ εϕω θ
ρ

θ ρ θ εϕω ρ
+ ⋅

=
⋅ −

  οπότε η ( )1 1 1, , ' 0F ρ θ ρ = γίνεται 

1 1 1
1 1 1

1 1 1

 
,  ,  0

  

d d
F

d d

ρ ρ εϕω θ
ρ θ ρ

ρ θ εϕω ρ
 + ⋅

= − 
 η οποία, λόγω των 1 1,  ρ ρ θ θ= = , γίνεται 

 
, , 0

  

d d
F

d d

ρ ρ εϕω θ
ρ θ ρ

ρ θ εϕω ρ
 + ⋅

= − 
  που είναι η ζητούµενη διαφορική εξίσωση 1ης τάξης 

µε πολικές συντεταγµένες. Ολοκληρώνοντας την 
 

, , 0
  

d d
F

d d

ρ ρ εϕω θ
ρ θ ρ

ρ θ εϕω ρ
 + ⋅

= − 
, 

παίρνω την οικογένεια καµπυλών, που τέµνει την ( )1, , 0f cρ θ = υπό σταθερή γωνία 

ω. Αν αυτή η σταθερή γωνία ω, κατά την οποία τέµνονται οι δύο οικογένειες, είναι

090
2

π
ω = =  δηλαδή στην περίπτωση, που ζητώ τις ορθογώνιες τροχιές της 
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οικογένειας ( )1, , 0f x y c = , σε πολικές συντεταγµένες, έχω 

( )2 1 2 1 2 1
2 2

π π
ω ω ω ω ω εϕ εϕ ω ω= − ⇔ = − ⇔ = − ⇔  

2 1

2 11

εϕω εϕω
εϕω εϕω

−
∞ = ⇔

+ ⋅ 2 11 0εϕω εϕω+ ⋅ =  οπότε λόγω των  1

d

d

θ
εϕω ρ

ρ
= , 

1
2 1

1

d

d

θ
εϕω ρ

ρ
= προκύπτει ότι 

21 1
1

1 1

1 0
d d d d

d d d d

θ θ ρ θ
ρ ρ ρ

ρ ρ θ ρ
+ = ⇔ = − , όποτε η 

( )1 1 1, , ' 0F ρ θ ρ =  γίνεται 
2,  ,  0

d
F

d

θ
ρ θ ρ

ρ
 

= − = 
 

 που είναι η διαφορική εξίσωση 

1ης τάξης, από το γενικό ολοκλήρωµα της οποίας , θα πάρω την οικογένεια καµπυλών, 

που θα τέµνει την ( )1, , 0f cρ θ = υπό ορθή γωνία.  

 

Συµπέρασµα 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για να βρω την οικογένεια των καµπυλών, σε 

ορθογώνιες (ή σε πολικές) συντεταγµένες, που τέµνουν τις καµπύλες µιας άλλης 

οικογένειες υπό σταθερή γωνία ω, διακρίνω τις εξής περιπτώσεις  

� Αν η γωνία ω είναι τυχούσα, βρίσκω τη διαφορική εξίσωση της οικογενείας 

που µου δίνεται, αντικαθιστώ σε αυτήν όπου y′  (ή ρ ′ ) το 
1

y

y

εϕω
εϕω

′ −
′+ ⋅

 (ή το 

 

  

d d

d d

ρ ρ εϕω θ
ρ
ρ θ εϕω ρ

+ ⋅
−

) και τέλος ολοκληρώνω τη διαφορική εξίσωση που έχει 

προκύψει. 

� Αν η γωνία ω είναι ορθή, βρίσκω τη διαφορική εξίσωση της οικογένειας που 

µου δίνεται, αντικαθιστώ σε αυτήν όπου y′  (ή ρ ′ ) το 
1

y

−
′

 (ή το 
2 d

d

θ
ρ

ρ
−  ) και τέλος  

ολοκληρώνω τη διαφορική εξίσωση που έχει προκύψει. 

 

1.3.1 Εφαρµογές των ορθογώνιων τροχιών 

Σε αρκετά προβλήµατα φυσικής, εµφανίζονται δύο οικογένειες καµπυλών  

τέτοιες ώστε κάθε καµπύλη της µιας οικογένειας να τέµνει κάθετα, κάθε καµπύλη της 

άλλης οικογένειας. Π.χ. σε αστρόβιλο δυναµικό πεδίο (π.χ. πεδίο βαρύτητας ή 

ηλεκτροστατικό πεδίο) δυο διαστάσεων (δηλαδή πάνω σε ένα επίπεδο), οι τοµές των 

ισοδυναµικών επιφανειών, αποτελούν µια οικογένεια καµπυλών που τέµνουν κάθετα 

τις δυναµικές γραµµές. Σε δισδιάστατα προβλήµατα αστρόβιλης ροής ασυµπίεστου 

ρευστού, οι καµπύλες κατά µήκος των οποίων η ρευµατική συνάρτηση είναι σταθερή, 

(δηλαδή οι ρευµατικές γραµµές), τέµνουν κάθετα τις καµπύλες κατά µήκος των 

οποίων το δυναµικό της ταχύτητας είναι σταθερό.  

Θεωρώ µια µονοπαραµετρική οικογένεια επιπέδων καµπυλών  ( ), , 0F x y c =  

και αναζητώ µια άλλη µονοπαραµετρική οικογένεια επιπέδων καµπυλών 

( ), , 0G x y k =  µε την ιδιότητα κάθε καµπύλη της οικογένειας ( ), , 0G x y k =  να 

τέµνει κάθετα κάθε καµπύλη της οικογένειας ( ), , 0F x y c = . Οι ζητούµενες 

καµπύλες, ονοµάζονται ορθογώνιες τροχιές των καµπυλών της οικογένειας 

( ), , 0F x y c =  Βρίσκω πρώτα τη διαφορική εξίσωση που περιγράφει τις καµπύλες της 

αρχικής οικογένειας. Παραγωγίζοντας την ( ), , 0F x y c =  ως προς  x   και 



18 

 

απαλείφοντας τη σταθερά  c  µεταξύ της ( ), , 0F x y c =  και της εξίσωσης από την 

παραγώγιση, παίρνω την  ( , )
dy

f x y
dx

=  Oι ορθογώνιες τροχιές της ( ), , 0F x y c = είναι 

λύσεις της διαφορικής εξίσωσης  
1

( , )

dy

dx f x y

−
=   

 

Ηλεκτροµαγνητισµός 

Σε ένα δυσδιάστατο ηλεκτρικό (ή µαγνητικό) πεδίο, οι ισοδυναµικές του 

καµπύλες είναι εκείνες σε κάθε σηµείο των οποίων το δυναµικό έχει σταθερή τιµή. Οι 

ορθογώνιες τροχιές, οι κάθετες στις ισοδυναµικές καµπύλες, δίνουν το ηλεκτρικό 

πεδίο. Η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου, είναι ένα διάνυσµα εφαπτόµενο των 

ορθογωνίων τροχιών και κάθετο στις ισοδυναµικές καµπύλες.  

 

Μηχανική των ρευστών  

Θεωρώ τις ισοδυναµικές καµπύλες ενός ρευστού, δηλαδή εκείνες τις 

καµπύλες, σε κάθε σηµείο των οποίων το δυναµικό του ρευστού παραµένει σταθερό. 

Οι ορθογώνιες τροχιές των ισοδυναµικών καµπυλών είναι οι ρευµατικές γραµµές, οι 

οποίες αποτελούν τις τροχιές που ακολουθούν τα µόρια του ρευστού κατά τη 

διάρκεια της ροής του ρευστού.  

 

Θερµική αγωγιµότητα 

Έστω µεταλλική πλάκα, της οποίας τα σηµεία δεν έχουν την ίδια 

θερµοκρασία. Οι καµπύλες σε κάθε σηµείο των οποίων η θερµοκρασία έχει την ίδια 

τιµή, λέγονται ισοθερµικές.  Η οικογένεια των ορθογωνίων καµπυλών, είναι οι 

καµπύλες κατά µήκος των οποίων διαδίδεται η θερµότητα. 

 

Εφαρµογή 8 

Να βρεθεί η οικογένεια των καµπυλών, που τέµνει τις ευθείες y cx=  υπό 

γωνία 
090ω = . 

Λύση  

Βρίσκω τη διαφορική εξίσωση της οικογένειας y cx= . ∆ηλαδή παραγωγίζω την 

y cx= ως προς x  και έχω 'y c=  Από τις y cx=  και  'y c= παίρνω την '
y

y
x

= , που 

είναι ζητούµενη  διαφορική εξίσωση. Στην '
y

y
x

=  αντικαθιστώ όπου y′ , το 

1

y

y

εϕω
εϕω

′ −
′+ ⋅

 και γίνεται 

0

0

30

1 30

y y

y x

εϕ
εϕ

′ −
= ⇔

′+ ⋅
                 

                                  
0

0

3 3
30

30 3 3

y
y x dy xy

yx y dx

x

εϕ
εϕ

++ ⋅′ = ⇔ =
− ⋅ −

 που είναι οµογενής διαφορική εξίσωση η οποία 

µε την αντικατάσταση ,  
y

x x u
x

= =  µετατρέπεται στη διαφορική εξίσωση 
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χωριζοµένων µεταβλητών,
( )

2

3
0,

1

u dudx

x u

−
+ =

+
 που έχει γενική λύση 

( ) ( )2

1ln 1 3 lnx u u cτοξ εϕ+ = +            

H ( ) ( )2

1ln 1 3 lnx u u cτοξ εϕ+ = + , από την αντικατάσταση ,  
y

x x u
x

= = , 

γίνεται 
2 2

1ln 3 ln
y

x y c
x

τοξεϕ  + = + 
 

 που είναι µία οικογένεια των καµπυλών, 

που τέµνει τις ευθείες y cx=  κατά γωνία
030    

 

 

Παρατήρηση 

Αν αντικαταστήσω µε 
y y

x x
τοξεϕ θ εϕθ  = ⇔ = 

 
 και 

2 2
x y ρ+ =  δηλαδή 

µε πολικές συντεταγµένες το ( ),x y , τότε η 
2 2

1ln 3 ln
y

x y c
x

τοξεϕ  + = + 
 

 γίνεται 

3.3l l c c e θηρ θ η ρ= ⋅ + ⇔ = ⋅   Άρα, η ζητούµενη οικογένεια των καµπυλών είναι 

µια οικογένεια λογαριθµικών ελίκων (του παραπάνω σχήµατος). 

 

Εφαρµογή 9 

Να βρεθούν οι ορθογώνιες τροχιές της οικογένειας των παραβολών 
2y cx=  

Λύση       

Βρίσκω τη διαφορική εξίσωση της οικογένειας 
2y cx= . Παραγωγίζοντας την 

2y cx= ως προς x , έχω 2y cx′ =  οπότε, 
2

y
c

x

′
=  άρα, 

2 2

2 2

y y
y cx x x

x

′ ′
= = =  δηλαδή, 

Γράφηµα 8 Οικογένεια καµπυλών 
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2y
y

x
′ =  Στην 

2y
y

x
′ = αντικαθιστώ όπου y′ , το 

1

y

−
′

 και γίνεται 

1 2 1 2 2

 

y dx

y x y y x y dy x

− − −
= ⇔ = ⇔ = ⇔

′ ′
 

2 2

1

 1
 

2 2 2 2

x dx y x
y dy c

− −
= ⇔ = + ⇔

2 2
2

2
4 2

x y
c+ =  όπου 

2

2 1c c=   

Η  
2 2

2

2
4 2

x y
c+ =  είναι η γενική λύση της 

 
 

2

x dx
y dy

−
= , δηλαδή είναι η 

οικογένεια των καµπυλών, που τέµνει ορθογώνια την οικογένεια των παραβολών 

2y cx= . Η οικογένεια 
2 2

2

2
4 2

x y
c+ =  όπως δείχνει το σχήµα, είναι µια οικογένεια 

ελλείψεων µε 2 22 ,  2a c b c= =   

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 10 

Να βρεθούν οι ορθογώνιες τροχιές της οικογένειας 
2 2x y cx+ =  

Λύση  

Βρίσκω τη διαφορική εξίσωση της οικογένειας 
2 2x y cx+ = .  

Παραγωγίζω την 
2 2x y cx+ =   ως προς x  και έχω 2 2x y y c′+ ⋅ =  άρα,  

( )
2 2

2 2 2 2
2

y x
x y x y y x y

xy

−
′ ′+ = + ⋅ ⇔ =   

Για να βρω τις ορθογώνιες τροχιές τής 
2 2x y cx+ = , αντικαθιστώ στην 

2 2

2

y x
y

xy

−
′ =  όπου y′ , το 

1

y

−
′

  και προκύπτει η οµογενής διαφορική εξίσωση 

2 2

2 2

1 2

2

y x dy xy

y xy dx x y

− −
= ⇔ =

′ −
 η οποία µετά από την αντικατάσταση  ,  

y
x x u

x
= =

 

 

Γράφηµα 9 Οικογένεια ελλείψεων 
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ανάγεται στη διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών 

( )
( ) ( )

2

22 2

1 .

11 1

u dudx du u du

x uu u u u

−
= = −

++ +
 και επειδή 

( )
( )

2 22

1 01 A B 1

1 11

uu

u u u uu u

− ++ Γ
= + = +

+ ++
  προκύπτει ότι 

2 2

  

1 1

du u du u du dx

u u u x
− − = ⇔

+ +
 

2

2  

1

du u du dx

u u x
− = ⇔

+

( )2

2

1

1

d udu dx

u u x

+
− = ⇔

+∫ ∫ ∫  

2

11l u l u l x l cη η η η− + = + ⇔  

( )2

1
1l u l u l x l cη η η η− + + = ⇔

( ) 12 1

u
l l c

x u
η η= ⇔

+
 

( ) 12 1

u
c

x u
=

+
 η οποία µετά από την αντικατάσταση ,  

y
x x u

x
= =  γίνεται 

2 2

2x y c y+ =

 

η οποία είναι η γενική λύση της 
2 2

2dy xy

dx x y
=

−
, δηλαδή η οικογένεια 

των καµπυλών (κύκλων), η οποία τέµνει ορθογώνια  την οικογένεια των κύκλων 
2 2x y cx+ =  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εφαρµογή 11 

Να βρεθεί η οικογένεια των καµπυλών, που τέµνει τις καµπύλες 2c e
θ

ρ = ⋅  υπό 

σταθερή γωνία 
045ω =   

Λύση     

Βρίσκω τη διαφορική εξίσωση της οικογένειας 2c e
θ

ρ = ⋅ , των λογαριθµικών 

ελίκων. Παραγωγίζω δηλαδή την 2c e
θ

ρ = ⋅  ως προς θ και έχω 2

2

c
e
θ

ρ ′ =    

Γράφηµα 10 Οικογένεια κύκλων 
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Απαλείφοντας το c  µεταξύ των 2c e
θ

ρ = ⋅ και 2

2

c
e
θ

ρ ′ = , παίρνω '
2

ρ
ρ =  που είναι η 

ζητούµενη διαφορική εξίσωση που ζητώ. Στην '
2

ρ
ρ =  αντικαθιστώ όπου 'ρ  το  

 

  

d d

d d

ρ ρ εϕω θ
ρ
ρ θ εϕω ρ

+ ⋅
−

και όπου 
045ω = , οπότε προκύπτει 

0

0

45  1

 45  2

d d

d d

ρ ρ εϕ θ
ρ ρ
ρ θ εϕ ρ

+ ⋅
= ⇔

−  
 1

 2

d d

d d

ρ ρ θ
ρ θ ρ

+
= ⇔

−
 

3
d

d
ρ

θ
ρ

= − ⇔ 3
d

d
ρ

θ
ρ

= − ⇔∫ ∫ ( ) 3

1 1 13 3 .l c l c l c cθ η ρ η ρ η−
= − − = =  

Άρα, 
3 3 3 3 3

1 1 2c e c e c e
θ

θ θρ ρ ρ
−

− − − −= ⇔ = ⇔ =  που είναι η γενική λύση της 

0

0

45  

 45  2

d d

d d

ρ ρ εϕ θ ρ
ρ
ρ θ εϕ ρ

+ ⋅
=

−
 δηλαδή η οικογένεια των καµπυλών (λογαριθµικών 

ελίκων), η οποία τέµνει την οικογένεια των ελίκων 2c e
θ

ρ = ⋅ , υπό γωνία 
045 .ω =  

 

Γράφηµα 11 Οικογένεια λογαριθµικών ελίκων 

          

Εφαρµογή 12 

Να βρεθούν οι ορθογώνιες τροχιές της οικογένειας  ( )2cρ ηµ θ=  µε 0c >  

και 0
4

π
θ< <  των ανοικτών ληµνίσκων του Bernoulli. 

Λύση   

Βρίσκω τη διαφορική εξίσωση της οικογένειας ( )2cρ ηµ θ= , δηλαδή 

παραγωγίζω ως προς θ  την εξίσωση ( )2 2 2cρ ηµ θ= ⋅  που προέκυψε από την 

( )2cρ ηµ θ=  και έχω ( )2 2cρ ρ συν θ′⋅ = ⋅  Απαλείφοντας το c  µεταξύ των 

( )2 2 2cρ ηµ θ= ⋅ και ( )2 2cρ ρ συν θ′⋅ = ⋅ , προκύπτει ( )2ρ ρ σϕ θ′ = ⋅  που είναι η 

ζητούµενη εξίσωση. Για τον υπολογισµό των ορθογώνιων τροχιών 
2

π
ω = 
 

 της 
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οικογένειας ( )2cρ ηµ θ= , αν αντικαταστήσω στην ( )2ρ ρ σϕ θ′ = ⋅  όπου ρ′  το 

2 d

d

θ
ρ

ρ
−  προκύπτει ότι 

        
( )2 2

d

d

θ
ρ ρ σϕ θ

ρ
− = ⋅ ⇔

 

( )2  
d

d
ρ

εϕ θ θ
ρ

= − ⇔ ( )2  
d

d
ρ

εϕ θ θ
ρ

= − ⇔∫ ∫  

( )( )1
2

2
l l cη συν θ ηρ

−
= − − ⇔  

( )( ) 1

1
2

2
l l l cη συν θ ηρ η

−
= − +  όπου 1c l cη− =  

Άρα, ( )1 2cρ συν θ=  που είναι η γενική λύση της ( )2  
d

d
ρ

εϕ θ θ
ρ

= −  

δηλαδή είναι µια οικογένεια ανοικτών τετάρτων ληµνίσκων του Bernoulli. 

 

 

 

Γράφηµα 12 Ληµνίσκος του Bernoulli 

 

2. Τεχνολογικές  εφαρµογές  

2.1 Μηχανική 

Εφαρµογή 13 

Αλεξιπτωτιστής  πέφτει, ξεκινώντας από κατάσταση ηρεµίας. Το σύστηµα 

αλεξιπτωτιστή – αλεξίπτωτου έχει βάρος  W kg . Στο αλεξίπτωτο ενεργεί δύναµη, που 

οφείλεται στην αντίσταση του αέρα, ανάλογη κάθε στιγµή µε την ταχύτητα, κατά τη 

διάρκεια της πτώσης. Αν ο αλεξιπτωτιστής πέφτει κατακόρυφα προς τα κάτω και το 

αλεξίπτωτο είναι ήδη ανοιχτό όταν αρχίζει το πήδηµα, περιγράψτε την κίνηση που 

επακολουθεί. 

Μαθηµατική διατύπωση  

Αρχικά, σχεδιάζω το φυσικό διάγραµµα. 
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Γράφηµα 13 Πτώση αλεξιπτωτιστή 

  

Έστω Α η αρχή της κίνησης και ΑΒ η κατεύθυνση κατά τη θετική φορά του 

κατακόρυφου άξονα y . Οι δυνάµεις, που ενεργούν είναι το βάρος του συστήµατος W 

(προς το έδαφος) και η αντίσταση R του αέρα  (προς τα πάνω). Η συνισταµένη 

δύναµη, µε κατεύθυνση θετική (προς τα κάτω),  είναι ίση µε W R− . Επειδή η R είναι 

ανάλογη προς το µέτρο της ταχύτητας, είναι   R β υ= ⋅    όπου β  είναι η σταθερά της 

αναλογίας. Η ταχύτητα υ είναι πάντοτε θετική, δηλαδή υ υ= , άρα η  R β υ= ⋅   

γράφεται ως R β υ= ⋅   

Συνεπώς, η συνισταµένη δύναµη είναι  W R W β υ− = − ⋅ . Από τον 2ο νόµο 

του Newton, παίρνω 
W d

W
g dt

υ
β υ⋅ = − ⋅  Επειδή ο αλεξιπτωτιστής ξεκινά από την 

ηρεµία (χωρία αρχική ταχύτητα), δηλαδή  0υ =   τη χρονική στιγµή 0t = , η πλήρης 

µαθηµατική έκφραση  της κίνησης του είναι  
W d

W
g dt

υ
β υ⋅ = − ⋅  µε 0υ = , 0t =            

Λύση  

Η διαφορική εξίσωση 
W d

W
g dt

υ
β υ⋅ = − ⋅ είναι χωριζοµένων µεταβλητών, οπότε  έχω 

 W d
g dt

W

υ
β υ

= ⋅
− ⋅

  και ολοκληρώνοντας προκύπτει ( ) 1

W
l W g t cη β υ

β
−

⋅ − ⋅ = ⋅ +  

Όταν 0υ = , κατά τη χρονική στιγµή 0t = , παίρνω 1

lnW W
c

β
− ⋅

=   

Άρα,  η ( ) 1

W
l W g t cη β υ

β
−

⋅ − ⋅ = ⋅ + γίνεται ( )ln ln
W W

W g t Wβ υ
β β
−

⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ ⇔  

ln
W g t

W W

β
β υ

⋅ ⋅
= ⇔

− ⋅ ( )1
tg
W

W
e

β
υ

β
− ⋅ ⋅

= −   

Από τη σχέση αυτή παρατηρώ ότι lim
t

W
υ

β→∞
= ( σταθερά) 

Επίσης µπορώ να ορίσω το διάστηµα πτώσης s , που διένυσε ο 

αλεξιπτωτιστής µε το αλεξίπτωτο του, ως  συνάρτηση του χρόνου. Επειδή 
ds

dt
υ = , η 

( )1
tg
W

W
e

β
υ

β
− ⋅ ⋅

= − γίνεται ( ) ( )1 1  
t tg g
W W

ds W W
e ds e dt

dt

β β

β β
− ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅

= − ⇔ = −   της οποίας 

το ολοκλήρωµα είναι 2

tg
W

W W
s t e c

g

β

β β
− ⋅ ⋅ 

= + + ⋅ 
  



25 

 

Όταν 0s = , κατά τη χρονική στιγµή 0t =  , η 2

tg
W

W W
s t e c

g

β

β β
− ⋅ ⋅ 

= + + ⋅ 
 

δίνει 
2

2 2

W
c

gβ
−

=
⋅

και γίνεται 

g t

W
W W W

x t e
g g

β

β β β

⋅ ⋅
− 

= ⋅ + ⋅ − 
⋅ ⋅ 

   

Οι γραφικές παραστάσεις των συντεταγµένων  ( ) ( )1 2,  s f t f tυ= =  είναι οι 

ακόλουθες. 

 

Γράφηµα 14 Γραφικές παραστάσεις συναρτήσεων 

 

Εφαρµογή 14 

Υλικό σηµείο αφήνεται να πέσει µέσα σε υγρή µάζα µε αρχική ταχύτητα ίση 

µε µηδέν. Η αντίσταση της µάζας είναι τέτοια, που η επιτάχυνση γ και η ταχύτητα υ 

συνδέονται µε τη σχέση  4 .gγ υ= −  Ποια είναι η εξίσωση της κίνησης; 

Μαθηµατική διατύπωση 

Επειδή ισχύει ότι 
d

dt

υ
γ = , η  4gγ υ= −  γίνεται  4

4

d d
g dt

dt g

υ υ
υ

υ
= − ⇔ =

−
 

Ολοκληρώνοντας,  έχω ( )4 4l g t gη υ− = − + ⇔  

44 tg g eυ −− = ⋅ ⇔ ( )41
4

tg
eυ −= −  

Επειδή ισχύει ότι  
ds

dt
υ = , η ( )41

4

tg
eυ −= −  δίνει τη διαφορική εξίσωση 

( )41
4

tds g
e

dt

−= −    

Λύση  

Η διαφορική εξίσωση ( )41
4

tds g
e

dt

−= −  όπως και η 
4

d
dt

g

υ
υ
=

−
,  είναι χωριζοµένων 

µεταβλητών. Ολοκληρώνοντας την, παίρνω ( )44
16

tg
s t e c−= + +    

       Υποθέτοντας ότι 0s =   κατά τη χρονική στιγµή 0t = , βρίσκω 1c = −  

οπότε η εξίσωση της κίνησης  είναι ( )44 1
16

tg
s t e−= + −  Από την ( )41

4

tg
eυ −= −

παρατηρώ ότι, όταν t →∞  , τότε η ταχύτητα έχει lim
4t

g
υ

→∞
=  
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Εφαρµογή 15 

Μια δύναµη F εφαρµόζεται σε ένα υλικό σηµείο Μ µάζας m  και το αναγκάζει 

να κινείται ευθύγραµµα πάνω στη διεύθυνση επενέργειας της. Στο Μ εφαρµόζεται 

επίσης µια αντίδραση R, ανάλογη µε της ταχύτητάς του. Με τις αρχικές συνθήκες 

( )0 0υ =  να βρεθεί η ταχύτητα του Μ για κάθε χρονική στιγµή t. 

Λύση 

Το Μ δέχεται µια δύναµη Fολ   που είναι η συνισταµένη της F και της R. 

∆ηλαδή  F Fολ αυ= −  όπου 0α =  συντελεστής αναλογίας της ταχύτητας.  

Σύµφωνα µε τον θεµελιώδη νόµο της Μηχανικής είναι 
d

m F
dt

υ
αυ= − . Αυτή 

η διαφορική εξίσωση είναι χωριζοµένων µεταβλητών, και  γίνεται  
d

m dt
F

υ
αυ

=
−

.  

Ολοκληρώνοντας έχω   
( )d Fm

dt
a F

αυ
αυ
−−

= ⇔
−∫ ∫   

( )ln
m

F t c
a

αυ
−

− = + ⇔ ( )ln
at ac

F
m m

αυ
−

− = − ⇔  

( )a
t c

mF eαυ
−

+
− = ⇔

( )a
t c

mF e

a
υ

−
+

−
=                                            

Για να προσδιορίσω τη σταθερά c , αντικαθιστώ τις αρχικές συνθήκες στη 

( )a
t c

mF e

a
υ

−
+

−
=  και βρίσκω ln

m
c F

a

−
=   Την τιµή αυτή, την αντικαθιστώ στη 

( )a
t c

mF e

a
υ

−
+

−
= και  παίρνω τη ζητούµενη συνάρτηση της ταχύτητας. 

 

2.2 Ηλεκτρικά κυκλώµατα                         

Εφαρµογή 16 

Μια γεννήτρια έχει ηλεκτρεγερτική δύναµη (ΗΕ∆) 100V και συνδέεται σε 

σειρά, µε µια αντίσταση 10 Ω και µε µια επαγωγική αντίσταση 2 H. Αν ο διακόπτης Κ 

είναι κλειστός κατά τη χρονική στιγµή 0t = , να βρεθεί η διαφορική εξίσωση του 

ρεύµατος και να προσδιοριστεί η ένταση ως προς το χρόνο t. 

Μαθηµατική διατύπωση  

Σχεδιάζω το ηλεκτρικό κύκλωµα 

   

Γράφηµα 15 Ηλεκτρικό κύκλωµα RL 
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Αν Ι το ρεύµα (σε A) που διατρέχει το κύκλωµα, έχω  

� Τάση τροφοδοσίας 100V 

� Πτώση τάσης από την ωµική αντίσταση 10RE I R I= ⋅ = ⋅    

� Πτώση τάσης από την επαγωγική αντίσταση 2
L

dI dI
E L

dt dt
= = .  

� Από τον αντίστοιχο κανόνα του Kirchhoff 
dI

E L R I
dt

= + ⋅ ⇔  

100 2 10
dI

I
dt

= + ⇔ 50 5
dI

I
dt

= + ⇔ 5 50 0
dI

I
dt

+ − =     

Εφόσον ο διακόπτης είναι κλειστός τη χρονική στιγµή 0t = , πρέπει να είναι 0I =  

Λύση 

Η 5 50 0
dI

I
dt

+ − = είναι γραµµική διαφορική εξίσωση 1ης τάξης µε  ( ) 05g t t= , 

( ) 050h t t= − οπότε ( ) 1 5 5g t dt dt t c= = + ⇔∫ ∫
( )  5g t dt te e∫ =  , 

( ) 5g t dt te e
− −∫ =  ,  

( ) ( )  5 5

250 10
g t dt t th t e dt e dt e c∫ = − = − +∫ ∫                        

Άρα, η γενική λύση της 5 50 0
dI

I
dt

+ − = είναι ( )5 5 5

210 10t t tI e c e ce− −= + = +             

Εφόσον τη χρονική στιγµή 0t =   είναι 0I = , η 
5 10tI ce−= +   δίνει 10c = −   Άρα, 

( )510 1 tI e−= −   

     

Εφαρµογή 17 

Ένας τροφοδότης, που έχει ηλεκτρεγερτική δύναµη (ΗΕ∆)  
5200 tE e−= ⋅  

συνδέεται σε σειρά, µε µία αντίσταση 200 Ω και έναν πυκνωτή 0,001 F.  

Υποθέτοντας ότι 0Q =  όταν 0t = , να βρεθεί το φορτίο και η ένταση του ρεύµατος 

την κάθε χρονική στιγµή. ∆είξτε ότι το φορτίο λαµβάνει µια µέγιστη τιµή, υπολογίστε 

την και βρείτε πότε γίνεται αυτό. 

Μαθηµατική διατύπωση 

Όπως φαίνεται στο σχήµα,  έχω ρεύµα τροφοδοσίας 
5200 tE e−= , πτώση 

τάσης από ωµική αντίσταση 
5200 tE e−= , πτώση τάσης από τον πυκνωτή 

100
0,01

c

Q Q
E Q

C
= = =

 

                    

Γράφηµα 16 Ηλεκτρικό κύκλωµα RC 
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Άρα, ο κανόνας του Kirchhoff  
Q

I R E
C

⋅ + =   γίνεται 520 100 200 tI Q e−+ =  

και επειδή 
dQ

I
dt

= η  520 100 200 tI Q e−+ = γίνεται 
520 100 200 tdQ

Q e
dt

−+ = ⇔

55 10 0tdQ
Q e

dt

−+ − =  

 Λύση     

Η 
55 10 0tdQ

Q e
dt

−+ − =  είναι γραµµική διαφορική εξίσωση 1ης τάξης µε 

( ) 5g t t= , ( ) 510 th t e−= −  οπότε παίρνω ( ) 1 5 5g t dt dt t c= = + ⇔∫ ∫
( ) 5g t dt te e∫ =  και 

( ) 5g t dt te e
− −∫ =   

( ) ( ) 5 5

2 10  10
g t dt t th t e dt e e dt t c−∫ = − = − +∫ ∫  

Άρα, η γενική λύση της 
55 10 0tdQ

Q e
dt

−+ − = είναι ( ) 510 tQ c t e−= +              

Εφόσον κατά τη χρονική στιγµή 0t =   είναι 0Q = , από την ( ) 510 tQ c t e−= + παίρνω 

0c =  άρα τότε είναι  510 tQ te−= και επειδή 
dQ

I
dt

= , είναι 

( )5

5 5
10

10 50

t

t t
d te

I e te
dt

−
− −= = −  που είναι  η τιµή της έντασης του  ρεύµατος σε 

σχέση µε τον χρόνο  t  . Για να βρω το max του Q, θέτω 0 0
dQ

I
dt

= ⇔ = οπότε από 

την 
5 510 50t tI e te− −= − έχω 

5 510 50 0t te te− −− = ⇔
1

5
t

′′
=  

Για 
1

5
t

′′
= η  510 tQ te−= δίνει  

1
5

5
1 2

10 0,74 
5

Q e C
e

− ⋅
= = ≃  

 

Εφαρµογή 18 

 Ένα ηλεκτρικό κύκλωµα περιλαµβάνει σε σειρά πηνίο µε συντελεστή 

αυτεπαγωγής L , ωµική αντίσταση R , ηλεκτρική πηγή ΗΕ∆  E  και διακόπτη ∆ . Να 

βρεθεί το ρεύµα i  που διαρρέει το κύκλωµα κάθε χρονική στιγµή, αµέσως µετά το 

κλείσιµο του διακόπτη. 

Λύση 

Μόλις κλείσει ο διακόπτης, δηλαδή µόλις κυκλοφορήσει ρεύµα στο κύκλωµα, 

τότε εµφανίζονται οι παρακάτω τάσεις: 

α) στα άκρα του πηνίου  
di

L
dt

 

β) στα άκρα της αντίστασης Ri  
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Εφαρµόζοντας τον κανόνα του Kirchhoff για τη τάση,  έχω 
di

L Ri E
dt

+ = ⇔

di R E
i

dt L L

−
= +

  
Η  

di R E
i

dt L L

−
= +  είναι γραµµική, οπότε η γενική της λύση είναι 

R R
dt dt

L L
E

i e c e dt
L

−  ∫ ∫= + 
 

∫  ή  
R R

t t
L L

E
i e c e

R

−  
= + 

 
        

      Για να προσδιορίσω τη σταθερά c , αντικαθιστώ στην 
R R

t t
L L

E
i e c e

R

−  
= + 

 
τις 

αρχικές συνθήκες που είναι ( )0 0c =  και παίρνω 
E

c
R

= −  .  Άρα,  η µερική λύση της 

di R E
i

dt L L

−
= + είναι 1

R
t

LE
i e

R

 
= − 

 
 

 

2.3 Γεωµετρική οπτική       

Εφαρµογή 19 (Πρόβληµα του Biot)  

Να βρεθεί καµπύλη (C) του επιπέδου έτσι που όλες οι φωτεινές ακτίνες, που 

εκπέµπονται από σταθερό σηµείο Ο, αφού ανακλαστούν δύο φορές επί της (C), να 

διέρχονται και πάλι από το Ο. 

Μαθηµατική διατύπωση 

Λαµβάνοντας ως πόλο το σταθερό σηµείο Ο, εργάζοµαι σε πολικές 

συντεταγµένες, ως εξής: Έστω ( ),ρ θΜ , ( )1 1,ρ θΜ τα σηµεία πρόσπτωσης µιας 

φωτεινής ακτίνας από το Ο και ω, 1ω  οι γωνίες που σχηµατίζονται στα σηµεία  Μ, 

1Μ  αντίστοιχα, από τις εφαπτόµενες της (C) στα σηµεία αυτά και από τις πολικές 

ακτίνες ΟΜ, ΟΜ1, όπως στο παρακάτω σχήµα.  

Είναι  1 1 1 1 σταθερήθ θ ω ω ω θ ω θ ϕ− = − ⇔ − = − = =
 

Αν  kεϕϕ = , τότε ( )
1

k k
εϕω εϕθ

εϕ ω θ
εϕω εϕθ

−
− = ⇔ =

+ ⋅
 Από τη θεωρία ισχύει ότι 

d

d

θ
εϕω ρ

ρ
=                   

 

Γράφηµα 17 Πρόβληµα του Biot

 

Συνεπώς,  η  
1

k
εϕω εϕθ
εϕω εϕθ

−
=

+ ⋅
  γίνεται 

1

d

d
k

d

d

θ
ρ εϕθ

ρ
θ

ρ εϕθ
ρ

−
= ⇔

+
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d d
k

d d

ρ θ εϕθ ρ
ρ ρ εϕθ θ

−
= ⇔

+
1d

d
k

ρ εϕθ
θ

ρ εϕθ
−

=
+

                                                                                                    

Λύση   

Η 
1d

d
k

ρ εϕθ
θ

ρ εϕθ
−

=
+

είναι διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών και 

δίνει γενικό ολοκλήρωµα ( ) 1l l k l cηρ η συνθ ηµθ η= + + ⇔ ( )1c kρ συνθ ηµθ= +  

Αυτή η οικογένεια των καµπυλών είναι µια οικογένεια κύκλων, που διέρχονται από 

το Ο. 

 

Εφαρµογή 20  

Ένα κάτοπτρο που έχει την ιδιότητα να ανακλά τις ακτίνες µιας φωτεινής 

πηγής κατά παράλληλη δέσµη ορισµένες διεύθυνσης, κόβεται από ένα επίπεδο που 

διέρχεται από τον άξονα περιστροφής του. Να βρεθεί η εξίσωση της τοµής αυτού. 

Λύση 

Ζητώ την εξίσωση ( )y f x= της καµπύλης (τοµής ) του κατόπτρου. Θεωρώ 

τη πηγή Ο ως αρχή του ορθοκανονικού συστήµατος των συντεταγµένων και ως 

οριζόντιο άξονα των x , τη διεύθυνση της δέσµης των παράλληλων ακτινών. Έστω 

ΟΜ µια φωτεινή ακτίνα, που η ανακλώµενη της είναι η ΛΜ. Στο Μ φέρνω την 

εφαπτοµένη της καµπύλης και την κάθετη σε αυτή ΜΚ. Επειδή η γωνία 

προσπτώσεως είναι ίση µε τη γωνία ανακλάσεως π, θα είναι ίσες και οι 

συµπληρωµατικές γωνίες. ∆ηλαδή ˆ ˆϕ α= .  Η 2xOM a=  ως εξωτερική γωνία του 

τριγώνου ΜΟΤ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Άρα, ( ) ( )2xOMεϕ εϕ α= .  Από ( )
2

2
2

1

εϕα
εϕ α

εϕ α
=

−
, είναι ( )

2

2

1
xOM

εϕα
εϕ

εϕ α
=

−

Από το τρίγωνο ΟΚΜ είναι ( ) y
xOM

x
εϕ = , άρα 

2

2

1

y

x

εϕα
εϕ α

=
−

 

Είναι y εϕα′ = , άρα 
( )2

2

1

y y

x y

′
=

′−
, άρα 

1

2 2

y y

x y

′
= −

′
, άρα ( )2

2y xy y y′ ′= +    

   Η ( )2
2y xy y y′ ′= + είναι η διαφορική εξίσωση  της ζητούµενης καµπύλης. 

Πολλαπλασιάζοντας και τα δύο µέλη αυτής επί y  παίρνω ( )22 2y xyy yy′ ′= + . Με 

τον µετασχηµατισµό 2z y= , η ( )22 2y xyy yy′ ′= + γίνεται ( )2
2z xyy yy′ ′= +  και 

επειδή 2z yy′ ′= , είναι ( )2
z xz yy′ ′= + .  

Γράφηµα 18 Ανάκλαση φωτεινής ακτίνας σε κάτοπτρο 
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Όµως 
( ) ( )

2

22 2
2 4

zz
z y z yy yy yy

′′
′ ′ ′ ′= ⇔ = ⇔ = ⇔ =  

Άρα, 
( )2

4

z
z xz

′
′= +  η οποία είναι διαφορική εξίσωση του Clairaut µε γενική λύση 

2

4

c
z cx= +  Από  2z y=   η  

2

4

c
z cx= +   γίνεται  

2
2

4

c
y cx= +   η οποία είναι η 

εξίσωση µιας οικογένειας παραβολών.    

 

2.4 ∆ιαλύµατα 

Εφαρµογή 21 

  Το δοχείο του παρακάτω σχήµατος, χωρητικότητας 
3 V m  είναι  γεµάτο µε 

καθαρό νερό και οι στρόφιγγες 1 2 3, ,Σ Σ Σ  είναι κλειστές. Αν το νερό που παρέχει στο 

δοχείο η  1Σ  είναι καθαρό, ενώ η 2Σ  αναµειγµένο µε αλάτι υπό αναλογία 
3

gr

cm

α
β

 και 

οι παροχές  των 1 2,Σ Σ είναι  
3

 
sec

cm
β  ενώ της 3Σ  είναι 

3

2  
sec

cm
β , να βρεθεί η 

ποσότητα του άλατος στο δοχείο, µετά από χρόνο  sect  από το ταυτόχρονο άνοιγµα 

των 1 2 3, ,Σ Σ Σ . Υποθέτω ότι κάθε στιγµή η ανάµειξη άλατος και νερού είναι τέλεια 

και η ροή είναι οµοιόµορφη. 

Μαθηµατική διατύπωση 

Αν η στιγµή του σύγχρονου ανοίγµατος των 1 2 3, ,Σ Σ Σ   είναι η αρχή µέτρησης 

του  χρόνου υποθέτω ότι µετά πάροδο   sect υπάρχουν στο δοχείο x  gr αλάτι. Τότε, η 

ανά µονάδα όγκου περιεχόµενη στο δοχείο ποσότητα (ή συγκέντρωση)  άλατος είναι  

x

V
 Άρα, η ζητούµενη διαφορική εξίσωση διατυπώνεται ως εξής 2

dx x
a

dt V
β= − , 

0 x≤ < +∞  ή 2 0
dx x

a
dt V

β+ − =   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Λύση   

Η  2 0
dx x

a
dt V

β+ − = είναι γραµµική διαφορική εξίσωση 1ης τάξης µε 

( ) 01
2g t t

V
β= , ( ) 0h t at= −  οπότε η γενική λύση της είναι  

2
2

2

t
VaV ce

x
β

−
−

=  µε 

0 t≤ < +∞  και 0c ≠  Αν 0c =   τότε έχω µια µερική λύση, την 
2

aV
x

β
= .  Στο παρών 

Γράφηµα 19 ∆εξαµενή νερού µε 3 στρόφιγγες 
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πρόβληµα, πρέπει για 0t =  να έχω 0x = , οπότε η 

2
2

2

t
VaV ce

x
β

−
−

= δίνει  c aV=  

Άρα, η λύση του προβλήµατος δίνεται από τον τύπο 
2

1
2

t
V

aV
x e

β

β

− 
= − 

 
 

                  

2.5 Θερµότητα – θερµοδυναµική    

Εφαρµογή 22 

Ένας µακρύς χαλύβδινος σωλήνας, ειδικής θερµικής αγωγιµότητας 0,15k =
µονάδες στο µετρικό σύστηµα C.G.S (cm, gr, sec) έχει εσωτερική ακτίνα 10 cm  και 

εξωτερική ακτίνα 20 cm . Η εσωτερική επιφάνεια, διατηρείται στους
0200  C  ενώ η 

εξωτερική επιφάνεια στους 
050  C . Να βρεθούν:  

� Η θερµοκρασία, ως συνάρτηση της απόστασης r  από τον κοινό άξονα των 

οµόκεντρων κυλίνδρων.  

� Η θερµοκρασία, για 15 r cm=    

� Η θερµότητα που χάνεται ανά λεπτό, σε ένα κοµµάτι σωλήνα, µήκους 20 m . 

Μαθηµατική  διατύπωση  

Είναι φανερό ότι η ισόθερµες επιφάνειες είναι οι οµόκεντροι κύλινδροι. Το 

εµβαδόν της καθεµιάς τους, όταν έχει ακτίνα r  και µήκος  ℓ  είναι  2S rπ= ℓ .                        

Η ποσότητα της θερµότητας που  διέρχεται δια µέσου µίας επιφάνειας 

εµβαδού A , ανά µονάδα χρόνου, δίνεται από τον τύπο 
d

Q kA
d

υ
η

= −   όπου:   

� υ , η θερµοκρασία κάθε ισόθερµης επιφάνειας και  

� dη  η απόσταση των επιφανειών αυτών.  

Ο τύπος 
d

Q kA
d

υ
η

= − , από τον 2S rπ= ℓ , γίνεται ( )2
d

Q k r
d

υ
π

η
= − ℓ και µε 

αντικατάσταση των τιµών µε : 0.15   20 200   k m cm rη= = = =ℓ  προκύπτει  

600
d

Q r
dr

υ
π= −  

Στην 600
d

Q r
dr

υ
π= −  το Q είναι σταθερό, οπότε από τα δεδοµένα του 

προβλήµατος έχω 0 0

1 1 2 2200  ,   10 ,    50  ,   20 C r cm C r cmυ υ= = = =    

Λύση    

Η διαφορική εξίσωση 600
d

Q r
dr

υ
π= −  είναι χωριζοµένων µεταβλητών, 

γράφεται ως  600  
dr

d Q
r

π υ− =
 

οπότε ολοκληρώνοντας την, παίρνω  

600 lnQ r cπυ− = +     

� Άρα, λόγω των 0 0

1 1 2 2200  ,   10 ,    50  ,   20 C r cm C r cmυ υ= = = = , η 

600 Q l r cπ υ η− ⋅ = ⋅ +  δίνει  

600 200 ln10 408.000

600 50 ln 20 1.317.000

Q c Q

Q c c

π
π

− = + =   
⇔   

− = + = −   
 

Οπότε, από την 600 lnQ r cπυ− = + , βρίσκω  699 216 ln rυ = −  που είναι η 

ζητούµενη συνάρτηση, ( )f rυ =  
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� Αν 15 r cm= , από την 699 216 ln rυ = − βρίσκω  
0114  Cυ =    

� Η θερµότητα που χάνεται ανά λεπτό σε κοµµάτι σωλήνα µήκους 20 m   είναι 

408.000 
408.000 24.480.000 

1sec min
 min

60

cal cal cal
Q = = =  

 

Εφαρµογή 23 

Έστω ότι ο συντελεστής της ειδικής θερµότητας του ατµοσφαιρικού αέρα 

κατά την µετατροπή υπό σταθερή πίεση, είναι c a tβ′ = +  όπου 0, 241α =  και 

0,0000313β = . 

Ποια ποσότητα Q θερµίδων απαιτείται για την ανύψωση της θερµοκρασίας 

1 kg  ατµοσφαιρικού αέρα, υπό σταθερή πίεση, από 0

1 20  t C= σε 0

2 780  t C= ; 

Μαθηµατική διατύπωση 

Το όριο του 
Q

t

∆
∆

 όταν το ∆t→0 ονοµάζεται συντελεστής ειδικής θερµότητας, που σε 

κάποια θερµοκρασία t , δίνεται από τον τύπο 
dQ

dt
λ =   

Είναι 'c a tλ β= = + ⋅  και ο τύπος 
dQ

dt
λ =  γίνεται 

dQ
a t

dt
β= + ⋅   

Λύση 

Η 
dQ

a t
dt

β= + ⋅  είναι µια διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών και η 

λύση της είναι ( ) ( ) ( ) ( )2

1

2 2 2 1
2 1 2 1 2 1

2 2

t

t

t t
Q a tq dt a t t t t a t t

β
β β

+ = + = − + − = + − 
 ∫  

Αν θέσω 2 1

2

t t
tµ

+
= , οπότε η ( )2 1

2 1
2

t t
Q a t tβ

+ = + − 
 

γίνεται 

( ) ( ) ( )2 1 2 1Q a t t t c t tµ µβ ′= + − = −  όπου cµ′  ο συντελεστής της µέσης ειδικής 

θερµότητας  και βρίσκω
 

0, 25352c tµ µα β′ = + =  οπότε 192,675 Q cal=  

 

2.6 Μηχανική των υγρών 

Εφαρµογή 24 

Κυλινδρικό δοχείο περιέχει υγρό (νερό ή λάδι ή υδράργυρο) και περιστρέφετε 

περί τον άξονα του, κατακόρυφα, µε µεγάλη ταχύτητα. Να βρεθεί η εξίσωση της 

καµπύλης της υγρής επιφάνειας του, όταν η σταθερή γωνιακή ταχύτητα µε την οποία 

περιστρέφεται το δοχείο είναι ω.  

Μαθηµατική διατύπωση 

Κατά την περιστροφή το υγρό, στο κέντρο θα πλησιάζει προς τον πυθµένα, 

ενώ στα τοιχώµατα θα τείνει να υψωθεί προς τα χείλη του δοχείου, λόγω της 

αδράνειας. Έστω µικρή µάζα m  του υγρού, που απέχει από τον άξονα απόσταση x . 

Στη µάζα m  επιδρούν δυο δυνάµεις: 

� Το βάρος της B mg= , µε διεύθυνση κατακόρυφη προς τα κάτω  και  

� Η φυγόκεντρος δύναµης 2F m xωΦ = , µε οριζόντια διεύθυνση. 
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Υπό την επενέργεια των δύο αυτών δυνάµεων η m  παραµένει στη θέση αυτή 

(σε απόσταση x   από τον άξονα και στο  ίδιο ύψος από τον πυθµένα). Επίσης, λόγω 

της σταθερής ταχύτητας ω, η µορφή της επιφάνειας του υγρού παραµένει σταθερή. 

Άρα η συνισταµένη F, των δύο αυτών δυνάµεων θα είναι κάθετη επί το εφαπτόµενο, 

στο αντίστοιχο σηµείο, επίπεδο της επιφάνειας του υγρού.  Όπως προκύπτει από το 

σχήµα για τις γωνίες ω θ εϕω εϕθ= ⇔ =     

Αν η καµπύλη επιφάνειας του υγρού είναι της µορφής ( )y f x= , έχω 

dy

dx
εϕω =  και  

2F x

B g

ω
εϕθ Φ= =

 

 οπότε η εϕω εϕθ= , από τις 
dy

dx
εϕω = και 

2x

g

ω
εϕθ = , γίνεται  

2dy x

dx g

ω
=      

Λύση 

Η 

2dy x

dx g

ω
= είναι µία διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών και 

γράφεται 

2x
dy dx

g

ω
=  που ολοκληρώνοντας την παίρνω την 

2
2

2
y x c

g

ω
= +  η οποία 

είναι µία παραβολή µε άξονα Oy . 

 

2.7 ∆ηµογραφία 

Εφαρµογή 25 

Ο πληθυσµός µιας χώρας διπλασιάζεται κάθε 50 έτη. Σε  πόσα χρόνια θα 

τριπλασιαστεί, αν η ταχύτητα, µε την οποία αυξάνεται, είναι ανάλογη προς τον 

αριθµό των κατοίκων αυτής της χώρας; 

Μαθηµατική λύση  

Έστω x  ο πληθυσµός της χώρας κατά τον χρόνο t  και 0x   ο πληθυσµός της 

κατά τον χρόνο 0t  . Αν στο χρονικό διάστηµα dt , η αύξηση του πληθυσµού είναι dx , 

τότε η ταχύτητα αύξησης  είναι 
dx

dt
. Αν k  είναι ο συντελεστής αναλογίας, τότε 

σύµφωνα µε το πρόβληµα,  έχω 
dx

kx
dt

= .  

Λύση 

Γράφηµα 20 Περιστροφή δοχείου µε υγρό, περί κατακόρυφο άξονα 
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Η 
dx

kx
dt

= είναι διαφορική εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών και γίνεται 

,
dx

k dt
x
= ⋅  µε ολοκλήρωµα 

ktx ce=  

Για να υπολογίσω το k , για  0t =  είναι 
0

x x= , άρα 
0 0

ktx c x x e= ⇔ =  

Από τα δεδοµένα έχω ότι αν  50t =  τότε 
0

2x x= ⋅  άρα, από 
0

ktx x e=  έχω  
50 50

0 02 2k kx x e e= ⇔ =  

Στο τέλος της ζητούµενης περιόδου t , πρέπει να είναι  
0

3x x=  οπότε η 

ktx ce=  δίνει 
( )5050 50 503 3 3

k tkt kte e e= ⇔ = ⇔ =  οπότε από την 
50 2ke = προκύπτει ότι 

log3
log2 50log3 50 79

log2
t t t= ⇔ = ⇔ =  

  Συνεπώς,  ο πληθυσµός θα τριπλασιασθεί µετά από 79 έτη. 

 

2.8 Χηµεία 

Εφαρµογή 26 

∆ύο χηµικές ουσίες Α, Β αντιδρούν και δίνουν µία τρίτη ουσία Γ. Βρέθηκε ότι 

η ταχύτητα µε την οποία δηµιουργείται η  Γ, εξαρτάται από το γινόµενο των 

συγκεντρώσεων των Α, Β την κάθε χρονική στιγµή. Για τη δηµιουργία της Γ, 

απαιτούνται 2 lb  από την Α για κάθε lb (pound) του Β.  

Αν υπάρχουν αρχικά 10 lb  του Α και 20 lb  του Β και αν δηµιουργούνται 6 lb  

από την Γ σε 20 min , να βρεθεί η ποσότητα της χηµικής ουσίας Γ για κάθε χρονική 

στιγµή. 

Μαθηµατική διατύπωση 

Αν  x lb  είναι η ποσότητα της Γ, που δηµιουργείται σε χρόνο t  ωρών, τότε 

dx

dt
  είναι η ταχύτητα του σχηµατισµού της. Για να πάρω  x lb  από την Γ, χρειάζοµαι 

2
 

3

x
lb  της Α και  

3

x
lb  της Β,  διότι απαιτείται διπλάσια ποσότητα της Α σε σύγκριση 

µε τη Β. Έτσι, η ποσότητα Α που υπάρχει στον χρόνο t , όταν δηµιουργούνται x  lb  

από την Γ, είναι 
2

10
3

x
−  και η ποσότητα της Β, την ίδια στιγµή είναι 20

3

x
−   

Oπότε έχω 
2

10 20
3 3

dx x x
k

dt

   = − −   
   

 όπου k  είναι η σταθερά αναλογίας.  

Η εξίσωση αυτή µπορεί να γραφτεί και ως  ( ) ( )2
15 60

9

dx k
x x

dt
= − −    

Υπάρχουν δύο συνθήκες. Επειδή αρχικά δεν υπάρχει ουσία Γ, έχω 0x =  όταν 0t = .  

Επίσης έχω 6x =  όταν 
1

3
t =  

 
Χρειάζονται δύο συνθήκες (εξισώσεις), µια για τον 

προσδιορισµό του k  και άλλη µια για τον προσδιορισµό της αυθαίρετης σταθεράς c , 

από τη λύση της διαφορικής εξίσωσης. Η πλήρης µαθηµατική διατύπωση του 

προβλήµατος είναι  

( ) ( )1 15 60
dx

k x x
dt

= − − µε 0x =  όταν 0t =  και µε 6x =  όταν 
1

3
t =  

Λύση  
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Χωρίζοντας τις µεταβλητές παίρνω 
( ) ( )

2
 

15 60 9

dx
k dt

x x
=

− −∫ ∫  

1 1 1 2
  

45 15 60 9
dx k dt

x x

 − = ⇔ − − ∫ ∫  

1 60
2

5 15

x
l kt c

x
η

−
= + ⇔

−
1060

15

ktx
ce

x

−
=

−
   

Με 0x = , όταν 0t = , βρίσκω 
1

4,c = οπότε  
 

1060
4

15

ktx
e

x

−
=

−
   

Με 6x = , όταν
1

3
t =  , βρίσκω 

30

9
3

2

k

e = , οπότε   

3 32
15

9
60 3

4 4
15 2

t t
kx

e
x

⋅
⋅ −  = =   −   

   

απ’ όπου     

3

3

2
15 1

3

1 2
1

4 3

t

t
x

  −  
   =
 −  
 

και όταν t →∞  είναι 15 x lb→  

 

Εφαρµογή 27  

Να βρεθεί η εξασθένηση της έντασης J  των ακτινών Rontgen, όταν 

διαπερνούν ένα σώµα πάχους x  ενός οµογενούς υλικού. 

Λύση 

Η εξασθένηση της έντασης των ακτινών οφείλεται στην απορρόφηση µέρους 

της ενέργειας τους, δηλαδή µέρους του αριθµού φωτονίων, από το υλικό. Έχει 

διατυπωθεί ότι η εξασθένηση των ακτινών είναι ανάλογη µε το πάχος του υλικού 

καθώς και µε την ένταση J  αυτών. Αν οι ακτίνες περάσουν από ένα στρώµα πάχους 

x∆  του υλικού, θα µειωθεί η ένταση τους κατά ∆J, που θα είναι 

J KJ x∆ = − ∆   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                        

Το Κ λέγεται γραµµικός συντελεστής εξασθένησης και εξαρτάται από τη 

φύση του υλικού. Το πρόσηµο – σηµαίνει τη µείωση. Η J KJ x∆ = − ∆ γράφεται 

J
KJ

x

∆
= −

∆
 και η οριακή της τιµή είναι 

dJ
KJ

dx
= − .  Η 

dJ
KJ

dx
= −  είναι µια διαφορική 

εξίσωση χωριζοµένων µεταβλητών οπότε γράφεται 
dJ

Kdx
J

= −  και ολοκληρώνοντας 

παίρνω ln J Kx c= − + ⇔ eKx cKx cJ e e
− +− += = ⇔ 1

KxJ c e−=  όπου  1

cc e=
 

Για να 

Γράφηµα 21  Εξασθένηση ακτίνων Χ 



37 

 

προσδιορίσω την σταθερά 1c  αντικαθιστώ στην 1

KxJ c e−= τις αρχικές συνθήκες

( ) 00J J=  και παίρνω 1 0 ,c J= οπότε η µερική λύση της 
dJ

KJ
dx

= − είναι 0

KxJ J e−=       

 

2.9 Βιολογία 

Εφαρµογή 28 

Να βρεθεί η ποσότητα του υλικού που µπορεί να αποµνηµονεύσει ένα άτοµο,  

σε σχέση µε τον χρόνο που καταναλίσκει. 

Λύση 

 Η ποσότητα του υλικού που αποµνηµονεύεται, ονοµάζεται επίτευγµα και την 

συµβολίζω µε ( )y t . Συµβολίζω µε Μ την ολική ποσότητα που θέλω να 

αποµνηµονευτεί  και την ονοµάζω µέγιστο επίτευγµα. Έστω ότι ο ρυθµός µεταβολής  

του επιτεύγµατος σε χρόνο t  είναι ( )y t′ και είναι ανάλογος µε τη ποσότητα του 

υλικού που µένει για αποµνηµόνευση.  

∆ηλαδή, ( )y y′ = Α Μ− όπου 0Α > είναι µια σταθερά αναλογίας και εκφράζει 

το µέτρο της φυσικής ικανότητας µάθησης του ατόµου. Έστω ότι στην αρχή της 

διαδικασίας δεν έχει αποµνηµονευτεί καθόλου η ύλη. Έτσι, οι αρχικές συνθήκες είναι 

( )0 0y =   

Η  ( )y y′ = Α Μ−  γράφεται  y y′ = −Α +Α⋅Μ  που είναι µια γραµµική 

διαφορική εξίσωση 1ης τάξης.  

Η γενική λύση της y y′ = −Α +Α⋅Μ  είναι 
Adt Adt

y e c A Me dt
−  ∫ ∫= + ⋅  ∫  ή 

( )At Aty e c Me−= +  

 Για να προσδιορίσω τη σταθερά c ,  αντικαθιστώ την ( )0 0y =  στην 

( )At Aty e c Me−= + και παίρνω ( )1 Aty e−= Μ −    

H γραφική παράσταση της ( )1 Aty e−= Μ −  φαίνεται στο παρακάτω σχήµα.  

Από τη γραφική παράσταση φαίνεται ότι το µεγαλύτερο µέρος του υλικού 

αποµνηµονεύεται σε ένα σχετικά σύντοµο χρονικό διάστηµα, ενώ όσο αυξάνει ο 

χρόνος και εποµένως η κόπωση, τόσο µικραίνει ο ρυθµός µάθησης που εκφράζεται 

από την παράγωγό της ( )1 ty e−Α= Μ −  δηλαδή από την ( ) ty t e−Α′ = Α ⋅Μ που είναι 

φθίνουσα συνάρτηση. Πρέπει να σηµειωθεί ότι περισσότερο φιλοσοφηµένα µοντέλα 

µάθησης, οδηγούν σε µη γραµµικές διαφορικές εξισώσεις. 

 

                         

Γράφηµα 22 Γραφική παράσταση συνάρτησης 
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3. Εφαρµογές στη ναυτιλία 

Η ναυτιλία και η ναυπηγική επιστήµη αποτελούν τοµείς που συνδυάζουν την 

τεχνολογία, την επιστήµη και τις πρακτικές εφαρµογές σε ένα περιβάλλον µε υψηλές 

απαιτήσεις αξιοπιστίας και ασφάλειας. Από τον σχεδιασµό και την κατασκευή των 

εµπορικών πλοίων, µέχρι τη λειτουργία των µηχανών τους, τη φόρτωση, την 

ευστάθεια και τα συστήµατα επικοινωνιών, η ανάγκη για ακριβή πρόβλεψη, έλεγχο 

και βελτιστοποίηση, είναι συνεχής. Σε αυτό το πλαίσιο, οι διαφορικές εξισώσεις 1ης 

τάξης αποτελούν ένα θεµελιώδες εργαλείο, διότι περιγράφουν µε απλό αλλά ισχυρό 

τρόπο τις σχέσεις που διέπουν µεταβαλλόµενα φυσικά µεγέθη και µεταβαλλόµενες 

διεργασίες. ∆ηλαδή, δεν µας λένε µόνο σε ποια κατάσταση είναι ένα σύστηµα, αλλά 

και µε ποιον τρόπο αλλάζει η κατάσταση του µε τον χρόνο ή µε κάποια άλλη 

µεταβλητή. Στα πλοία, οι εφαρµογές των διαφορικών εξισώσεων είναι σχεδόν 

παντού: 

� Στη ναυπηγική, χρησιµοποιούνται για την ανάλυση της κίνησης του πλοίου 

µέσα στο νερό (το πλοίο δεν είναι σταθερό, αλλά αντιδρά σε φορτίσεις, κυµατισµούς 

και µεταβολές του φορτίου), για την εκτίµηση του κυµατισµού και για τη µελέτη των 

δυνάµεων που αναπτύσσονται στο κύτος του πλοίου διότι µπορούν να περιγράψουν 

το πώς αυξάνεται (ή µειώνεται) η µετατόπιση ενός πλοίου όσο αυτό φορτώνεται (ή 

ξεφορτώνεται) σταδιακά. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 � Στη ναυτική µηχανολογία, µοντελοποιούν τις θερµικές και τις µηχανικές 

διεργασίες στις µηχανές εσωτερικής καύσης (ΜΕΚ), στους κινητήρες AC/DC, στις 

γεννήτριες, στα συστήµατα ισχύος, στους λέβητες, στα συστήµατα ψύξης, στα 

συστήµατα λίπανσης και δείχνουν το πώς µεταβάλλεται η πίεση στον κύλινδρο της 

µηχανής, κάθε χρονική στιγµή. Οι µηχανές, δεν µας ενδιαφέρουν µόνο στη σταθερή 

τους λειτουργία αλλά και στο πώς ανεβάζουν στροφές, πως ψύχονται, πως 

λιπαίνονται, πως αλλάζει η πίεση του καυσίµου σε κάθε φάση της λειτουργίας τους, 

δηλαδή µας ενδιαφέρει η δυναµική τους.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 23 Οι 2 βάρκες κινδυνεύουν να συγκρουσθούν µεταξύ τους 

Γράφηµα 24 Εξαεριστήρας πλοίου 
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� Στην ευστάθεια, περιγράφουν τις µεταβολές του κέντρου βάρους (κ.β.), του 

κέντρου άνωσης (κ.α.), της γωνίας κλίσης και της στατικής ευστάθειας, υπό την 

επίδραση του φορτίου και του κυµατισµού (free surface effect). Η επιτάχυνση του 

πλοίου, σε σχέση µε την ισχύ της µηχανής, µπορεί να γραφεί ως διαφορική εξίσωση 

που συνδέει την ταχύτητα µε την αντίσταση του νερού.  

Η ευστάθεια του πλοίου, είναι ένα κρίσιµο χαρακτηριστικό για τη διασφάλιση 

της αξιοπλοΐας του και αναφέρεται στην ικανότητα του να ανακτά τη σωστή του θέση 

(εµφάνιση ροπής επαναφοράς), όταν έχει πάρει κλίση λόγω των εξωτερικών 

δυνάµεων που του ασκούνται ή και της κατανοµής του φορτίου του (µεταβάλλεται η 

θέση του µετάκεντρου Μ).   

� Στη φόρτωση δηλαδή στη διαχείριση του φορτίου, προς αποφυγή της 

υπερφόρτωσης ή της ανισόρροπής κατανοµής του βάρους που δύναται να 

προκαλέσουν την εµφάνιση ροπής ανατροπής (µετατόπιση της θέσης του 

µετάκεντρου Μ). Στην ευσταθή πλεύση, το µετάκεντρο Μ, είναι πάνω από το κέντρο 

βάρους Κ, οπότε εµφανίζεται ροπή επαναφοράς. Στην ασταθή πλεύση, το µετάκεντρο 

Μ, είναι κάτω από το κέντρο βάρους Κ, οπότε εµφανίζεται ροπή ανατροπής. 

 

 

Γράφηµα 25 Ευσταθής πλεύση 

 

 

 

Γράφηµα 26 Ασταθής πλεύση 
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Γράφηµα 27  Ότι ισχύει για τα πλοία, ισχύει και για τα υποβρύχια 

 

 

� Στις επικοινωνίες (δορυφορικές επικοινωνίες, GMDSS, GPS, radar), 

χρησιµοποιούνται για τη µαθηµατική αναπαράσταση της διάδοσης των 

ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων, για την εξασθένηση του σήµατος και για την απόκριση 

των φίλτρων RC/RL. Στις επικοινωνίες, το ραδιοσήµα (ραδιοκύµατα) φτάνει στο 

πλοίο µε απώλειες που περιγράφονται από απλές διαφορικές σχέσεις.  

� Στα ηλεκτρικά συστήµατα, πρέπει να γνωρίζουµε πώς εξελίσσεται το 

ρεύµα σε ένα κύκλωµα όταν συµβαίνει µια διαταραχή (π.χ. βραχυκύκλωµα, εκκίνηση 

κινητήρα). Οι διαφορικές εξισώσεις 1ης τάξης χρησιµοποιούνται για την ανάλυση και 

για τη σχεδίαση ηλεκτρικών κυκλωµάτων που περιλαµβάνουν συστήµατα επαγωγής 

και ροής ενέργειας.  

Οι διαφορικές εξισώσεις 1ης τάξης, αποτελούν τη βάση για: 

� Προσοµοιώσεις µε τη βοήθεια των υπολογιστών (π.χ. Computational Fluid 

Dynamics – CFD). 

� Αυτόµατα συστήµατα ελέγχου σε µηχανές και σε ηλεκτρικές εγκαταστάσεις, 

διότι αναπαριστούν το πώς µεταβάλλεται το ηλεκτρικό ρεύµα σε έναν κινητήρα κατά 

την εκκίνηση. 

� Προβλέψεις κατανάλωσης καυσίµων και βελτιστοποίησης της πορείας. 

� Ανάλυση του ρίσκου, σε ακραίες καιρικές συνθήκες. 

Συνεπώς, η γνώση και η κατανόηση των διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης είναι 

απαραίτητα για όσους ασχολούνται µε την κατασκευή και τη λειτουργία των 

εµπορικών πλοίων. 

 

3.1 Ορισµός και γενική µορφή 

Μία διαφορική εξίσωση 1ης τάξης, είναι µία εξίσωση που συνδέει µία 

άγνωστη συνάντηση ( )y x  µε την 1η παράγωγο 
dy

dx
.  Η γενική µορφή είναι 

( ),
dy

f x y
dx

= . Η εξίσωση αυτή δηλώνει ότι ο ρυθµός µεταβολής του µεγέθους y  

εξαρτάται από το ίδιο το µέγεθος ή και από την ανεξάρτητη µεταβλητή x . Στη 

ναυτιλία το x µπορεί να εκφράζει τον χρόνο (π.χ. ώρες λειτουργίας µηχανής), ενώ το 

y  µπορεί να είναι ένα µέγεθος όπως η θερµοκρασία ενός κυλίνδρου, η ταχύτητα του 

πλοίου ή η ηλεκτρική ένταση σε ένα κύκλωµα. 
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3.2 ∆ιαχωρίσιµες εξισώσεις 

Είναι της µορφής ( ) ( )dy
g x h y

dx
=  και µπορούν να λυθούν µε διαχωρισµό των 

µεταβλητών 
( )

( )dy
g x dx

h y
=  και ολοκλήρωση των δύο πλευρών.  

Εφαρµογή 

Ο ρυθµός απώλειας θερµότητας από µια µηχανή στο περιβάλλον 

περιγράφεται µε τον νόµο του Newton. Μια διαχωρίσιµη εξίσωση εκφράζει την ψύξη 

µιας µηχανής ή τη διάλυση του καυσίµου. Η ψύξη µίας µηχανής περιγράφεται από τη 

διαφορική εξίσωση  ( )dT
k T T

dt
ΠΕΡ= − −  όπου:  

T   η θερµοκρασία του µετάλλου,  

TΠΕΡ  η θερµοκρασία του περιβάλλοντος, 

k  µία σταθερά. 

 

3.3 Γραµµικές εξισώσεις πρώτης τάξης 

Είναι της µορφής ( ) ( )dy
P x y Q x

dx
+ =  και η λύση τους βασίζεται στη µέθοδο 

του ολοκληρωτικού παραγοντικού. 

Εφαρµογή 

Η φόρτιση (και η εκφόρτιση) ενός πυκνωτή σε συστήµατα αυτοµατισµού και 

η απόσβεση των ταλαντώσεων ακολουθούν µία γραµµική διαφορική εξίσωση.  Η 

φόρτιση ενός πυκνωτή σε ηλεκτρικό κύκλωµα RC , περιγράφεται από τη σχέση 

1dV E
V

dt RC RC
+ = , όπου: 

V  η τάση στον πυκνωτή 

R  η αντίσταση 

C  η χωρητικότητα 

E  η πηγή της τάσης 

 

3.4 Οµογενείς εξισώσεις 

Είναι της µορφής 
dy y

F
dx x

 =  
 

 και µετασχηµατίζονται µε την αντικατάσταση 

y ux=  

Εφαρµογή 

Στη µηχανική των ρευστών, για να περιγραφεί η αναλογία ταχύτητας / 

απόστασης σε συγκεκριµένα µοντέλα ροής, γύρω από το κύτος του πλοίου. 

 

3.5 Ακριβείς εξισώσεις 

Εξισώσεις της µορφής ( ) ( ), , 0M x y dx N x y dy+ = είναι ακριβείς αν ισχύει 

ότι  
M N

y x

∂ ∂
=

∂ ∂
 

Εφαρµογή 

∆υναµικά συστήµατα σε θερµοδυναµική ανάλυση (θερµοδυναµικές 

διεργασίες) πλοίων, όπου οι εξισώσεις της ενέργειας (ενεργειακές ισορροπίες) 

προκύπτουν από ακριβείς διαφορικές σχέσεις. 
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3.6 Φόρτωση των πλοίων 

Συχνά, η φόρτωση ενός πλοίου περιγράφεται µέσω µίας κατανοµής του 

βάρους ( )w x  η οποία εξαρτάται από την απόσταση x  από την πλώρη του πλοίου. 

Αυτή η κατανοµή του βάρους, περιγράφεται από την διαφορική εξίσωση 1ης τάξης  

( ) ( )
dW x

x
dx

ω= , όπου: 

( )W x  το συνολικό βάρος µέχρι το σηµείο x  

( )xω  η κατανοµή του βάρους, ανά µονάδα µήκους 

Η λύση της παραπάνω εξίσωσης, επιτρέπει τον υπολογισµό του συνολικού 

βάρους ανά τµήµα του πλοίου ώστε να διασφαλισθεί ότι η κατανοµή του βάρους 

είναι οµοιόµορφη και σωστή. 

 

3.7 Υδροδυναµική αντίσταση 

Η ροή του νερού γύρω από το πλοίο, περιγράφεται από τις πολύπλοκες (διότι 

περιλαµβάνουν πολλές παραµέτρους) εξισώσεις Navier – Stokes, των οποίων η 

γενική µορφή είναι η  2v
v v p v f

t
ρ µ

∂ + ⋅∇ = −∇ + ⋅∇ + ∂ 
 όπου: 

ρ  η πυκνότητα του νερού 

v  το διανυσµατικό πεδίο της ταχύτητας της ροής 

p η πίεση του νερού 

µ  το ιξώδες του νερού 

f  οι εξωτερικές δυνάµεις (π.χ. βαρύτητα, δυνάµεις από τα κύµατα) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 28 Ρευµατικές γραµµές γύρω από σφαίρα που ακινητεί 

Γράφηµα 29 Ρευµατικές γραµµές γύρω από σφαίρα που περιστρέφεται 
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3.8 Υδροδυναµική βελτίωση 

Η αντίσταση του νερού που ασκείται στο πλοίο εξαρτάται από το σχήµα του 

πλοίου και την ταχύτητα του µέσα στο νερό. Η διαφορά πίεσης µεταξύ της πλώρης 

και της πρύµνης του πλοίου και η αλληλεπίδραση του πλοίου µε τα κύµατα, 

επηρεάζουν την αντίσταση. Η αντίσταση περιγράφεται από τη διαφορική εξίσωση  

21

2
dR C Aρυ=   όπου 

R  η αντίσταση του πλοίου 

ρ  η πυκνότητα του νερού 

υ  η ταχύτητα του πλοίου 

dC  ο συντελεστής της αντίστασης 

A η επιφάνεια του πλοίου που έρχεται σε επαφή µε το νερό 

Η ελαχιστοποίηση της αντίστασης επιτυγχάνεται µέσω της βελτιστοποίησης του 

σχήµατος του πλοίου, της κατανοµής του βάρους και της χρήσης ειδικών 

τεχνολογιών και χρωµάτων προς µείωση των τριβών.  

 

 

 

 

Γράφηµα 30 Ρευµατικές γραµµές γύρω από σφαίρα που εκτελεί µεταφορική και 

περιστροφική κίνηση 

Γράφηµα 31 Στα σηµεία 1 και 2, το ρευστό έχει την ίδια ταχύτητα 

Γράφηµα 32 Βολβός πλοίου. Η διαφορά ταχυτήτων στην πάνω και στην κάτω επιφάνεια, 

προκαλεί την εµφάνιση της δυναµικής άνωσης 

 



44 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 33 Στο κουτάλι ασκείται οριζόντια δύναµη 

προς τη βρύση 

 

Γράφηµα 34 Στην πίσω πλευρά της κινούµενης σανίδας, σχηµατίζονται στρόβιλοι 

Γράφηµα 35  Η ροή του καπνού αρχικά είναι στρωτή και µετά 

τυρβώδης  
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3.9 Ανάλυση των κυκλωµάτων και ενεργειακή απόδοση 

Η διάταξη ενός ηλεκτρικού κυκλώµατος του πλοίου µπορεί να αναλυθεί µέσω 

της εξίσωσης RL που ακολουθεί ( )dI
L RI V t

dt
+ = , όπου: 

L  η αυτεπαγωγή του κυκλώµατος 

R η αντίσταση  

I  το ρεύµα 

( )V t  η τάση που εφαρµόζεται 

Αυτή η εξίσωση χρησιµοποιείται για την ανάλυση της συµπεριφοράς του ηλεκτρικού 

ρεύµατος  και για την εκτίµηση των απωλειών ενέργειας που προκαλούνται από την 

αντίσταση και από την αυτεπαγωγή.  

 

3.10 ∆ιαχείριση του συστήµατος τροφοδοσίας 

Η τροφοδοσία των διαφόρων συστηµάτων του πλοίου (π.χ. φωτιστικά, 

µηχανές, συστήµατα ελέγχου) απαιτεί τη χρήση διαφορικών εξισώσεων 1ης τάξης για 

την αποδοτική  διαχείριση της ενέργειας και την εξισορρόπηση των φορτίων. Για την 

ανάλυση της σταθερότητας (ή της µεταβολής) της τάσης στο ηλεκτρικό σύστηµα, 

χρησιµοποιείται η εξίσωση  in outdV P P

dt C

−
= , όπου: 

inP  η ισχύς εισόδου στο σύστηµα 

outP  η ισχύς εξόδου στο σύστηµα 

Γράφηµα 36 Στη δεξιά µεριά της πλάκας και µέσα στον αύλακα  η ροή είναι τυρβώδης 

Γράφηµα 37 Στρόβιλος που αποσπάται από το πίσω µέρος σφαίρας κατά τη ροή

πραγµατικού ρευστού 
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C η χωρητικότητα της µπαταρίας ή του συσσωρευτή 

 

3.11 ∆ίκτυα επικοινωνίας και καθυστερήσεις 

Η µετάδοση σήµατος και η καθυστέρηση στα δίκτυα επικοινωνίας των 

πλοίων, περιγράφονται  από διαφορικέ εξισώσεις που αναλύουν τη συµπεριφορά των 

σηµάτων, κατά τη διάρκεια της µετάδοσης. Η καθυστέρηση και ο φόρτος του 

δικτύου, υπολογίζονται από την εξίσωση 
dL

aL bR
dt

= − + , όπου:   

,a b  συντελεστές 

L  η καθυστέρηση του δικτύου 

R  ο φόρτος του συστήµατος 

Στόχος είναι η αποφυγή καθυστερήσεων και αποτυχιών στην επικοινωνία µεταξύ των 

πλοίων ή µεταξύ των κεντρικών µονάδων ελέγχου. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γράφηµα 38 Τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα ανακλώνται στην ιονόσφαιρα και 

επιστρέφουν στη Γη 
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