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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

Από την πρώτη κιόλας εµφάνιση του ανθρώπου στη Γη, οι έννοιες της τάξεως 
και του χάους, του προβλέψιµου και του απρόβλεπτου, του καθοριστικού και του 
τυχαίου έπαιξαν σηµαντικό ρόλο στο τρόπο που ο άνθρωπος αντιλαµβανόταν την 
φύση γύρω του. 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

Η   ΙΣΤΟΡΙΑ   ΤΩΝ   ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ 

          Η προέλευση των µαθηµατικών χρονολογείται από την κλασική Ελλάδα, 
όπως σχεδόν όλος ο πολιτισµός µας. Τα θεµέλια αυτού που έγιναν αργότερα τα 
µαθηµατικά τοποθετήθηκαν στην αρχαία Ελλάδα πριν από 2.300 χρόνια στο έργο 
του Ευκλείδη «Στοιχεία». Ο στόχος του Ευκλείδη µε τη συγγραφή του βιβλίου 
ήταν διττός: από τη µια µεριά, να συγκεντρώσει τα µαθηµατικά αποτελέσµατα που 
ήταν γνωστά στην εποχή του και από την άλλη µεριά, να αποκτήσει ένα µοντέλο 
δράσεων για την απόδειξη αποτελεσµάτων και τη δηµιουργία µιας µαθηµατικής 
θεωρίας µε αξιώµατα και κανόνες επαγωγής. 

                             Έτσι κατόρθωνε να διαχωρίσει την µαθηµατική αλήθεια από τη φυσική 
πραγµατικότητα που την περιέβαλλε. Ολόκληρο το οικοδόµηµα της σκέψεως του 
στηριζόταν στα αξιώµατα, έτσι ώστε αν αυτά άλλαζαν θα προέκυπταν καινούργια 
µαθηµατικά. Αυτό συνέβη όταν τον 19ο αιώνα τέθηκε υπό αµφισβήτηση ένα από τα 
λιγότερο προφανή αξιώµατα, το πέµπτο, το οποίο λέει ότι «από ένα σηµείο µπορεί 

να περάσει µία, και µόνο µία παράλληλη σε µια δεδοµένη ευθεία»  και η 
αντίκρουσή του οδήγησε σε άλλες γεωµετρίες που ονοµάζονται «Μη-

Ευκλείδειες». 
   Ο απώτερος στόχος των αρχαίων ελληνικών µαθηµατικών, το µεγαλύτερο 

επίτευγµα των οποίων ήταν η γεωµετρία, ήταν να ανακαλύψουν  αλήθειες, 
βεβαιότητες. Γι’ αυτό δεν ακολουθούσαν τον πιο κατάλληλο δρόµο για να 
ανακαλύψουν αποτελέσµατα που σχετίζονται µε την αβεβαιότητα. Ωστόσο, οι 
αρχαίοι Έλληνες πίστευαν ότι η θέληση των θεών αποκαλύπτεται µε διάφορες 
µεθόδους που περιλαµβάνουν τα αποτελέσµατα των ριξιµάτων των ζαριών έτσι 
ώστε αν ερχόταν ένα συγκεκριµένο αποτέλεσµα, αυτό ήταν η ρητή βούληση των 
θεών, και δεν είχε κανένα νόηµα να επιχειρεί κάποιος να κατανοήσει αυτό που θα 
συνέβαινε, την τυχαιότητα. Έτσι φαίνεται σε ορισµένα από τα γραπτά και του 
Πλάτωνα. 

Την εποχή των ρωµαίων, η αντίληψη των µαθηµατικών µετατοπίστηκε, παρόλο 
που ο ελληνικός πολιτισµός ήταν το υπόβαθρο της ρωµαϊκής σκέψεως. Γι αυτούς 
το σηµαντικότερο στα µαθηµατικά ήταν η χρησιµότητά τους για τη µέτρηση, την 
καταµέτρηση και τον υπολογισµό, και η χρησιµοποίησή τους για να ζήσουν πιο 
άνετα και να επιτύχουν την στρατιωτική υπεροχή. Οι Ρωµαίοι χρησιµοποιούσαν τα 
µαθηµατικά ως εργαλεία για την ανάπτυξη των τεχνικών που απαιτούνταν για την 
πραγµατοποίηση των εντυπωσιακών δηµόσιων έργων που διασκορπίζονται στην 
τεράστια επικράτειά τους, πολλά από τα οποία εξακολουθούν να στέκονται όρθια 
στην Ευρώπη, την Ασία και την Βόρεια Αφρική. 

Κατά το Μεσαίωνα εξακολουθούσε να µην υπάρχει µελέτη του τυχαίου. 
Επικρατούσε η αντίληψη ότι ο θεός είναι πανταχού παρών και οι θρησκευτικές 
ιδέες ήταν καθοριστικές στη µικρή ανάπτυξη της σκέψης στην διάρκεια εκείνης της 
εποχής. Επιπλέον, η πεποίθηση ότι κάθε γεγονός, σηµαντικό ή ασήµαντο, 
εµφανίζεται κάτω από τη θεία πρόνοια ήταν ένα σοβαρό εµπόδιο για την ανάπτυξη 
του υπολογισµού των πιθανοτήτων.  

Για παράδειγµα τον 13ο αιώνα ο βασιλιάς Λουδοβίκος XI της Γαλλίας, 
ακολουθώντας αυτή τη γραµµή σκέψεως, καταδίκασε όχι µόνο τα τυχερά παιχνίδια 
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αλλά και την κατασκευή των ζαριών, εξισώνοντάς τα µε άλλα αµαρτήµατα κοινής 
αποδοκιµασίας, όπως η συχνή επίσκεψη σε ταβέρνες και η µοιχεία. 

 

1.1 ΟΙ ΠΡΟ∆ΡΟΜΟΙ ΤΩΝ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ 

Τα πρώτα θεµέλια στην προσέγγιση αυτού που αργότερα θα ονοµαζόταν 
πιθανότητα οφείλονται σε µεγάλες µορφές της ιταλικής Αναγέννησης, όπως οι 
Tartaglia, Peverone, Γαλιλαίος και Gardano. Οι συλλογισµοί τους εµφανίζονται 
στον  τοµέα των παιχνιδιών, όπως στο λεγόµενο «πρόβληµα της διαίρεσης ή της 
διανοµής». Ο Luca Pacioli, (περίπου 1445-περίπου 1517) το 1494 το διατυπώνει 
ως εξής: «∆ύο οµάδες παίζουν µπάλα έτσι ώστε να χρειάζονται 60 πόντους για να 
κερδίσουν το παιχνίδι και κάθε ‘’γκολ’’ αξίζει 10 πόντους.  Τα στοιχήµατα είναι 10 
δουκάτων. Λόγω ενός περιστατικού δε µπορούν να τελειώσουν το παιχνίδι και η 
µία οµάδα µένει µε 50 πόντους και η άλλη µε 20. Θέλοµε να µάθοµε τι ποσοστό 
των χρηµάτων του στοιχήµατος ανήκει σε κάθε οµάδα».  

Ο Niccolo Fontana,επονοµαζόµενος Tartaglia, (1499-1557), αιτιολογεί τη 
λύση του προβλήµατος: «Αν υποθέσοµε ότι πρέπει να φτάσοµε στα 6 γκολ και η Α  
έχει ήδη 5 και η Β έχει πετύχει 3, λέω ότι η πιο δίκαιη µοιρασιά είναι 2 προς 1, 
αφού η Α είναι δύο παιχνίδια µπροστά από τη Β. Αυτό αντιστοιχεί στο 1/3 του 
συνόλου των παιχνιδιών που απαιτούνται για τη νίκη. Εποµένως, η Α θα έπρεπε να 
πάρει το 1/3 των στοιχηµάτων. Το υπόλοιπο διαιρείται ισόποσα, δίνοντας στην Α 
ένα πλεονέκτηµα σε σχέση µε τη Β σε αναλογία 2 προς 1». 

 Όµως ο ίδιος ο Tartaglia δεν ήταν πολύ ευχαριστηµένος µε το σκεπτικό του, 
αναγνωρίζοντας ότι: «Η επίλυση ενός τέτοιου ερωτήµατος πρέπει να είναι 
περισσότερο δικαστική  παρά µαθηµατική, αφού ανεξάρτητα από το πώς θα γίνει η 
διαίρεση, θα υπάρχει λόγος για αντιδικία». 

Το 1558, ο Giovanni Francesco Peverone, στο βιβλίο του Due brevi e facile 
trattati, il primo d’ Arithmetica l’altro di Geometria,το λύνει µε πιο σωστό τρόπο: 
«Ας υποθέσουµε ότι η Α χρειάζεται να κερδίσει µόνο ένα παιχνίδι ακόµα για να 
κερδίσει το έπαθλο και στοιχηµατίζει µία µονάδα. Αν στη Β µένει επίσης µόνο ένα 
παιχνίδι, θα στοιχηµατίσει επίσης µία µονάδα. Τότε το βραβείο θα πρέπει να 
µοιραστεί ισοµερώς. Αν στην Β µένουν δύο παιχνίδια, θα πρέπει να πληρώσει 2 
µονάδες περισσότερες για να φθάσει στη θέση στην οποία της µένει µόνο ένα 
παιχνίδι. Εποµένως, το έπαθλο θα έπρεπε να µοιραστεί µε την µορφή 3 προς 1. Αν 
στην Β µένουν τρία παιχνίδια, θα έπρεπε να πληρώσει διπλάσια και πάλι και έτσι 
στο πρόβληµα του Pacioli το βραβείο θα µοιραζόταν 7 προς 1».   

Η εφεύρεση της τοπογραφίας µε κινητούς χαρακτήρες έκανε να εµφανιστούν 
πραγµατείες µικρής ακρίβειας για τα διάφορα παιχνίδια της µόδας, οι κανόνες των 
οποίων διαδίδονταν µέχρι τότε µε την προφορική παράδοση. Ο Girolamo 

Cardano, (1501-1576) είναι ο συγγραφέας του Liber de lubo aleae,  του πρώτου 

βιβλίου που σχετίζεται µε τον κόσµο του τυχαίου. Ο στόχος του είναι να 
υπολογίσει τις διαφορετικές δυνατότητες του ριξίµατος διαφόρων ζαριών, καθώς 
και να επιλύσει προβλήµατα διαίρεσης παρτίδων.  

Επειδή δεν έχει τα κατάλληλα σύµβολα, καταφεύγει συνεχώς σε συγκεκριµένα 
παραδείγµατα. Σε όλη την πραγµατεία δεν χρησιµοποιεί τα τρέχοντα αποτελέσµατα 
για την ένωση και την τοµή των γεγονότων, αλλά αρκείται σε δύο κυρίως 
µεθόδους: απαρίθµηση των διαφόρων δυνατοτήτων και την έννοια του µέσου 
κέρδους. Το έργο αρχίζει, περιέργως, µε µια σειρά από ηθικοπλαστικές συµβουλές 
σχετικά µε τους κινδύνους του τζόγου. Ο Cardano εργάστηκε µε τις έννοιες του 
σήµερα γνωστού ως κλασικού ορισµού της πιθανότητας, αν και δεν τις όρισε.  
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Εισήγαγε την ιδέα της αντιστοιχίας ενός αριθµού (πιθανότητας) p µεταξύ 0 και 
1 σε ένα γεγονός του οποίου το αποτέλεσµα είναι άγνωστο, λαµβάνοντας υπόψη 
τον συνολικό αριθµό αποτελεσµάτων και τον αριθµό των ευνοϊκών 
αποτελεσµάτων. Επίσης, έφτασε να διακρίνει αυτό που είναι σήµερα γνωστό ως 
«νόµος των µεγάλων αριθµών» λέγοντας ότι εάν η πιθανότητα ενός γεγονότος είναι 
p, µετά από ένα µεγάλο αριθµό επαναλήψεων Ν το λογικό είναι να στοιχηµατίσει 
κανείς  ότι θα συµβεί περίπου Np φορές.  

Όµως ο Cardano απέτυχε να αναγνωρίσει τη θεωρητική σηµασία αυτών των 
εννοιών, επειδή θεωρούσε αυτές τις σχέσεις απλά αριθµητικές παρά ως ένα µέτρο 
της πιθανότητας εµφάνισης ενός τυχαίου γεγονότος. Αργότερα, ο Γαλιλαίος (1564-
1642) µελέτησε και έλυσε µερικά από τα προβλήµατα που είχαν ήδη τεθεί από τον 
Cardano και µεταξύ 1613 και 1624 έγραψε µια πραγµατεία για το θέµα, η οποία 
στη συλλογή των έργων του, που δηµοσιεύθηκε το 1718, εµφανίζεται µε τον τίτλο  
Considerazione Sopra il Gioco dei Dadi.   

Σε αυτή περιλαµβάνεται το ακόλουθο πρόβληµα: «Στο ρίξιµο ενός 
ισορροπηµένου ζαριού, λαµβάνονται 1,, 2, 3, 4, 5 ή 6 πόντοι µε ίσες πιθανότητες. 
Στην περίπτωση ριξίµατος δύο ζαριών, το άθροισµα των πόντων που θα έχουµε 
είναι µεταξύ 2 και 12. Τόσο το 9 όσο και το 10, από τους αριθµούς 1, 2, 3, 4, 5, 6 
µπορούν να ληφθούν µε δύο διαφορετικούς τρόπους : 9 = 3 + 6 = 4 + 5 και 10 = 4 = 
6 = 5 + 5. Στο πρόβληµα µε τρία ζάρια, τόσο το 9 όσο και το 10 λαµβάνονται µε 
διάφορους  τρόπους, που είναι οι ακόλουθοι: άθροισµα 10 λαµβάνεται σε 
οποιοδήποτε από τα γεγονότα (1, 3, 6), (1, 4, 5), (2, 2, 6), (2, 3, 5), (2, 4, 4) και (3, 
3, 4), ενώ οι ευνοϊκές περιπτώσεις για το άθροισµα 9 είναι { (1, 2, 6), (1, 3, 5), (1, 4, 
4), (2, 2, 5), (2, 3, 4) και (3, 3, 3)}.  

Και στις δύο περιπτώσεις υπάρχουν 6 ευνοϊκά γεγονότα. Έτσι δηµιουργήθηκε 
το ερώτηµα πώς είναι τότε δυνατό όταν ρίχνοντας πολλές φορές τα τρία ζάρια να 
έρχεται περισσότερες φορές το άθροισµα 10 παρά το 9».    

Για να επιλύσει το πρόβληµα ο Γαλιλαίος πραγµατοποιεί µια προσεκτική 
ανάλυση όλων των αθροισµάτων πόντων που µπορούν να έρθουν ρίχνοντας τρία 
ζάρια, η οποία τον οδηγεί στην διαπίστωση ότι υπάρχουν 216 δυνατές περιπτώσεις. 
Από αυτές, οι 27 είναι ευνοϊκές για να έρθει άθροισµα 10 και 25 για να έρθει 9 
 Γαλιλαίος θεώρησε ως κατάλληλο δειγµατικό χώρο το τριπλό καρτεσιανό  
γινόµενο του Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6} µε τον εαυτό του, που δίνει : 
 
  9= 6 + 2 + 1  6 τρόποι           10 = 6 + 3 + 1   6 τρόποι                                    = 5 + 
3 + 1   6 τρόποι           = 6 + 2 + 2   3 τρόποι                                  = 5 + 2 + 2   
 3 τρόποι   = 5 + 4 + 1   6 τρόποι                                                              
= 4 + 4 + 1     3 τρόποι   = 5 + 3 + 2   6 τρόποι                                                        
= 4 + 3 + 2     6 τρόποι   = 4 + 4 + 2   3 τρόποι                                                         
= 3 + 3 + 3    1 τρόποι    =   4  +  3  +   3     3  τρόποι                                                  
              25 τρόποι                                     27 τρόποι 
 
∆ηλαδή το 9 εµφανίζεται µε 25 τρόπους ενώ το 10 µε 27 ( από τους 216)     
 

Όµως  η βασική συµβολή του Γαλιλαίου στη θεωρία των πιθανοτήτων  ήταν 
δηµιουργία της θεωρίας της µέτρησης σφαλµάτων. Ο Γαλιλαίος πίστευε ότι τα 
σφάλµατα µέτρησης είναι αναπόφευκτα και διακρίνονταν σε δύο τύπους :  
«συστηµικά», εξαιτίας των µεθόδων και των εργαλείων µέτρησης, και «τυχαία», 
που ποικίλουν µε απρόβλεπτο τρόπο από τη µια µέτρηση στην άλλη. Πρόκειται για 
µια κατάταξη που παραµένει σε ισχύ, και µε αυτές τις ιδέες ο Γαλιλαίος όχι µόνο 
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συνέβαλε στην ανάπτυξη της θεωρίας των πιθανοτήτων, αλλά έθεσε επίσης τα 
θεµέλια για τη γέννηση της στατιστικής. 
 

1.2    Η   ΕΜΦΑΝΙΣΗ   ΤΗΣ   ΘΕΩΡΙΑΣ   ΤΩΝ   ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ 

Υπήρχαν πολλοί και επιφανείς πρόδροµοι, όµως η θεωρία πιθανοτήτων οφείλει 
την αναγωγή της σε επιστήµη στην αλληλογραφία µεταξύ δύο µεγάλων 
επιστηµόνων των  Pierre de Fermat και Blaise Pascal (1654), που παρακινήθηκαν 
από τον παίκτη Chevalier de Mere, προσπαθώντας να λύσουν τα προβλήµατα που 
είχε προτείνει στον πρώτο ο Chevalier de Mere. Φαίνεται  ότι γύρω στο 1652, στην 
διαρκεί ενός ταξιδιού, ο αυστηρός και πνευµατικός Pascal, (1623-1662) 
συναντήθηκε µε τον κοσµικό και  τζογαδόρο Αντουάν Γκοµπό, γνωστό de Mere, 
έναν από τους πολλούς ευγενείς µε πάθος για τα παιχνίδια ζαριών και χαρτιών, ένα 
είδος επαγγελµατία παίκτη, µορφωµένο και ευφυή άνθρωπο, κάποιον που µε καλό 
κριτήριο κατάλαβε ότι αν σκεφτεί για τα παιχνίδια και τα γνωρίσει καλυτέρα θα 
έχει οφέλη. Στη συνοµιλία τους πρότεινε µια σειρά από προβλήµατα που γοήτευσαν 
τον Pascal, ο οποίος προσκάλεσε και τον Fermat να συµµετέχει για την επίλυση 
τους.           

Στην αλληλογραφία µεταξύ των δύο τους ενισχύθηκαν οι δύο µεγάλες ευφυΐες 
και δόθηκε ένα σοβαρό ξεκίνηµα στον υπολογισµό των πιθανοτήτων.  Πρέπει να 
σηµειωθεί ότι ο Fermat και ο Pascal, παρά το βάθος της επιστηµονικής τους 
σχέσης, το γεγονός ότι ήταν και οι δύο Γάλλοι και ζούσαν στην Τουλούζη και το 
Παρίσι, σε απόσταση που σήµερα θα θεωρούσαµε κοντινή (600 km) δεν 
συναντήθηκαν ποτέ προσωπικά. Η σχέση τους ήταν µόνο αλληλογραφική.  

Τα τρία προβλήµατα που ο de Mere πρότεινε στον Pascal και που τόσο 
«παιχνίδι» έδωσαν στην ιστορία ήταν:  
1. Ας υποθέσουµε ότι δύο παίκτες, Α και Β, συµµετέχουν σε ένα στοίχηµα 
60$. Συµφωνούν ότι ο πρώτος που θα κάνει 3 πόντους κερδίζει όλο τι στοίχηµα, 
όµως, όταν ο Α έχει κερδίσει 2 πόντους και ο Β έχει κερδίσει 1, µε κοινή συµφωνία 
αποφασίζουν να διακόψουν το παιχνίδι. Πώς πρέπει να µοιραστούν το στοίχηµα 
των 60$; 
2. Στο παιχνίδι του ριξίµατος 3 ζαριών, ποιος έχει περισσότερες πιθανότητες 
να κερδίσει: αυτός που ποντάρει στον αριθµό 9 ή αυτός που ποντάρει στον αριθµό 
10; 
3. Είναι ή όχι συµφέρον να στοιχηµατίσει ότι θα έρθει τουλάχιστον ένα 6 σε 
τέσσερις ριξιές ενός ζαριού; 

Ο συλλογισµός του Pascal, σχετικά µε το πρώτο ερώτηµα: 
Αν συνέχιζαν, τότε στην επόµενη παρτίδα θα κέρδιζε ή ο Α ή ο Β. 
 
 
         Α 
 
 
 
     Β 
 
 
 
άρα ο Α παίρνει 48 (=32+16) ενώ ο Β παίρνει 16 (=0+16) 
(δηλαδή το στοίχηµα µερίζεται µε λόγο 3:1). 

(2-1) 

(3-
1

(2-

2

Κερδίζει ο Α, άρα παίρνει και τα 64 

πιστόλια, ενώ ο Β παίρνει 0 

Οι Α και Β είναι ισόπαλοι, άρα 

παίρνουν από 32 πιστόλια  
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Αν το παιχνίδι είχε σταµατήσει στο 2‐0, τότε στο επόµενο παιχνίδι ο Α θα έπαιρνε 

και τα 64, ή θα γινότανε 2‐1 δηλαδή ο Α θα έπαιρνε 48 και ο Β 16. 
Άρα θα πάρει ο Α 56 (=32+24) και ο Β 8 (=0+8). 

Αν το παιχνίδι είχε σταµατήσει στο 1‐0, τότε στο επόµενο παιχνίδι ή θα γινότανε 

2‐0 και θα έπαιρνε ο Α 56 και ο Β 8, ή θα γινότανε 1‐1 δηλαδή ο Α θα έπαιρνε 32 
και ο Β 32. 
Άρα θα πάρει ο Α 44 (=28+16) και ο Β 20 (=4+16). 

Στο πρώτο ερώτηµα ήδη έχουµε αναφερθεί και µε µια ελαφρώς διαφορετική 
διατύπωση, µε τις απαντήσεις των Πεβερόνε και του Ταρτάλια. Για το δεύτερο, ο 
de Mere οµολόγησε στον Πασκάλ ότι είχε τη διαίσθηση ότι ήταν καλύτερο να 
ποντάρεις 10 παρά 9, αλλά διαφορετικών αναλύσεων του 10 και του 9 ως 
αθροίσµατος 3 προσθετέων (µεταξύ 1 και 6, τα πιθανά αποτελέσµατα του ζαριού) 
ήταν ο ίδιος. Πράγµατι, υπάρχουν έξι πιθανά αθροίσµατα σε κάθε περίπτωση. Η 
διαίσθηση του de Mere ήταν βάσιµη, επειδή κάνοντας απλούς υπολογισµούς για τις 
ευνοϊκές περιπτώσεις να βγει 9 ή 10, προκύπτει ότι:  

— Πιθανότητα να κερδίσεις ποντάροντας στο 9 = 25/216 

— Πιθανότητα να κερδίσεις ποντάροντας στο 10 = 27/216 
 Το  216 προκύπτει από το 63 

∆ηλαδή, µια µικρή διαφορά, µόνο 1/108, υπέρ του 10 έναντι του 9. Έτσι ώστε 
εάν παίζει κάποιος µια φορά είναι σχεδόν ασήµαντο, όµως όχι αν παίζει µε 
συστηµατικό τρόπο. ∆εν υπάρχει αµφιβολία ότι ο de Mere είχε διαίσθηση ενός 
µεγάλου παίκτη, σίγουρα προϊόν της µακροχρόνιας εµπειρίας του.    

Η λύση που έδωσε ο Pascal στο τρίτο πρόβληµα ήταν ότι η πιθανότητα ότι ένα 
ρίξιµο δεν φέρνει 6 είναι ίση µε 5/6. Αφού όλα τα ριξίµατα είναι ανεξάρτητα 
µεταξύ τους, επειδή το αποτέλεσµα του ενός δεν επηρεάζει το άλλο, η πιθανότητα 
ότι στις τέσσερις ριξιές δεν θα έρθει κανένα 6 θα είναι : 
P (κανένα 6) = 5/6 × 5/6 × 5/6× 5/6 =54/ 64 = 625 /1296 =0,482= 48, 22%.  

Η πιθανότητα αυτή είναι ελαφρώς µεγαλύτερη από το 0,5 συνεπώς είναι κάπως 
πλεονεκτικά να στοιχηµατίσεις ότι δεν βγει κανένα έξι. Όµως χρειάζονται πολλές 
παρτίδες για να φανεί η µικρή διαφορά µεταξύ του 51,8% και του 48,22% για να 
βγει τουλάχιστον ένα 6. Για να δούµε πώς έλυναν το πρόβληµα ο Pascal και ο 
Fermat, θα αναλύσουµε το προβλήµατα της διανοµής, το οποίο είχαν µελετήσει ο 
Πατσόλι και ο Cardano έναν αιώνα νωρίτερα. ∆εν ήταν κάτι αυτοσχέδιο, αλλά για 
δύο χρόνια ο Pascal σκέφτηκε για το ζήτηµα και στη συνέχεια το ανακοίνωσε στον 
Fermat.  

Σε ένα από τα πρώτα γράµµατα που αντάλλαξαν (η αλληλογραφία τους 
διήρκησε για περισσότερο από δύο χρόνια) ο Pascal διηγείται στον Fermat τη 
συνάντησή του µε τον de Mere και του γνωστοποιεί τη λύση για το πρόβληµα της 
διανοµής, που µας δίνει µια σαφή ιδέα για τον τρόπο που ενεργούσε: «Να περίπου 
πώς κάνω για να µάθω την αξία καθεµιάς από τις παρτίδες όταν παίζουν δύο 
παίκτες, για παράδειγµα, σε τρεις παρτίδες, και καθένας έχει ποντάρει 32 
νοµίσµατα στο παιχνίδι.  

Ας υποθέσουµε ότι ο πρώτος έχει δύο πόντους και ο άλλος έχει έναν. Τώρα 
παίζουν µια παρτίδα την οποία αν ο πρώτος κερδίσει, κερδίζει όλα τα χρήµατα που 
είναι στο παιχνίδι, δηλαδή, 64 νοµίσµατα. Αν την κερδίσει ο άλλος, ο καθένας έχει 
δύο πόντους, και εποµένως αν θέλουν να διακόψουν ο καθένας πρέπει να αποσύρει 
ότι στοιχηµάτισε, δηλαδή 32 νοµίσµατα ο καθένας.  

Σκεφτείτε, κύριε, ότι αν κερδίσει ο πρώτος, του ανήκουν 64, αν χάσει, του 
ανήκουν 32. Όµως αν δεν θέλουν να διακινδυνεύσουν αυτή την παρτίδα και να 
διακόψουν χωρίς να την παίξουν, ο πρώτος πρέπει να πει: «είµαι βέβαιος ότι έχω 32 
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νοµίσµατα, επειδή µου τα δίνει ακόµα και η ήττα. Όµως για τα άλλα 32, ίσως θα τα 
πάρω εγώ, ίσως θα τα πάρετε εσείς. Η τύχη είναι ίδια, ας µοιραστούµε λοιπόν αυτά 
τα 32 νοµίσµατα, µισά- µισά, και µου δίνετε, εκτός από αυτά τα, τα 32 νοµίσµατα 
που µου αντιστοιχούν µε βεβαιότητα». Θα έχει έτσι 48 νοµίσµατα, και ο άλλος 16.
 Η επιστολή καταλήγει µε τη γνωστή φράση «Ο κύριος de Mere έχει πολύ 
ταλέντο αλλά δεν είναι γεωµέτρης (µαθηµατικός). Αυτό είναι, όπως γνωρίζετε, ένα 
µεγάλο ελάττωµα». Σχεδόν ταυτόχρονα, ο Fermat έλυσε το πρόβληµα 
ακολουθώντας µια εντελώς διαφορετική µέθοδο και η οποία, επιπλέον, γενίκευσε 
τη λύση, γεγονός που ήταν πολύ συναρπαστικό για τον Pascal: «Βλέπετε (έγραψε 
στον Fermat) ότι η αλήθεια είναι η ίδια στην Τουλούζη (όπου ζούσε ο Fermat) όπως 
στο Παρίσι ( όπου κατοικούσε ο ίδιος)».      

Ως «παράπλευρα οφέλη» από όλους αυτούς τους στοχασµούς, ο Πασκάλ 
ανέπτυξε µια ολόκληρη σειρά µελετών συνδυαστικής, δηµοσιεύοντας το 1665 την 
Πραγµατεία για το αριθµητικό τρίγωνο, την πιο σηµαντική συµβολή και 
συστηµατοποίηση που είχε γίνει µέχρι τότε στη συνδυαστική. Το βιβλίο ξεκινά µε 
την κατασκευή αυτού που είναι γνωστό από τότε ως το «τρίγωνο του Πασκάλ», που 
έχουµε ήδη δει. Γύρω στο 1665, ο Ολλανδός Christiaan Huygens (1629-1695) 
ήρθε σε επαφή µε τις ιδέες του Πασκάλ και του Fermat, µέσω του Roberval, 
καθηγητή µαθηµατικών στο Βασιλικό κολέγιο της Γαλλίας και άρχισε τις εργασίες 
του για τα προβλήµατα σχετικά µε τον υπολογισµό των πιθανοτήτων που 
µορφοποίησε στο βιβλίο De ratiociniis in ludo aleae (ο υπολογισµός στα τυχερά 
παιχνίδια) το 1657. Εκτός από την επίλυση ενδιαφερόντων προβληµάτων 
παιχνιδιών, χειρίζεται και εξηγεί την έννοια της «µαθηµατικής ελπίδας» σε µια 
µεταβλητή µε πεπερασµένο αριθµό τιµών. Το κάνει µε τις εργασίες του για την 
αναµενόµενη ανθρώπινη ζωή από τα στοιχεία που συλλέχθηκαν στο Λονδίνο,  σε 
σχέση µε προβλήµατα σχετικά µε τα εισοδήµατα και τις προσόδους.  

Το πρώτο βιβλίο πιθανοτήτων ήταν του Huygens “De Ratiociniis in ludo aleae”  
που το έγραψε το 1657 στα Ολλανδικά και µεταφράστηκε στα Λατινικά από τον 
Van Schooten. Για 60 χρόνια µέχρι το 1700 χρησιµοποιούνταν αυτό το βιβλίο, ως 
το βιβλίο για τις πιθανότητες. Η κύρια ιδέα του ήταν η έννοια της µέσης τιµής και 
όχι η έννοια της πιθανότητας. Ο Huygens ονόµαζε ‘’τιµή της τύχης’’ την µέση τιµή.  

Ο Huygens έδωσε την νεώτερη επιστηµονική πραγµατεία για την έννοια της 
πιθανότητας. Τα βιβλία του ενέταξαν τη Θεωρία Πιθανοτήτων στα Μαθηµατικά ως 
ένα νέο κλάδο τους. 

 

1.3   Η ΑΝΑΠΤΥΞΗ  ΤΗΣ  ΘΕΩΡΙΑΣ ΤΩΝ  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ 

Από την αλληλογραφία των Pascal- Fermat, η θεωρία των πιθανοτήτων έγινε 
µέρος της γρήγορης ανάπτυξης των µαθηµατικών θεωριών που συνέβαινε στην 
Ευρώπη εκείνης της εποχής, µε τη συµβολή ενός ευρέος φάσµατος ταλέντων που 
αφιέρωσαν τις προσπάθειες τους σε αυτή.      
 Ο  Jacob Bernoulli (1654-1705) ήταν αυτός που έθεσε µε σαφή τρόπο τα 
θεµέλια της εφαρµογής του υπολογισµού των πιθανοτήτων σε διαφορετικές 
κοινωνικές, ηθικές και οικονοµικές απόψεις. Το έργο του Ars Conjectandi (Η τέχνη 
της εικασίας) εκδόθηκε στη Βασιλεία τον Αύγουστο του 1713, οκτώ χρόνια µετά το 
θάνατό του, αλλά εργάστηκε σε αυτό από το 1685, επηρεασµένος από την 
ανάγνωση του Χόιχενς. Όρισε τις πιθανότητες ως τον βαθµό βεβαιότητας µε τον 
οποίο µπορεί να συµβεί ένα µελλοντικό γεγονός. Όσο για τον τίτλο του έργου του, 
ο συγγραφέας τον εξηγεί ως εξής: «Ορίζοµε την τέχνη της εικασίας, ή στοχαστική 
τέχνη, ως την τέχνη της εκτίµησης µε τη µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια των 
πιθανοτήτων των πραγµάτων, έτσι ώστε στις αποφάσεις και τις ενέργειες µας να 
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µπορούµε πάντα να βασιζόµαστε σε αυτό που έχει βρεθεί πώς είναι το καλύτερο, το 
πιο κατάλληλο, το πιο ασφαλές, το πιο συνιστώµενο.  

Αυτό είναι το µόνο αντικείµενο της σοφίας του φιλοσόφου και η συναίνεση 
του ηγεµόνα». Από τα τέσσερα µέρη του Ars Conjectandi, τα τρία πρώτα 
αποτελούν συνέχεια του έργου του Χόιχενς, µια συστηµατική συλλογή 
συνδυαστικών αποτελεσµάτων και την εφαρµογή του όλου στα τυχερά παιχνίδια, 
ακολουθώντας όσα είχαν ήδη πραγµατοποιηθεί.  

Όµως το τέταρτο µέρος είναι θεµελιωδώς διαφορετικό: εξετάζει άλλες πτυχές, 
αποδεικνύει το θεώρηµα των µεγάλων αριθµών εισάγοντας, επιπλέον, τη σηµαντική 
ιδέα του διαστήµατος εµπιστοσύνης. Ο Bernoulli εξετάζει δύο τύπους τυχαίων 
καταστάσεων: πρώτα, αυτές που σχετίζονται µε τυχερά παιχνίδια, όπου οι 
πιθανότητες είναι γνωστές εκ των προτέρων από τους κανόνες του παιχνιδιού και 
µπορούν να σχηµατοποιηθούν µε δοχεία.   

Όµως προσθέτει ένα δεύτερο είδος καταστάσεων στις οποίες οι πιθανότητες 
ορίζονται εκ των υστέρων, µετά από έναν µεγάλο αριθµό πειραµάτων. Ο Bernoulli 
θεωρούσε δεδοµένο ότι η πραγµατοποίηση ενός συνεχώς αυξανόµενου αριθµού 
δοκιµών έπρεπε να παρέχει συνεπώς καλύτερες εκτιµώµενες αξίες πιθανοτήτων. 
Ένα άλλο σηµαντικό αποτέλεσµα που επιτεύχθηκε από τον Bernoulli είναι για τις 
επαναλαµβανόµενες ρίψεις ενός µη κανονικού νοµίσµατος, µε πιθανότητα p να 
έρθει κορόνα και q = 1 – p να έρθουν γράµµατα ( p και q, εποµένως, διαφορετικά 
από 1/2). Αν το νόµισµα ριχθεί δύο φορές, η πιθανότητα να έρθουν ακριβώς 2,1 ή 0 
κορόνες είναι p2, 2pq και q2, που είναι οι όροι της ανάπτυξης του (p + q)2 = p2 + 2pq 
+ q2.  

Επίσης, ρίχνοντας το νόµισµα τρεις φορές, οι πιθανότητες για 3, 2, 1 ή 0 
κορόνες είναι οι αντίστοιχοι όροι του (p + q)3 = p3 + 3p2q + 3q2p + q3. Ο ίδιος ο 
Μπερνούλι είχε συναίσθηση της σηµασίας αυτού που είχε επιτύχει, και των 
εφαρµογών του, όταν έγραψε: « Εκτιµώ αυτήν την ανακάλυψη (την επέκταση της 
θεωρίας των πιθανοτήτων σε τοµείς διαφορετικούς από των τυχερών παιχνιδιών) 
αρκετά περισσότερο από το αν είχα επιτύχει τον ίδιο τον τετραγωνισµό του κύκλου, 
επειδή αν αυτός είχε πράγµατι βρεθεί, η ωφέλεια του θα είχε µικρή σηµασία».
 Μια άλλη ξεχωριστή φυσιογνωµία στην εξέλιξη της θεωρίας είναι ο Abraham 
De Moivre, (1667-1754), γεννηµένος στη Γαλλία αλλά εξόριστος στην Αγγλία µετά 
από µια από τις πολλές θρησκευτικές διώξεις που καταγράφει η ιστορία της 
Ευρώπης (στην περίπτωση του λόγω της κατάργησης, το 1685, από τον Λουδοβίκο 
XIV,του ∆ιατάγµατος της Νάντης,  το οποίο εγγυούταν τη θρησκευτική ελευθερία, 
και έτσι ο De Moivre, που ήταν ουγενότος, αναγκάστηκε να εγκαταλείψει τη χώρα 
του). ∆ιετέλεσε µέλος της Βασιλικής Εταιρείας και στενός φίλος του Νεύτωνα.  

Το βιβλίο του The Doctrine of Chances (για το οποίο έκανε διάφορες εκδόσεις 
ανάλογα µε τις προόδους που πραγµατοποιούσε) ακολουθεί την γραµµή των 
Χόιχενς και Bernoulli, αλλά εφαρµόζει σε αυτή τις ιδέες του απειροστικού 
λογισµού που αναπτύσσονταν εκείνον τον καιρό. Ο De Moivre επέκτεινε το έργο 
του Bernoulli στα µη κανονικά νοµίσµατα. Όταν ο αριθµός των ρίψεων και των 
κορόνων είναι µεγάλοι αριθµοί είναι δύσκολο να υπολογιστούν µε ακρίβεια οι 
δυναµικοί συντελεστές, και ο De Moivre υπολόγισε έναν κατά προσέγγιση τύπο 
που σχετίζει την προηγούµενη «διωνυµική κατανοµή» του Μπερνούλι µε τη 
συνάρτηση σφάλµατος ή κανονική διανοµή: 

  
�

√��
���

�
.     

Ο   De Moivre ήταν ο πρώτος που εξήγησε αυτή την σύνδεση, θεµελιώδη για 
την ανάπτυξη των πιθανοτήτων και της στατιστικής. 
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Ο Pierre Simon Laplace έγραψε το 1773 την πρώτη του έκθεση σχετικά µε τις 
πιθανότητες, σε µία εποχή που είχε ήδη χρησιµοποιήσει εκτενώς τον απειροστικό 
λογισµό. Σε αυτή ασχολείται κατά κύριο λόγο µε µαθηµατικές πτυχές, αφήνοντας 
κατά µέρος τα φιλοσοφικά θεµέλια των πιθανοτήτων, που ήταν τόσο παρόντα στα 
έργα των προκατόχων του. Αργότερα, το 1820, στο Φιλοσοφικό δοκίµιο για τις 
πιθανότητες, εισαγωγή στην τρίτη έκδοση της µνηµειώδους πραγµατείας του 
Αναλυτική θεωρία των πιθανοτήτων (η πρώτη έκδοση της οποίας εµφανίστηκε το 
1812), ο Laplace εξηγεί τη γνωστή του διακήρυξη της «αιτιοκρατικής» 
(ντετερµινιστικής) πίστης: «Πρέπει να βλέπουµε την παρούσα κατάσταση του 
σύµπαντος ως το αποτέλεσµα προηγούµενης κατάστασής του και ως την αιτία 
αυτής που θα ακολουθήσει.  

Μια νοηµοσύνη που σε µια δεδοµένη στιγµή θα γνώριζε όλες τις δυνάµεις που 
ζωντανεύουν τη φύση και την αντίστοιχη κατάσταση των όντων που την 
απαρτίζουν, αν επίσης ήταν αρκετά ευρεία για να υποβάλει όλα αυτά τα δεδοµένα 
σε ανάλυση, θα συνόψιζε σε έναν µόνο τύπο τις κινήσεις των µεγαλύτερων 
σωµάτων του σύµπαντος και αυτών του πιο ελαφρού ατόµου: τίποτα δεν θα ήταν 
αβέβαιο για αυτή και τόσο το µέλλον όσο και το παρελθόν θα βρίσκονταν αντίκρυ 
στα µάτια του» έγραψε.  

Ωστόσο αξίζει να σηµειωθεί ότι δεν επιχειρεί να βεβαιώσει ότι µια υψηλότερη 
νοηµοσύνη θα µπορούσε να υπολογίσει όλες τις συνέπειες των νόµων της φύσης, 
αλλά ο στόχος του Laplace ήταν η ανάπτυξη της επιστήµης των πιθανοτήτων ώστε 
να έχει πιο ακριβή γνώση αυτών των νόµων της φύσης. 

 Έτσι φτάνει στο περίφηµο συµπέρασµα του ότι «φαίνεται σε αυτή την έκθεση 
ότι η θεωρία των πιθανοτήτων δεν είναι κατά βάθος παρά η κοινή λογική 
εκφρασµένη µε τον υπολογισµό: κάνει να εκτιµηθεί µε ακρίβεια αυτό που τα δίκαια 
πνεύµατα αισθάνονται από ένα είδος ενστίκτου, χωρίς να µπορούν να το 
συνειδητοποιήσουν». Στην πραγµατεία του υπάρχουν δύο µέρη: στο πρώτο 
αναπτύσσει τη θεωρία των γεννητριών συναρτήσεων και τις θεωρίες που 
χρησιµοποιούνται για την προσέγγιση των εκφράσεων των τύπων των µεγάλων 
αριθµών, και στο δεύτερο πραγµατεύεται τη γενική θεωρία των πιθανοτήτων.   

Μετά από τον Laplace και τους άµεσους συνεχιστές του, ειδικά του Gauss και 
Legendre, η θεωρία των πιθανοτήτων φτάνει στην ενηλικίωση της και το καθήκον 
που αποµένει είναι η συστηµατοποίηση, η βελτίωση και η αξιολόγιση των 
αποτελεσµάτων, που πραγµατοποιούνται στη διάρκεια του 19ου αιώνα. ∆εν 
αναπτύσσεται µόνο στο πλαίσιο των µαθηµατικών, αλλά εφαρµόζεται όλο και 
περισσότερο σε άλλους τοµείς, ιδιαίτερα στη στατιστική µηχανική, η οποία της 
ανοίγει το δρόµο της φυσικής.  

Υπάρχουν πολλές ξεχωριστές προσωπικότητες σε όλον τον αιώνα, µεταξύ των 
οποίων αξίζει να αναφερθούν οι Poisson, De Morgan, Cournot, Tchebycheff, που 
ήταν ο εµπνευστής της Ρωσικής σχολής, στην οποία ανήκουν οι µαθητές του 
Markov και Liapunov), που θα άνοιγαν τον δρόµο για τον Kolmogorov, ο οποίος 
ήταν αυτός που διατύπωσε µια αξιωµατική θεωρία των πιθανοτήτων.  

Ο Κολµογκόροφ γνώριζε ότι µε την εργασία του έκλεινε ένα µακροχρόνιο 
αγώνα κατά της αβεβαιότητας, όταν έγραφε ότι: «Η επιστηµολογική αξία της 
θεωρίας των πιθανοτήτων βασίζεται στο γεγονός ότι τα τυχαία φαινόµενα 
δηµιουργούν σε µεγάλη κλίµακα µια αυστηρή κανονικότητα, όπου το τυχαίο, µε 
κάποιο τρόπο, έχει εξαφανιστεί». Περνούσαµε σε ένα άλλο ανώτερο στάδιο της 
κατάκτησης του τυχαίου. Μια ειδική µνεία αξίζει ο Βέλγος µαθηµατικός 
Adolphe Quetelet, (1796-1874), ο οποίος ανέπτυξε ένα ενδιαφέρον για τις 
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εφαρµογές των πιθανοτήτων και της στατιστικής στις διαφορετικές ανθρώπινες 
δραστηριότητες, έτσι ώστε θεωρείται ο ιδρυτής της σύγχρονης στατιστικής.  

Υπήρξε ένας συλλέκτης κοινωνικών δεδοµένων και έκανε την περιγραφή τους 
µε όρους του νόµου κανονικής κατανοµής, την οποία ονόµασε «νόµος των τυχαίων 
αιτιών». Από το 1835 υπερασπίστηκε τη χρήση της κανονικής καµπύλης για την 
προσέγγιση κάθε τύπου κοινωνικών δεδοµένων (γεννήσεις, θάνατοι, εγκλήµατα, 
αυτοκτονίες). Γνώριζε ότι παρόλο που τέτοια γεγονότα είναι απρόβλεπτα για κάθε 
άτοµο, έχουν στατιστικές κατευθυντήριες γραµµές όταν εξετάζουµε ολόκληρους 
πληθυσµούς. Έδωσε σχήµα σε αυτή την ιδέα µιλώντας για τον «µέσο άνθρωπο», 
έναν όρο που χρησιµοποιήθηκε πολύ στη συνέχεια και που απεικονίζει ένα 
φανταστικό χαρακτήρα που είναι ο µέσος όρος σε όλες τις απόψεις.  

Όµως ο Quetelet δε θεωρούσε τον µέσο άνθρωπο µόνο ως µια µαθηµατική 
έννοια, αλλά ότι ήταν ο στόχος της κοινωνικής δικαιοσύνης.    

Το 1844 εξέπληξε όλους τους σκεπτικιστές χρησιµοποιώντας το νόµο 
κανονικής κατανοµής για την κατανοµή του ύψους των ανδρών, πράγµα που του 
επέτρεψε να εντοπίσει τις απάτες για την «αποφυγή» της υποχρέωσης της 
στρατιωτικής θητείας στη Γαλλία: οι θεωρητικές προβλέψεις του τον οδήγησαν να 
δείξει ότι περίπου 2000 νέοι είχαν αποφύγει τη στράτευση δηλώνοντας επίτηδες 
µικρότερο ύψος από εκείνο που απαιτείται για την εκπλήρωση της στρατιωτικής 
θητείας. 
 

1.4 Μια πρόσφατη ιστορία πιθανοτήτων 

Σε έναν τηλεοπτικό διαγωνισµό που έχεις φτάσει στην τελική  ευθεία σε 
βάζουν µπροστά σε τρείς κλειστές πόρτες. Πίσω από µια από αυτές υπάρχει ένα 
«µεγάλο» έπαθλο, ένα αυτοκίνητο, ενώ οι άλλες δύο δεν κρύβουν τίποτα πολύτιµο. 
Πρέπει να επιλέξεις µόνο µια από τις πόρτες. Όταν έχεις ήδη δείξει την πόρτα που 
επέλεξες, ο παρουσιαστής αποφασίζει να συνεχίσει το θέαµα και σου ανοίγει µια 
από τις άλλες δύο, που δεν έχει έπαθλο, και σου δίνει µια νέα ευκαιρία: φυσικά, εάν 
θέλεις µπορείς να συνεχίσεις µε την επιλογή σου, αλλά µπορείς επίσης να αφήσεις 
την πόρτα που έχεις επιλέξει και να διαλέξεις την άλλη κλειστή.  

Ερώτηµα φυσικά είναι πια κίνηση θα είναι πιο συµφέρουσα, δηλαδή αν είναι 
το ίδιο να συνεχίσεις µε την πόρτα που επέλεξες ή να αλλάξεις. Φαίνεται ως άσχετο 
ζήτηµα και ότι είναι το ίδιο να κάνεις το ένα ή το άλλο. Ωστόσο, αυτό το πρόβληµα 
(γνωστό ως «πρόβληµα του Μόντι Χολ») οδήγησε σε κάµποσες συζητήσεις 
σχετικά πρόσφατα, µε τη συµµετοχή εξαιρετικών µαθηµατικών, γεγονός που 
αποδεικνύει ότι οι πιθανότητες απέχουν πολύ από το να είναι θέµα που έχει 
κατανοηθεί καλά.  

Από το 1963 έως 1990 µεταδιδόταν στην τηλεόραση των Ηνωµένων Πολιτειών 
ένας τηλεοπτικός διαγωνισµός µε τίτλο let’s Make a Deal, το παραπάνω πρόβληµα 
βασίζεται στην δυναµική του διαγωνισµού. Επίσης για πολλά χρόνια, σε 
περισσότερες από τριακόσιες εφηµερίδες της ίδιας χώρας υπήρχε µια στήλη µε 
τίτλο «ρωτήστε τη Μέριλιν» , στην οποία υπήρχαν ερωτήσεις και απαντήσεις.  

Η γυναίκα που ήταν υπεύθυνη για τη στήλη, η Marilyn Vos Savant, είναι 
διάσηµη επειδή εµφανίζεται στο βιβλίο των ρεκόρ Γκίνες ως το άτοµο µε τον 
υψηλότερο δείκτη ευφυΐας στον κόσµο, µε τιµή 228, και προσθέτει στη φήµη της το 
γεγονός ότι είναι παντρεµένη µε τον γιατρό και επιστήµονα Ρόµπερτ Τζάρβικ, ο 
οποίος ανάπτυξε την τεχνητή καρδιά. Ήταν µια Κυριακή του 1990 όταν δηµοσίευσε 
στη στήλη της την ερώτηση του προβλήµατος: «Είναι πλεονέκτηµα για τον 
διαγωνιζόµενο να αλλάξει την πόρτα που είχε επιλέξει αρχικά;».   
      



   14 

 

Η Μέριλιν έγραψε στη στήλη της ότι ήταν καλύτερο να αλλάξει πόρτα. Αυτό 
έγινε αφορµή για µια πληµµύρα επιστολών από τους αναγνώστες της (περίπου 
10000) που ήταν σχεδόν οµόφωνες: το 92% της έλεγε ότι έκανε λάθος, 
προσθέτοντας ότι ήταν απογοητευµένοι από το γεγονός ότι ένα άτοµο σαν αυτή 
έδωσε µια λανθασµένη απάντηση σε µια τόσο απλή ερώτηση. Της έγραψαν ακόµη 
και πολλοί καθηγητές µαθηµατικών, που ήταν αγανακτισµένοι. Οι απαντήσεις 
συνέχισαν να φτάνουν σε βιοµηχανικές ποσότητες για µεγάλο χρονικό διάστηµα 
έως ότου, αφού αφιέρωσε περισσότερο χώρο στη στήλη της, η συγγραφέας 
αποφάσισε να επιλύσει το θέµα. Η αλήθεια είναι ότι η Βος Σάβαντ είχε δίκιο και 
όλοι όσοι της έγραψαν, µαθηµατικοί ή όχι έκαναν λάθος. Στη συνέχεια φαίνεται το 
σχήµα µε το αρχικό πρόβληµα, που πίσω από τις πόρτες χωρίς το µεγάλο έπαθλο 
υπάρχει µια κατσίκα της παρηγοριάς, που δείχνει ότι αν συνεχίσεις µε την πόρτα 
που έχεις επιλέξει οι πιθανότητες σου είναι προφανές 1/3 εφόσον υπήρχαν τρεις 
πόρτες και επέλεξες µια, ενώ αν αλλάξεις γίνεται 2/3, διπλασιάζεις τις πιθανότητές 
σου. 

 
 
 
 

           
           
           
           
           
           
           
           
            

 
 
 
 
 
 
 
 
Είναι εκπληκτικό το γεγονός ότι δεν υπήρχαν αντιρρήσεις µόνο από τους 

µαθηµατικούς του «σωρού», αλλά ότι ακόµη και ο Ούγγρος Πολ Έρντος ένας από 
τους µεγαλύτερους µαθηµατικούς του 20ου αιώνα, είπε ότι αυτή η λύση ήταν 
αδύνατη και παραδέχτηκε το λάθος του µόνο µετά από µια προσοµοίωση σε 
υπολογιστή. 

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2    
 
ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ ΚΑΙ ΤΥΧΗ 

Στην καθηµερινή ζωή µας περιβαλλόµαστε από πληροφορίες που µας µιλούν 
για πιθανότητες ότι θα συµβεί κάτι, πιθανότητες να κερδίσουµε ένα έπαθλο, 
περίεργες συµπτώσεις, πιθανότητα ότι µια λάµπα θα διαρκέσει πάνω από 1.000 
ώρες, πιθανότητες µιας οµάδας να κερδίσει το πρωτάθληµα ή απλά δεκάδες 
δηµοσκοπήσεις που µας λένε αυτό που πιστεύουµε για πολλά θέµατα, χωρίς ποτέ 
να ρωτήσουν εµάς τους ίδιους, αν και, περιέργως, έχουν «καλό µάτι» και συνήθως 
«πέφτουν µέσα». Tα περισσότερα από τα παραπάνω σχόλια σχετίζονται µε 
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γεγονότα ή συµβάντα για τα οποία µπορούµε να γνωρίζουµε όλες τις πιθανές 
εκβάσεις, αλλά το συγκεκριµένο αποτέλεσµά τους, όταν συµβαίνει, δεν είµαστε σε 
θέση να προβλέψουµε.  

Είναι φαινόµενα ή πειράµατα που υπόκεινται στην «τύχη». Όµως µερικά από 
τα συµβάντα που αναφέρθηκαν δεν ταιριάζουν σε αυτή την κατηγορία. Έτσι, είναι 
δύσκολο να πιστέψει κανείς ότι όταν σε έναν ποδοσφαιρικό αγώνα βρίσκονται 
αντιµέτωπες η καλύτερη οµάδα στην Ευρώπη µε µια ερασιτεχνική οµάδα, το 
αποτέλεσµα του αγώνα υπόκεινται στην τύχη. Θα αναλυθούν µόνο τα πειράµατα ή 
τα γεγονότα που µπορούν να θεωρηθούν «τυχαία» ή ότι υπόκεινται στους κανόνες 
της τύχης.  

Το λεξικό της Βασιλικής Ισπανικής Ακαδηµίας της Γλώσσας ορίζει το τυχαίο 
ως κάτι απρόβλεπτο, ένα συµπτωµατικό γεγονός, και δηλώνει ότι ο όρος «στην 
τύχη» σηµαίνει «χωρίς τάξη». Πιθανόν αν σε καθέναν από εµάς ζητήσουν να πούµε 
τι εννοούµε µε τον όρο «τυχαίο», θα βρεθούµε χωρίς σαφή απάντηση και θα πρέπει 
να ψάξουµε να δώσουµε παραδείγµατα αυτού που αποκαλούµε «τυχερά παιχνίδια». 
Αυτό δείχνει ότι το τυχαίο είναι κάπως δύσκολο να προσδιοριστεί, αλλά το νόηµα 
του µπορούµε να το αναγνωρίσουµε και να το αιτιολογήσουµε, ώστε να ξέρουµε αν 
πρέπει να συµµετέχουµε η όχι σε ένα συγκεκριµένο τυχερό παιχνίδι και υπό ποιες 
προϋποθέσεις. Η ιδέα της πιθανότητας είναι στενά συνδεδεµένη µε την ιδέα του 
τυχαίου και µας βοηθά να κατανοήσουµε τις δυνατότητες µας για να κερδίσουµε 
ένα τυχερό παιχνίδι ή να αναλύσουµε τις δηµοσκοπήσεις.  

Ο Laplace δήλωσε: «Είναι αξιοσηµείωτο το γεγονός ότι µια επιστήµη που 
ξεκίνησε µε εκτιµήσεις για τα τυχερά παιχνίδια έχει γίνει το πιο σηµαντικό 
αντικείµενο της ανθρώπινης γνώσης». ∆ύο αιώνες αργότερα, η δήλωση αυτή είναι 
όλο και πιο εµφανής, όχι µόνο στην καθηµερινή ζωή, αλλά και στον τοµέα της 
επιστήµης, της τεχνολογίας και των κοινωνικών επιστηµών. Η κατανόηση και η 
µελέτη του τυχαίου είναι απαραίτητη, επειδή οι πιθανότητες είναι µια αναγκαία 
υποστήριξη για τη λήψη αποφάσεων σε οποιονδήποτε τοµέα.   

Για να κατανοήσοµε καλύτερα σε τι καταστάσεις αναφερόµαστε, θα 
παρατηρήσουµε ότι υπάρχουν φαινόµενα που συµβαίνουν γύρω µας και τα 
αποτελέσµατα είναι εύκολα προβλέψιµα: τα ντετερµινιστικά (αιτιοκρατικά) 
φαινόµενα. Όταν διεξάγεται ένα ντετερµινιστικό πείραµα, το αποτέλεσµα του 
µπορεί να προβλεφτεί κατηγορηµατικά από ορισµένα αρχικά δεδοµένα.  

Απλά αλλάζει το αποτέλεσµα αν αλλάξει κάποιο από τα αρχικά δεδοµένα από 
τα οποία εξαρτάται. Έτσι αν αφήσουµε να πέσει ένα αντικείµενο από ένα 
συγκεκριµένο ύψος µπορούµε να βεβαιώσουµε ότι θα πέσει στο έδαφος, να 
υπολογίσουµε την ταχύτητα µε την οποία θα φτάσει ή τον χρόνο που θα κάνει για 
να φτάσει. Υπάρχουν πολλά άλλα φαινόµενα στα οποία δεν συµβαίνει αυτό, αλλά 
από την ίδια αρχική κατάσταση µπορούν να αποκτηθούν διαφορετικά και 
απρόβλεπτα αποτελέσµατα: τα τυχαία φαινόµενα. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα 
είναι το ρίξιµο ενός ζαριού (από αυτό προέρχεται ο όρος «αλεατορικό» : aleas = 
«ζάρι»): αν και προσπαθούµε να το ρίξουµε πάντα µε τον ίδιο τρόπο, κάθε φορά 
υπάρχει ένα απρόβλεπτο αποτέλεσµα.  

Το αποτέλεσµα ενός πειράµατος  τύχης εξαρτάται από την τύχη. Θα 
µπορούσαµε να σκεφτούµε ότι µετρώντας µε ακρίβεια µια ολόκληρη σειρά 
δεδοµένων της αρχικής κατάστασης του ζαριού, την γωνία και την δύναµη µε την 
οποία το ρίχνουµε, την τριβή του αέρα, κλπ., και γνωρίζοντας τις εξισώσεις της 
κίνησης θα µπορούσαµε να προβλέψουµε το αποτέλεσµα. Υπό αυτή την έννοια, ο 
Laplace έλεγε ότι η πιθανότητα είναι η µέτρηση της άγνοιάς µας. Όµως η αλήθεια 
είναι ότι µικρές αποκλίσεις (δύσκολα µετρήσιµες) οδηγούν σε διαφορετικά 
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αποτελέσµατα. Αυτό είναι το τυχαίο. Όµως, το ότι ένα φαινόµενο είναι τυχαίο και 
εποµένως απρόβλεπτο στα συγκεκριµένα αποτελέσµατα του, δεν σηµαίνει ότι δεν 
µπορούµε να έχουµε κάποια γνώση για αυτό, και εδώ επεµβαίνει η µελέτη των 
πιθανοτήτων, η οποία βρήκε σιγά-σιγά µια θέση στην ιστορία της ανθρωπότητας. 
Όπως διαπιστώνεται σε πολλές περιπτώσεις και παιχνίδια, όταν επαναλαµβάνεται 
πολλές φορές το ίδιο πείραµα τύχης παρατηρούνται πολλές κανονικότητες.  

Το αποτέλεσµα του ριξίµατος ενός ζαριού είναι αδύνατο να καθοριστεί, αλλά 
το συνολικό αποτέλεσµα αρκετών χιλιάδων ριξιµάτων µπορεί να είναι γνωστό µε 
σχεδόν απόλυτη βεβαιότητα. Μπορούσαµε να πούµε ότι «στην τυχαιότητα η τάξη 
εµφανίζεται µε την πάροδο του χρόνου, µε τις επαναλήψεις». Όπως έλεγε ο 
Άρθουρ Κόναν Ντόιλ (1859 – 1930), ο δηµιουργός του Σέρλοκ Χολµς, 
αναφερόµενος στην κοινωνία: «Ενώ κάθε άτοµο είναι ένα άλυτο αίνιγµα, 
συλλογικά µεταµορφώνεται σε µια µαθηµατική βεβαιότητα. Τα άτοµα αλλάζουν, τα 
ποσοστά παραµένουν». Το ίδιο συµβαίνει µε το ζάρι και άλλες τυχαίες 
καταστάσεις: κάθε ρίξιµο ποικίλλει, οι αναλογίες διατηρούνται.  

Όταν επαναλαµβάνεται ένα πείραµα τύχης µπορεί να διαπιστωθεί επιπλέον ότι, 
γενικά, δεν εµφανίζονται όλα τα αποτελέσµατα µε την ίδια αναλογία: υπάρχουν 
γεγονότα που συµβαίνουν πιο συχνά από άλλα. Αν ρίξοµε ένα «κανονικό» ζάρι 
όλες οι έδρες εµφανίζονται στην ίδια αναλογία, αλλά αν ρίξουµε δύο «κανονικά» 
κέρµατα και δούµε τον αριθµό των κορόνων που εµφανίζονται (0, 1 ή 2), είναι πιο 
συχνό να παρατηρούµε µόνο µια κορόνα.  

Αν πάροµε ένα φύλλο από µια ισπανική τράπουλα (σαράντα κάρτες 
διανεµηµένες σε τέσσερα χρώµατα) και δούµε αν το φύλλο είναι µια φιγούρα, δεν 
συµβαίνει µε την ίδια συχνότητα να είναι ή να µην είναι. Η πιθανότητα ενός 
γεγονότος θα είναι ένας δείκτης των δυνατοτήτων για να συµβεί.  

 

2.1 ΟΡΙΣΜΟΣ ΤΗΣ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 

Έχοµε ήδη πει ότι η πιθανότητα θα είναι ένας αριθµός που θα µας δείξει πόσο 
αληθοφανές είναι να παρατηρήσουµε ένα αποτέλεσµα ενός φαινοµένου ή 
πειράµατος τύχης. Ωστόσο, η κατανοµή αυτής τη πιθανότητας είναι κάτι που 
µπορεί να είναι διαισθητικό σε πολλές περιπτώσεις, αλλά εντελώς αινιγµατικό σε 
άλλες.  
 

2.2 ΠΕΙΡΑΜΑΤΑ ΜΕ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΚΑΝΟΝΙΚΟΤΗΤΑ 

Στο σηµείο αυτο εξετάζονται µερικές ιδέες και έννοιες που εµφανίζονται µε 
την επανάληψη ενός πειράµατος τύχης. Ρίχνοµε δύο ζάρια και υπολογίζουµε την 
διαφορά µεταξύ των αποτελεσµάτων τους. Ο ακόλουθος πίνακας παρουσιάζει την 
καταµέτρηση των αποτελεσµάτων, πρώτα µε 189 κανονικές ριξιές και στη συνέχεια 
τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων µε υπολογιστή για 50.000, 100.000 και 
1.000.000 ριξιές δύο ζαριών: 

∆ιαφορά 189 ρίψεις 50.000  ρίψεις 100.000 ρίψεις 1.000.000 ρίψεις 

0 32 8.143 16.570 166.600 

1 50 13.551 27.280 277.782 

2 34 11.249 22.513 221.871 

3 45 8.479 16.834 167.562 

4 18 5.806 11.455 110.363 

5 10 2.772 5.348 55.822 

  
Οι απόλυτες συχνότητες (αριθµός των φορών που παρατηρείται κάθε διαφορά) 

του πίνακα δεν µας δίνουν πολλές πληροφορίες. Είναι καλύτερα να κάνουµε την 
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αναλογία µεταξύ κάθε αποτελέσµατος και του συνόλου των δοκιµών που 
πραγµατοποιήθηκαν, που είναι η λεγόµενη σχετική συχνότητα καθενός από αυτά. 
Αυτές οι τιµές, που εκφράζονται στον ακόλουθο πίνακα, µας δίνουν περισσότερες 
πληροφορίες και µας επιτρέπουν να βγάλουµε συµπεράσµατα µε µεγαλύτερη 
σαφήνεια:  

∆ιαφορά 189 ρίψεις 50.000 ρίψεις 100.000 ρίψεις 1.000.000 ρίψεις 

0 0.169 0.163 0.166 0.167 

1 0.265 0.271 0.273 0.278 

2 0.180 0.225 0.225 0.222 

3 0.238 0.170 0.168 0.168 

4 0.095 0.116 0.115 0.110 

5 0.053 0.055 0.053 0.056 

 
  
Ο πίνακας είναι η επαλήθευση για µια από τις αρχές που διέπουν την 

συµπεριφορά του τυχαίου, τη στατιστική κανονικότητα, σύµφωνα µε την οποία, µε 
την αύξηση του αριθµού των φορών που επαναλαµβάνουµε ένα πείραµα τύχης, η 
σχετική συχνότητα καθενός αποτελέσµατος προσεγγίζει όλο και περισσότερο µια 
ορισµένη τιµή.  Ονοµάζουµε πιθανότητα ενός γεγονότος ακριβώς την τιµή 
εκείνη που πλησιάζει όλο και περισσότερο την σχετική συχνότητα όταν το πείραµα 
επαναλαµβάνεται για µεγάλο αριθµό φορών (που στα µαθηµατικά ονοµάζεται 
οριακή τιµή). Όπως αναφέρθηκε πριν, αυτή η πιθανότητα ενός γεγονότος είναι µια 
µέτρηση των δυνατοτήτων για να συµβεί.       
 ∆εδοµένου ότι η πιθανότητα είναι η οριακή τιµή της σχετικής συχνότητας, 
ικανοποιεί τις ιδιότητες των σχετικών συχνοτήτων:  

1) Η πιθανότητα prob (S) ενός γεγονότος S είναι ένας αριθµός µεταξύ 0 και 1, 
επειδή ο αριθµός των φορών που συµβαίνει πρέπει να περιλαµβάνεται µεταξύ 0 και 

του συνολικού αριθµου των φορών που το εκτελούµε : 0≤ 
��
	(	�)≤ 1. 
2) Η πιθανότητα ενός αδύνατου γεγονότος είναι 0. Η πιθανότητα ενός βέβαιου 

γεγονότος είναι 1. Αυτές οι δύο ιδιότητες µας επιτρέπουν να ορίσουµε µια κλίµακα 
πιθανοτήτων. Αν ένα αποτέλεσµα δεν συµβαίνει ποτέ έχει πιθανότητα 0. Αν 
συµβαίνει πάντα, έχει πιθανότητα 1. Αν συµβαίνει µερικές φορές, θα είναι ένας 
αριθµός µεταξύ 0 και 1. Ένα συµβάν θα είναι τόσο πιο πιθανό όσο πιο κοντά στο 1 
είναι η πιθανότητα του. Όταν κάτι συµβαίνει πολύ συχνά λέµε ότι είναι πιθανό: Η 
πιθανότητα του είναι κοντά στο 1. Κάτι που συµβαίνει πολύ σπάνια λέµε είναι πολύ 
λίγο πιθανό: Η πιθανότητα του είναι κοντά στο 0. Όµως υπάρχει µια πολύ 
σηµαντική διαφορά µεταξύ υψηλής πιθανότητας (ακόµα και πολύ υψηλής) και 
βεβαιότητας: ότι ένα γεγονός έχει πολύ υψηλή πιθανότητα δεν επιτρέπει ποτέ την 
επιβεβαίωση ότι λαµβάνεται από ένα συγκεκριµένο πείραµα. 

3) Η πιθανότητα ενός γεγονότος που αποτελείται από πολλά διαφορετικά 
αποτελέσµατα είναι ίση µε το άθροισµα των πιθανοτήτων των στοιχειωδών 
γεγονότων ( αποτελέσµατα) που το απαρτίζουν.  

4) Το άθροισµα των πιθανοτήτων όλων των αποτελεσµάτων ρνός πειράµατος 
τύχης (στοιχειώδη γεγονότα) είναι ίση µε 1. 

5) Το άθροισµα των πιθανοτήτων δύο συµπληρωµατικών γεγονότων είναι ίσο 
µε 1: prob(S) + prob( όχι S) = 1.  

 
Η ιδιότητα αυτή είναι ενδιαφέρουσα επειδή σε πολλές περιπτώσεις µπορούµε να 
βρούµε την πιθανότητα ενός γεγονότος όταν είναι γνωστή αυτή του αντίθετου ( που 
µπορεί να είναι πιο εύκολο να βρεθεί). Για παράδειγµα, το γεγονός «χρειάζονται 
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περισσότερες από µια ριξιές ενός ζαριού για να έρθει ένα 6» αποτελεί το 
συµπλήρωµα του «να έρθει 6 µε µια µόνο ριξιά». Αφού γνωρίζουµε ήδη ότι η 
πιθανότητα για να έρθει 6  µε µια µόνο ριξιά είναι p=1/6≈0,167 η πιθανότητα του 
συµπληρωµατικού γεγονότος είναι:  
Prob (να χρειαστούν περισσότερες από µια ριξιές) ≈ 1 – 0,167 ≈  0,833. 

Πρέπει να σηµειώσοµε ότι για να ορίσοµε πιθανότητες µε αυτή τη διαδικασία 
επαναλαµβανόµενου πειραµατισµού χρειάζεται ένας «µεγάλος» αριθµός 
επαναλήψεων. ∆ηλαδή, πρέπει να συγχέουµε αυτόν τον νόµο των µεγάλων αριθµών 
που αναφέρθηκε µε αυτόν που µερικές φορές ονοµάζεται «νόµος των µικρών 
αριθµών», που εφαρµόζουµε τόσες φορές στην ζωή µας εξάγοντας γενικά 
συµπεράσµατα από ένα µικρό αριθµό εµπειριών.  

Αν για παράδειγµα, ταξιδέψαµε σε µια άλλη χώρα και πέσαµε θύµα κλοπής 
στον δρόµο και γνωρίζουµε δύο άλλες περιπτώσεις ταξιδιωτών στους οποίους 
συνέβηκε το ίδιο ( που µπορεί να µας το είπαν µόλις τους διηγηθήκαµε την 
περίπτωσή µας), χωρίς περισσότερα παραδείγµατα αποφασίζουµε ότι στην χώρα 
αυτή είναι πολύ πιθανό να σε κλέψουν (έστω και αν η εµπειρία µεγάλων οµάδων 
ταξιδιωτών και οι αντικειµενικές στατιστικές αποδεικνύουν τον αντίθετο).  

Μπορεί ο ανθρώπινος εγκέφαλος να έχει προδιάθεση να εξάγει γενικά 
συµπεράσµατα που του επιτρέπουν να έχει οδηγούς για την δράση και ότι η 
επανάληψη ορισµένων γεγονότων περιορίζεται στην εµπειρία καθενός, παρόλο που 
πρέπει να εξάγει γενικές κατευθυντήριες γραµµές για την δράση. Η 
πραγµατικότητα είναι ότι εξάγονται γενικά συµπεράσµατα µε αρκετή ελαφρότητα 
εφαρµόζοντας αυτόν τον εσφαλµένο νόµο των µικρών αριθµών, και όχι µόνο σε 
ιδιωτικές συνοµιλίες, αλλά ακόµα και στα µέσα ενηµέρωσης, όπως η «αλάθητη» 
µέθοδος που ένας δηµοσιογράφος περιέγραφε για τον υπολογισµό της έκτασης της 
ανεργίας:  

«Ρωτήστε τον εαυτό σας πόσους άνεργους έχεις την οικογένειά σας. Στη 
συνέχεια ρωτήστε τους γείτονες, τους φίλους και τους γνωστούς σας και αθροίστε 
τα αποτελέσµατα που παίρνετε. Συγκρίνεται αυτόν τον αριθµό µε τον αριθµό των  
ατόµων που αποτελούν την οικογένειά σας και όσους γνωρίζουν όλους αυτούς που 
ρωτήσατε. Έτσι θα έχετε ένα αλάθητο νούµερο για τον αριθµό των ανέργων». 
Όπως φαίνεται µια περιορισµένη εµπειρία για να εξαχθούν γενικά συµπεράσµατα 
συχνά οδηγεί στην εξαγωγή εσφαλµένων συµπερασµάτων.  

 

2.3 ΙΣΟΠΙΘΑΝΑ ΣΥΜΒΑΝΤΑ 

∆εν είναι πάντα απαραίτητο να καταφύγουµε στον πειραµατισµό για να 
ορίσουµε την πιθανότητα ενός γεγονότος. Στο ρίξιµο ενός κανονικού ζαριού, οι 
συνθήκες συµµετρίας του µας επιτρέπουν να υποθέσουµε ότι καµία από τι ς έδρες 
δεν θα έχει περισσότερες πιθανότητες να έρθει από ότι  οι άλλες.  

Έτσι, τα 6 πιθανά αποτελέσµατα του ριξίµατος ενός ζαριού είναι εξίσου πιθανά 
δηλαδή η πιθανότητα ενός από αυτά είναι 1/6 ≈ 0.167 (κάθε έδρα θα εµφανιστεί 
στο 16,7% των φορών). Αφαιρώντας ένα φύλλο από µια ισπανική τράπουλα, µε 12 
φιγούρες από 40 φύλλα, φαίνεται λογικό να πιστεύουµε ότι µια φιγούρα θα 
εµφανιστεί το 30% των φορών (12/40), έτσι ώστε θα µπορούσαµε να πούµε ότι η 
πιθανότητα είναι 12/40 = 0,30.  

Χρησιµοποιώντας ως αναφορά αυτά τα δύο παραδείγµατα βλέπουµε ότι 
υπάρχουν περιπτώσεις που οι πιθανότητες των διαφόρων αποτελεσµάτων είναι 
διαισθητικές. Οι συνθήκες συµµετρίας και η κανονικότητα του ζαριού είναι αρκετές 
για να ορίσουµε τις ίδιες πιθανότητες σε οποιαδήποτε από τις έδρες : 1/6. Στην 
περίπτωση της τράπουλας µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε παρόµοιο συλλογισµό. 
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Έτσι, σε πολλές περιπτώσεις µπορούµε να ορίσουµε την πιθανότητα ως εξής: αν 
κατά της διεξαγωγή ενός πειράµατος τύχης µπορούν  να προκύψουν Ν διαφορετικά 
αποτελέσµατα και µπορεί να διασφαλιστεί ότι όλα έχουν τις ίδιες δυνατότητες 
εµφάνισης (είναι εξίσου δυνατά) η πιθανότητα καθενός από τα αποτελέσµατα είναι 
p = 1/N. Στην περίπτωση του ζαριού, το σύνολο των πιθανών αποτελεσµάτων 
(ονοµάζεται δειγµατικός χώρος) είναι Ε = {1, 2, 3 , 4 , 5, 6}. Αν ο κύβος είναι 
σωστός όλα τα στοιχειώδη γεγονότα θα είναι εξίσου δυνατά. ∆ηλαδή η πιθανότητα 
τους θα είναι:   
P(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6)= 1/6 ≈ 0.167 (16,7%). 

Ας εξετάσοµε τώρα µερικά σύνθετα γεγονότα όπως « να έρθει ένας µονός 
αριθµός» ή «να έρθει ένα πολλαπλάσιο του 3». Ποιά θα είναι η πιθανότητά του; 
Εάν το αποτέλεσµα του ριξίµατος είναι 2, 4 ή 6, θα επαληθευτεί το γεγονός «να 
έρθει ζυγός αριθµός». Αφού η πιθανότητα ενός σύνθετου γεγονότος ισούται µε το 
άθροισµα των πιθανοτήτων των στοιχειωδών γεγονότων που το αποτελούν, έχουµε:  

 Prob ( ζυγός αριθµός) = p ({1, 3, 5}) = p(1) + p(3) + p(5) = 1/6 = 3/6 = 0,5 ή (50%). 
Η πιθανότητα να έρθει ένα πολλαπλάσιο του 3 είναι: Prob(πολλαπλάσιο του 3) 

= π({3,6}) = p(3) + p(6) = 1/6 + 1/6 = 2/6 ≈ 0,333 (33,3%). 
 Αν προσέξοµε τα αποτελέσµατα:  

p(µονός αριθµός)= 3/6, p(πολλαπλάσιο του 3) = 2/6. 
Αυτές οι δύο πιθανότητες επιβεβαιώνουν ότι η πιθανότητα σε κάθε περίπτωση 

είναι ίση µε το πηλίκο µεταξύ του αριθµού των στοιχειωδών γεγονότων που 
αποτελουν το σύνθετο γεγονός (3 στην πρώτη περίπτωση και 2 στη δεύτερη) και 
του συνολικού αριθµού αποτελεσµάτων ή στοιχειωδών γεγονότων που µπορεί να 
προκύψουν. 

Ακολουθώντας τον ίδιο τρόπο συλλογισµού στη γενική περίπτωση, µπορούµε 
να πούµε ότι, αν σε ένα πείραµα τύχης µπορούν να συµβούν Ν στοιχειώδη 
γεγονότα, όλα εξίσου δυνατά, η πιθανότητα ενός γεγονότος S που αποτελείται απο 
n στοιχειώδη γεγονότα θα είναι:        
  p(S) = 1/N + 1/N + …+ 1/N (n αθροίσµατα ίσα µε 1/N) = n/N,  
 δηλαδή:  

    P(S)= ��.���	���������ώ�	�� ����!ώ�	"�"��ό���	��$	 ����%�ύ�	��	"�"��ό'	(
)*+,-./ό0	12.34ό0	56,.78.9:ώ+	;8;,+ό69+

 

 
Με άλλα λόγια, η πιθανότητα ενός γεγονότος S είναι ίση µε την αναλογία 

µεταξύ του αριθµού των ευνοϊκών αποτελεσµάτων για να συµβεί το γεγονός και 
του συνολικού αριθµού των δυνατών αποτελεσµάτων. Αυτός ο ορισµός είναι 
γνωστός κανόνας του Laplace: «Εάν όλα τα στοιχειώδη γεγονότα είναι εξίσου 
δυνατά, η πιθανότητα ενός γεγονότος (S) είναι το πηλίκο µεταξύ του αριθµού των 
ευνοϊκών περιπτώσεων για το S και του αριθµού των δυνατών περιπτώσεων του 
πειράµατος»: 

<(() =
=2.34ό0	69+	8*+,ϊ/ώ+	?82.?6ώ589+	;.1	6,	(

=2.34ό0	69+	:*+16ώ+	?82.?6ώ589+
 

 
Ο κανόνας ή νόµος του Laplace θεωρείται ως ο κλασικός ορισµός της 

πιθανότητας, επειδή είναι ο πρώτος γνωστός ορισµός. Είναι πολύ χρήσιµος για το 
υπολογισµό των πιθανοτήτων σύνθετων γεγονότων σε καταστάσεις ισοπίθανες 
(όταν όλα τα γεγονότα είναι εξίσου δυνατά). Το µόνο που έχουµε να κάνουµε για 
να βρούµε την πιθανότητα ενός γεγονότος είναι να µετρήσουµε τον συνολικό 
αριθµό των στοιχειωδών γεγονότων (δυνατές περιπτώσεις) και τον αριθµό των 
στοιχειωδών γεγονότων που αποτελούν το γεγονός (ευνοϊκές περιπτώσεις). Για να 
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κάνουµε τις µετρήσεις των περιπτώσεων µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τις 
τεχνικές της συνδυαστικής. Είναι τέτοια η επιρροή αυτού του ορισµού στην 
εξέταση των πιθανοτήτων που όταν σε ένα ζάρι, νόµισµα, ρουλέτα, κλπ.  

Όλα τα αποτελέσµατα είναι εξίσου πιθανά συνήθως τίθεται το προσδιοριστικό 
«του Laplace». Είναι πολύ σηµαντικό να βεβαιωθούµε ότι όλα τα στοιχειώδη 
γεγονότα του πειράµατος που εξετάζουµε είναι εξίσου πιθανά (για οτιδήποτε ειναι 
κατάλληλο να εφαρµοστεί η κοινή λογική, αλλά µε προσοχή, επειδή η πιθανότητα 
µας εξαπατά συχνά) και ότι υπάρχει µόνο ένας πεπερασµένος αριθµός πιθανών 
αποτελεσµάτων. Ένα απλό παράδειγµα µας δείχνει ότι ένα πείραµα µπορεί να έχει 
άπειρο αριθµό αποτελεσµάτων.  

Αν υποθέσοµε ότι ένα βέλος ρίχνεται πάνω σε ένα στόχο. Αν θεωρήσουµε ως 
δυνατά αποτελέσµατα όλα τα σηµεία του στόχου, αυτά είναι άπειρα, και έτσι ο 
παραπάνω κανόνας δεν είναι εφαρµόσιµος. Ωστόσο, αν απλοποιήσουµε το πείραµα 
και διαιρέσουµε τον στόχο σε τέσσερα τεταρτηµόρια µε ίση περιοχή, έχουµε λύσει 
το πρόβληµα, αφού ο αριθµός των πιθανών αποτελεσµάτων είναι τώρα τέσσερα, 
και τα τέσσερα είναι εξίσου δυνατά (αν υποτεθεί ότι ο ρίπτης δεν είναι έµπειρος 
παίκτης στα βελάκια και ρίχνει το βέλος τυχαία πάνω στο στόχο). Η διαίρεση σε 
τοµείς διαφορετικής επιφάνειας, όπως συµβαίνει στους στόχους των αγώνων, δεν 
επιτρέπει πλέον την εφαρµογή του προηγούµενου κανόνα, αφού όλα τα 
αποτελέσµατα (τοµείς) δεν έχουν τις ίδιες δυνατότητες.  

Σε αυτές τις περιπτώσεις, µπορεί να γίνει µια µικρή τροποποίηση του 
προηγούµενου κανόνα ορίζοντας ως πιθανότητα κάθε τοµέα το λόγο µεταξύ του 
εµβαδού και του συνολικού εµβαδού του στόχου. Τα περισσότερα τυχερά παιχνίδια 
που µπορούµε να σκεφτούµε ακολουθούν τον κανόνα του Laplace. Στις 
περιπτώσεις που δεν ισχύει αυτό, πρέπει να καθοριστεί ο τρόπος ορισµού των 
πιθανοτήτων. Μερικά παραδείγµατα θα µας επιτρέψουν να το κατανοήσουµε 
καλύτερα. Επιλέγοντας στην τύχη ένα φύλλο από µια ισπανική τράπουλα, ποια 
είναι η πιθανότητα να είναι µπαστούνι, ποια να είναι µια φιγούρα και ποια να είναι 
µπαστούνι και φιγούρα;  

Σε αυτό το πείραµα της τύχης υπάρχουν 40 δυνατές περιπτώσεις, όσες και τα 
φύλλα, και όλες είναι εξίσου πιθανές σε µια καινούργια τράπουλα, χωρίς σηµάδια. 
Από τα 40 φύλλα, 10 είναι µπαστούνια, δηλαδή υπάρχουν 10 ευνοϊκές περιπτώσεις 
«να είναι µπαστούνι». Η πιθανότητά τους είναι: 

P(µπαστούνι) = 
�@
A@

 =
�
A
 = 0,25 ή 25% 

Ανάλογα οι πιθανότητες των άλλων συµβάντων είναι: 

P (φιγούρα) = 
��
A@

 = 
B
�@

 = 0,3 ή 30% 

P (µπαστούνι και φιγούρα)= 
B
A@

 = 0,075 ή 7,5% 

Ένα άλλο παράδειγµα: αν τραβήξουµε ταυτόχρονα δύο φύλλα µιας ισπανικής 
τράπουλας, ποια είναι η πιθανότητα και τα δύο να είναι χρυσά; Είναι µια 
κατάσταση κατά την οποία όλες οι οµάδες δύο φύλλων που έχουµε επιλέξει έχουν 
την ίδια πιθανότητα και σε αυτή µπορεί να  εφαρµοστεί ο ορισµός του Λαπλάς. Οι 
δυνατές περιπτώσεις είναι οι τρόποι τραβήγµατος δύο φύλλων από τις 40 του 
συνόλου, ο αριθµός συνδυασµών των 40 στοιχείων (τα 40 φύλλα) που λαµβάνονται 
ανά 2: 

C40,2 = CA@� D = 
A@!

�!∗(A@��)! 
= 
A@∗BG
�  = 780 

Στην τράπουλα υπάρχουν 10 χρυσά φύλλα, εποµένως οι ευνοϊκές περιπτώσεις θα 
είναι οι διαφορετικοί τρόποι να τραβήξουµε 2 από τα 10 χρυσά, δηλαδή, οι 

συνδυασµοί 10 στοιχείων που λαµβάνονται ανά 2:	 
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H10,2  =		 C�@� D =
�@!

�!∗(�@��)!I =
�@∗G
�
= AJ 

Εποµένως, η πιθανότητα ότι τα 2 φύλλα είναι χρυσά θα είναι: 

P(δύο χρυσά)= 
H�@,�
HA@,�

 = 
AJ
LM@

 = 0,0577 ή 5,77%. 

Η Πιθανότητα είναι η ίδια όπως αν ψάχνουµε να έχουµε δυο φύλλα 
οποιασδήποτε άλλης φυλής (κούπες, σπαθιά ή µπαστούνια). Αυτό µπορεί να 
χρησιµέψει για να απαντήσουµε σε ένα άλλο ερώτηµα: ποια είναι η πιθανότητα ότι 
αν τραβήξουµε δυο φύλλα αυτά θα είναι διαφορετικής φυλής; Εδώ η απάντηση 
είναι εύκολη µε έµµεσο τρόπο, µε την αντίθετη περίπτωση. Αφού στην περίπτωση 
αυτή είναι το αντίθετο από το να είναι της ίδιας φυλής(το αθροισµά του να είναι σε 
µια από τις τέσσερις φυλές) έχοµε: 
P(διαφορετικής φυλής)= 1 – p (της ίδιας φυλής) = 1 – [ p(δύο χρυσά) + p (δύο 

κούπες) + p(δύο σπαθιά) + p(δύο µπαστούνια)]≈     1 – [0,0577 + 0,0577 + 0,0577 
+ 0,0577] = 1-[4*0,0577] = 1 – 0,2308 = 0,7692 ή 76,92%. 

 
Μέχρι τώρα έχουµε δει περιπτώσεις όπου η πιθανότητα ενός γεγονότος 

λαµβάνεται µε θεωρητικό τρόπο, από το κατασκευαστικό µοντέλο (ζάρια, 
παιγνιόχαρτα), αλλά στις περισσότερες περιπτώσεις της ζωής δεν είναι δυνατόν να 
γίνει ένα θεωρητικό µοντέλο, ούτε εποµένως να συναχθεί η πιθανότητα καθενός 
από τα γεγονότα, παρόλο που είναι βολικό να έχουµε µια πιθανότητα, η οποία είναι 
ένα µέτρο των δυνατοτήτων για να συµβεί κάτι.  

Για παράδειγµα µια αρκετά πρόσφατη πρακτική είναι ότι στις σελίδες των 
εφηµερίδων δίνονται πληροφορίες για τον καιρό µε όρους πιθανοτήτων 
(εµφανίζεται σε ποσοστό). Έτσι µπορούµε να διαβάσουµε ότι για την επόµενη µέρα 
η πρόβλεψη βροχής είναι 60%. Παλιότερα έλεγαν µόνο αν θα βρέξει ή όχι. 

Το ποσοστό είναι η συχνότητα των περιπτώσεων που έχει βρέξει κατά το 
παρελθόν σε καιρικές συνθήκες παρόµοιες που προβλέπεται για αύριο, 
λαµβάνοντας υπόψη τα διαθέσιµα στοιχεία. ∆ηλαδή µας δείχνει το ποσοστό 
αβεβαιότητας που συνδέεται µε την δήλωση « θα βρέξει αύριο» και βασίζεται σε 
πολύπλοκους υπολογισµούς που εκτελούνται από µια τεράστια µάζα 
παρατηρούµενων δεδοµένων. Υπό την έννοια αυτή, όταν µιλάµε για τον αυριανό 
καιρό ως πιθανότητα βροχής είναι πολύ πιο ακριβές από το να πούµε απλά αν θα 
βρέξει ή όχι, δεδοµένου ότι περιέχει τις πληροφορίες που απαιτούνται για το 
προγραµµατισµό των δραστηριοτήτων οποιουδήποτε προσώπου εκείνη την ηµέρα. 

Η διαφορά αυτής της µέτρησης της πιθανότητας σε σχέση µε αυτή των 
τυχερών παιχνιδιών ή των λαχείων είναι ότι ο ορισµός της πιθανότητας δεν 
βασίζεται σε µοντέλα, αλλά σε στατιστικά δεδοµένα. Αυτό συµβαίνει σε πολλές 
άλλες περιπτώσεις (αποτελεσµατικότητα των φαρµάκων ή εµβολίων, ασφάλεια των 
διαφόρων µέσων µεταφοράς, κλπ), και για αυτό η στατιστική χρησιµοποιείται για 
την µελέτη της κοινωνίας και συνδέεται µε την πιθανότητα, επειδή επιτρέπει να 
οριστούν πιθανότητες στα γεγονότα.  

Ένα µέσο που χρησιµοποιείται συχνά για να δηµιουργήσει τυχαίες καταστάσεις 
(εξ ου και η πληθώρα των διαφορετικών παιχνιδιών) είναι οι τράπουλες. Υπάρχουν 
δύο βασικού τύποι γνωστοί ως ισπανική και γαλλική. Και οι δύο έχουν διεισδύσει 
βαθιά στη συλλογική φαντασία, επειδή όπως όλα τα µεγάλα παιχνίδια είναι µοντέλα 
αναγνωρίσιµων κοινωνικών καταστάσεων.  

Η ισπανική τράπουλα είναι µια σχηµατοποίηση της µεσαιωνικής κοινωνίας µε 
τέσσερις φυλές, χρυσό, κούπες, σπαθιά και µπαστούνια τα οποία αντιπροσωπεύουν 
τις τέσσερις βασικές τάξεις της:  

αστοί (ή έµποροι, µε τον χρυσό των νοµισµάτων),  
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κλήρος (µε την κούπα των λειτουργικών εορτασµών),  
ευγενείς (µε το σπαθί των ιπποτών) και  
αγρότες (µε το µπαστούνι ή την ράβδο που χρησιµοποιούν στις χειρονακτικές 

εργασίες τους).  
Έχει 40 κάρτες, µε 10 σε κάθε φυλή, εκ των οποίων 3 (βαλές ιππότης και 

βασιλιάς) είναι οι φιγούρες.  
 

 
  

Η γαλλική τράπουλα είναι σχηµατοποίηση του περάσµατος του χρόνου, που 
αναφέρει τι συµβαίνει µέσα σε ένα έτος. Οι 4 φυλές αντιπροσωπεύουν τις 4 εποχές. 
Αφού σε κάθε µια υπάρχουν 13 φύλλα, συνολικά υπάρχουν 4*13 = 52 φύλλα, όπως 
οι 52 εβδοµάδες ενός έτους. 

 Εάν προστεθούν οι αριθµοί κάθε φυλής (1+2+3+…+13=91), 
πολλαπλασιαστούν µε τις 4 φυλές και προστεθεί ο µπαλαντέρ έχοµε 365 (4 * 91 + 1 
= 365 ), που είναι οι 365 ηµέρες του έτους. 



   23 

 

 
  
 

2.4   ΑΞΙΩΜΑΤΙΚΟΣ   ΟΡΙΣΜΟΣ   ΤΗΣ   ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ 

Στις αρχές του 20ου αιώνα, η µαθηµατική διατύπωση των πιθανοτήτων 
φαινόταν ως µια αναγκαιότητα για πολλούς µαθηµατικούς. Ο Kolmogorov 
διατύπωσε κατά την δεκαετία του 1930 µια σειρά από αξιώµατα που επέτρεψαν την 
αξιωµατική οικοδόµηση των πιθανοτήτων. Αυτή η αξιωµατική προσέγγιση, 
ικανοποιητική για την µαθηµατική κοινότητα, αποφεύγει να δώσει εννοιολογικό 
ορισµό της πιθανότητας και να χρειάζεται να σκεφτόµαστε πάντα το πείραµα, και 
αναφέρεται µόνο στις ιδιότητες που πρέπει να πληρεί ο ορισµός πιθανότητας ενός 
γεγονότος.  

Επιπλέον ο αξιωµατικός ορισµός ανακτά όλες τις ιδιότητες που βρήκαµε 
διαισθητικά, και έτσι ο Kolmogorov κατάφερε να κάνει να συµφωνήσουν τα τυπικά 
µαθηµατικά και τα πειράµατα µε τυχαία φαινόµενα. Επιπλέον, τα αξιώµατα του 
Kolmogorov έπαιξαν καθοριστικό ρόλο στην ανάπτυξη ενός άλλου κλάδου των 
µαθητικών που συνδέεται στενά µε τις πιθανότητες: η θεωρία του µέτρου.  

Ξεκινώντας από τα αξιώµατα του Kolmogorov και ακολουθώντας µια 
αυστηρή µαθηµατική ανάπτυξη παρόµοια µε οποιουδήποτε άλλου κλάδου των 
µαθηµατικών, καθορίζεται ένα σύνολο ιδιοτήτων και συνεπειών που δεν είναι 
εµφανείς και στις οποίες δεν θα είχαµε φτάσει µε άλλο τρόπο. Η σηµασία των 
πιθανοτήτων για την µελέτη άλλων επιστηµονικών τοµέων και ο µεγάλος αριθµός 
εφαρµογών τους µας ξαναφέρνουν στα λόγια του Laplace: « Τα σηµαντικότερα 

ερωτήµατα της ζωής δεν είναι στην πλειοψηφία τους παρά ζητήµατα 

πιθανοτήτων». Ίσως για τον λόγο αυτό οι πιθανότητες είναι ο κλάδος των 
µαθηµατικών µε τον µεγαλύτερο αριθµό εφαρµογών.     

Ο αξιωµατικός ορισµός των πιθανοτήτων µπορεί να διατυπωθεί ως εξής. 
Έστω ένας δειγµατικός χώρος Ε που συνδέεται µε ένα πείραµα τύχης και το σύνολο 
των γεγονότων του F, ονοµάζεται πιθανότητα οποιασδήποτε µορφής ανάθεσης σε 
κάθε γεγονός S, του F µιας αριθµητικής τιµής prob( S), µε την προϋπόθεση ότι 
επαληθεύονται οι ιδιότητες:  
1. Για οποιοδήποτε γεγονός S του F ισχύει ότι prob(S) ≥ 0. 
2. Η πιθανότητα του βέβαιου γεγονότος είναι η µονάδα: prob(E) = 1. 
3. Έστω µια συλλογή αµοιβαία αποκλειόµενων γεγονότων S1, S2, S3……, Sn….,  
του F, τότε: Prob(S1 ή S2 ή .... Sn ) = prob (S1) +… prob(Sn)+… 
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Λαµβάνοντας αυτές τις τρεις ιδιότητες ως αξιώµατα, µέσω µιας τυπικής επαγωγικής 
διαδικασίας φτάνουµε σε άλλες σηµαντικές ιδιότητες των πιθανοτήτων. Μερικές 
από αυτές που µπορούν να συναχθούν είναι: 
1) Prob(S1) = 1 – prob (S1), όπου S1 το συµπληρωµατικό γεγονός του S1. 
2) Prob(S1) ≤ 1. 

3) Prob (∅) = 0, όπου ∅ αντιπροσωπεύει το αδύνατο γεγονός.  
4) Έστω δύο οποιαδήποτε γεγονότα S1 και S2 του F επαληθεύετε ότι : 

Prob(S1∪S2) = prob(S1) + prob(S2) – prob(S1∩S2). 

Στην παραπάνω έκφραση, το σύµβολο ∪ δείχνει ότι πρέπει να συµβεί ένα 

γεγονός ή ένα άλλο και το σύµβολο ∩ ότι και τα δύο γεγονότα πρέπει να 
επαληθευτούν ταυτόχρονα.  

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3    ΜΗ ΠΡΟΦΑΝΕΙΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ 
Θα παρουσιαστούν  µια σειρά από καθηµερινές καταστάσεις που 

σχετίζονται µε τις πιθανότητες στις οποίες το αποτέλεσµα έρχεται σε αντίθεση µε 
αυτό που φαίνεται «προφανές». Σε ορισµένες περιπτώσεις δίνουµε την πιθανότητα 
και πρέπει να βρεθεί η κατάσταση, και σε άλλες το αντίθετο.  

Το καλό είναι ότι µπορούν να γίνουν πειραµατικές δοκιµές (επαληθεύσεις) 
που επιβεβαιώνουν τα θεωρητικά αποτελέσµατα και µας δείχνουν ότι δεν είµαστε 
πολύ κατάλληλα εξοπλισµένοι  για να διαισθανθούµε την πιθανότητα. Θα ήταν 
καλό ο αναγνώστης να είναι έτοιµος να εκπλαγεί, αφού είναι εύκολο να συµβεί και 
είναι ενδιαφέρον να µπορεί να το απολαύσει. 

 

3.1   ΕΥΡΕΣΗ  ΤΗΣ   ΚΑΤΑΣΤΑΣΗΣ 
Μερικές φορές για να εµβαθύνουµε σε κάτι είναι καλό να εξετάσουµε την 

αντίθετη άποψη µε αυτή που θα ήταν συνηθισµένο. Αυτό θα γίνει παρακάτω: θα 
προτείνοµε µερικές καταστάσεις στις οποίες είναι ήδη γνωστή  η πιθανότητα για να 
εξακριβώσουµε τη σύνθεση από την οποία ξεκινάµε:  

Κατάσταση Α. Σε ένα δοχείο µπάλες άσπρου και µαύρου χρώµατος. ∆ύο 
παίκτες στοιχηµατίζουν ότι θα βγάλουν από το δοχείο δύο µπάλες, η πρώτη, του 
ιδίου χρώµατος, και η άλλη, διαφορετικού χρώµατος. Θέλουν να έχουν την ίδια 
πιθανότητα να κερδίσουν. Πόσες µπάλες κάθε χρώµατος πρέπει να έχει στο δοχείο; 

Κατάσταση Β. Ο Γιάννης και η Μπέρτα παίζουν µε δύο ζάρια που δεν έχουν 
αριθµούς, αλλά χρωµατιστές έδρες, µερικές µπλε και µερικές κόκκινες. Το παιχνίδι 
είναι απλό: αν οι επάνω έδρες έχουν το ίδιο χρώµα, κερδίζει ο Γιάννης, εάν είναι 
διαφορετικές, κερδίζει η Μπέρτα. Θέλουµε το παιχνίδι να είναι δίκαιο, δηλαδή και 
οι δύο παίχτες να έχουν την ίδια πιθανότητα να κερδίσουν, και ένα από τα δύο 
ζάρια έχει πέντε µπλε έδρες και µια κόκκινη. Πως πρέπει να χρωµατίσουµε τις 
έδρες του άλλου ζαριού; 

     Κατάσταση Γ. Έχουµε τον ίδιο αριθµό άσπρων και µαύρων µπαλών (για 
παράδειγµα 10) και δύο ίδια δοχεία. Θέλουµε να διανείµουµε τις µπάλες στα δοχεία 
(κανένα από τα δύο δεν µπορεί να µείνει κενό) έτσι ώστε βγάζοντας µια µπάλα από 
ένα από αυτά, η πιθανότητα να είναι άσπρη να είναι η µεγίστη. Ποιά είναι αυτή η 
πιθανότητα; Θα είναι σε κάποια περίπτωση µεγαλύτερη από 1/2 (ή 50%); 

Λύση Α. Φαίνεται ότι πρέπει να έχουν τον ίδιο αριθµό µπαλών και χρώµατος, 
αλλά δεν είναι έτσι, όπως φαίνεται από την εύρεση της πιθανότητας. Μια δυνατή 
λύση είναι 3 µπάλες ενός χρώµατος (π.χ. άσπρο) και 1 του άλλου (µαύρο). 
Βλέπουµε ότι οι πιθανότητες είναι ίσες: 

P(AA)= 
R
S
. T
R
= T

S
= U

T
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Η πιθανότητα να βγει η πρώτη άσπρη είναι 3/4, επειδή υπάρχουν τρείς από τις 
τέσσερις. Ότι η δεύτερη είναι άσπρη, αν ήταν και η πρώτη, είναι 2/3, αφού µένουν 
δύο άσπρες από τις τρεις που υπάρχουν. Αν η πιθανότητα να βγουν δύο άσπρες 
είναι 1/2, αυτή να βγουν µπάλες διαφορετικού χρώµατος (η µόνη εναλλακτική 
δυνατότητα) θα είναι επίσης 1/2. 

Λύση Β. Το άλλο ζάρι πρέπει να έχει τρείς έδρες κάθε χρώµατος, έστω κι αν 
φαίνεται ψέµα! Θα βρούµε τις πιθανότητες οι έδρες να έχουν το ίδιο χρώµα,  που θα 
είναι το άθροισµα του να είναι µπλε και στα δύο ζάρια και του να είναι κόκκινες. 
Καθένα από τα δύο γεγονότα, µε τη σειρά του, είναι το γινόµενο του να βγεί αυτό 
το χρώµα σε καθένα από τα ζάρια. Τελικά: 
p(ίδιο χρώµα) = p(µπλε και στις δύο) + p(κόκκινο και στις δύο)= p(M1∩M2) + 

p(Κ1∩Κ2)= p(M1) · p(M2) + p(Κ1) · p(Κ2) =
V
W
. R
W
+ U

W
. R
W
= UV

RW
+ R

RW
= UY

RW
= U

T
 

Και το άλλο 1/2 είναι ότι θα βγει διαφορετικό χρώµα. 
Λύση Γ. Είναι εύκολο διαβάζοντας το δεύτερο ερώτηµα να έχουµε την τάση να 

πούµε ότι αφού υπάρχει ο ίδιος αριθµός µπαλών κάθε χρώµατος (εφαρµόζοντας τη 
«µαθηµατική»  νοοτροπία, που φαίνεται χρήσιµη στην προκειµένη περίπτωση), το 
αποτέλεσµα θα είναι 50% ή 1/2. Όµως το ερώτηµα µπορεί να µας κάνει να 
σκεφτούµε πως ίσως υπάρχει κάποιος τρόπος να το ξεπεράσουµε. Η αλήθεια είναι 
ότι βάζοντας σε ένα από τα δοχεία (π.χ. το 1) µια άσπρη µπάλα και τις υπόλοιπες 
στο άλλο δοχείο, η πιθανότητα αυξάνει σηµαντικά: 
 
p(άσπρο) = p(επιλογή δοχείου 1) · p(άσπρο στο δοχείο 1) + (επιλογή δοχείου 2) · 

p(άσπρο στο δοχείο 2) = 
U
T
· 1+ 

U
T
 · 
Z
UZ

 = 
TY
RY

 = 0,7368→73,68%=  = 0,7368→73,68%. 

 
 

3.2 ΕΥΡΕΣΗ   ΤΗΣ   ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ   ΣΕ   ΜΙΑ ∆Ε∆ΟΜΕΝΗ ΚΑΤΑΣΤΑΣΗ 
 

ΓΕΝΕΘΛΙΑ 
Κατάσταση Α. Πρώτο πρόβληµα των γενεθλίων. Μπορούµε να το 

διατυπώσουµε µε διάφορους τρόπους, αλλά όλοι είναι ισοδυναµεί. Ο ακόλουθος 
ισχύει για γιορτές µε πολλούς αγνώστους. «Σε µια συνάντηση υπάρχουν Ν 
άνθρωποι που έχουν µαζευτεί τυχαία.  

Ποια είναι η πιθανότητα ότι τουλάχιστον δύο από αυτούς γιορτάζουν τα 
γενέθλια τους την ίδια ηµέρα ( δηλαδή, ότι γεννήθηκαν την ίδια ηµέρα του ίδιου 
µήνα); Ή πιο  συγκεκριµένα, πόσα άτοµα πρέπει να είναι ώστε η πιθανότητα να 
είναι 1/2 (ή 50%);». 
      Κατάσταση Β. Ένα άλλο πρόβληµα γενεθλίων. Τώρα το ζητούµενο δεν είναι να 
βρεθούν δύο άτοµα που γεννήθηκαν την ίδια ηµέρα, αλλά να υπάρχει κάποιος του 
οποίου τα γενέθλια συµπίπτουν µε τα δικά µου. Πόσα άτοµα πρέπει να υπάρχουν, 
ώστε η πιθανότητα να ξεπερνά το 50%; 
       Λύση Α. Χρειάζεται να σκεφθούµε λίγο πόσα άτοµα απαιτούνται για να 
είµαστε βέβαιοι ότι υπάρχουν δύο των οποίων τα γενέθλια συµπίπτουν; Αρκούν 367 
άτοµα, επειδή καθένα από τα πρώτα 366 µπορεί να έχει γενέθλια σε µια 
διαφορετική ηµέρα του έτους (συµπεριλαµβανοµένης της 29ης Φεβρουαρίου), όµως 
αυτό που έχει τη θέση 367 δεν έχει άλλη επιλογή παρά να έχει τα γενέθλια του την 
ίδια ηµέρα µε κάποιο από τα παραπάνω.  

Χωρίς να λάβοµε υπόψη τα δίσεκτα έτη (όπως θα κάνουµε στο έξης) αρκούν 
366 άτοµα. Πότε η πιθανότητα θα είναι 50%; Φαίνεται «προφανές» ότι είναι µε τα 
µισά άτοµα (δηλαδή, 183), αλλά δεν µπορούµε να βρούµε λόγους που το 
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δικαιολογούν. Θα κάνοµε µερικούς υπολογισµούς και θα εφαρµόσουµε τον ορισµό. 
Αρχικά θα υποθέσουµε ότι το έτος έχει 365 ηµέρες και θα βρούµε την πιθανότητα 
όταν δεν υπάρχουν συµπτώσεις, που είναι πιο εύκολο. Στη συνέχεια, αφαιρώντας 
από το 1(ή το 100 αν είναι σε ποσοστό) θα έχουν την πιθανότητα που ζητάµε. 

Ας πάροµε µια οµάδα Ν ατόµων. Επιλέγουµε ένα στην τύχη, που µπορεί να 
έχει γενέθλια σε οποιαδήποτε από τις 365 ηµέρες, όπως συµβαίνει και µε το 
δεύτερο, µε το τρίτο και µε όλα τα άλλα µέχρι να συµπληρωθούν τα Ν άτοµα. 
Εποµένως ο αριθµός των δυνατών περιπτώσεων που µπορεί να έχουµε είναι: 
CP(δυνατές περιπτώσεις)=365·365·365·365·...=365Ν. 

Ας δούµε σε πόσες από αυτές τις 365Ν δυνατές περιπτώσεις δεν υπάρχουν 
συµπτώσεις στα γενέθλια (θέλοµε να µην υπάρχουν τα ίδια γενέθλια). Γι’ αυτό 
µετράµε τις περιπτώσεις στις οποίες δεν επαναλαµβάνεται µια ηµεροµηνία 
γενεθλίων. Γι’ αυτό υπάρχουν 365 τρόποι επιλογής της ηµεροµηνίας του πρώτου 
ατόµου, 364 για το δεύτερο, 364 για το δεύτερο, 363 για το τρίτο...  µέχρι το Ν-οστό 
άτοµο που µπορεί να έχει γενέθλια σε 365 – (Ν – 1) ηµέρες. 

Εποµένως, ο αριθµός των δυνατών τρόπων επιλογής των ηµεροµηνιών 
γέννησης Ν ατόµων χωρίς να συµπίπτει κανένα από τα γενέθλια είναι: 
 

CF(ευνοϊκές περιπτώσεις) = 365 · 364 · ... · (365 – Ν +1) =
RWV!

(RWV�[)!
. 

Η πιθανότητα ότι δεν συµπίπτει κανένα ζεύγος γενεθλίων είναι 

\]
\^

=

365!
(365 − c)!
365d

=
365!

365d ∙ (365 − N)!
. 

 
∆εδοµένου ότι αυτό που µας ενδιαφέρει είναι η πιθανότητα του αντίθετου 

γεγονότος (να έχει τουλάχιστον δύο άτοµα των οποίων τα γενέθλια συµπίπτουν), η 
τιµή θα είναι: 

P=1-  
RWV!

RWVg∙(RWV�h)!
.                    [1] 

Υπολογίζοντας την τιµή [1] για διαφορετικές τιµές του Ν βλέπουµε εκπληκτικά 
πράγµατα. Για παράδειγµα, όταν Ν=50, έχουµε p=0,97: Σε µια οµάδα 50 ατόµων 
υπάρχουν 97% πιθανότητες να υπάρχουν δύο που έχουν την ίδια µέρα γενέθλια. Για 
Ν=23 είναι p=0,507: σε µια οµάδα 23 ατόµων υπάρχει ήδη πιθανότητα µεγαλύτερη 
από 50% (ακριβώς 50,7%) να συµπίπτουν τουλάχιστον δύο γενέθλια. 

Στον παρακάτω πίνακα εκφράζονται οι τιµές πιθανότητας (σε δεκαδικές και 
ποσοστιαίες µονάδες) για διαφορετικούς αριθµούς ατόµων, εφαρµόζοντας τον τύπο 
[1]: 
 

Ν p(N) p(N)% N p(N) p(N)% 

10 0,11695 11,7 35 0,81438 81,4 

15 0,2529 25,3 40 0,89123 89,1 

20 0,41144 41,1 45 0,94098 94,1 

22 0,4757 47,6 50 0,97037 97 

23 0,5073 50,7 55 0,98626 98,6 

25 0,5687 56,9 60 0,99412 99,4 

30 0,70632 70,6 65 0,99768 99,8 

 
Ο πίνακας µας δείχνει ότι µε οµάδες 60 ατόµων υπάρχει η «σχεδόν» απόλυτη 
βεβαιότητα ότι υπάρχουν τουλάχιστον δύο που έχουν γενέθλια την ίδια ηµέρα (αν 
το δοκιµάζαµε σε 1.000 τυχαίες οµάδες, θα συνέβαινε σε περίπου 994). Όµως 
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πρέπει να είµαστε πολύ προσεκτικοί µε το «σχεδόν», γιατί µπορούµε να είµαστε 
σίγουροι µόνο σε οµάδες 366 ατόµων. Αυτό που µας αποκαλύπτεται εδώ είναι ότι 
αν στοιχηµατίζουµε µε σταθερότητα στη δυνατότητα αυτή θα κερδίζουµε µε πολύ 
µεγάλη συχνότητα, αλλά δεν θα ήταν καλό να παίξουµε όλη µας την περιουσία σε 
µια µόνο περίπτωση, αφού θα µπορούσαµε να χάσουµε. 
Λύση Β. Στην περίπτωση αυτή η σύµπτωση είναι πολύ πιο δύσκολη, και 
απαιτούνται πολύ περισσότερα άτοµα. Η πιθανότητα ότι κάποιος δεν µοιράζεται τα 
γενέθλια του µε έναν άλλο είναι 364/365, οπότε αν υπάρχουν Ν άτοµα στην 
αίθουσα, η πιθανότητα ότι τα γενέθλια του δεν συµπίπτουν µε κανενός είναι 

(
364
365

)[�U 

Εποµένως, η πιθανότητα να υπάρχει κάποιος άλλος µε τα ίδια γενέθλια είναι 1 
µείον την τιµή αυτή: 

p = 1 − (
364
365

)[�U 

Θέλοµε το p να είναι 0,5 , που δεν επιτυγχάνεται όταν Ν=23, όπως 
προηγουµένως  (γι’ αυτή την τιµή το p=0,058571, µικρότερο από 6%), αλλά 
ικανοποιείται για Ν=254 άτοµα (στην περίπτωση αυτή p=0,5005), ένα αποτέλεσµα 
που είναι πιο κοντά στη διαίσθηση µας από ότι στην προηγούµενη περίπτωση. Ίσως 
είναι επειδή είµαστε πολύ εγωιστές και ασυνείδητα σκεφτήκαµε ότι ήταν τα δικά 
µας γενέθλια! 

 

ΤΟ   ΠΕΡΠΑΤΗΜΑ ΤΟΥ ΜΕΘΥΣΜΕΝΟΥ 
Πριν από την εµφάνιση των αλκοοµέτρων, ένα κλασικό τεστ για τον εντοπισµό 

των µεθυσµένων οδηγών ήταν να τους βάζουν να περπατήσουν σε ευθεία γραµµή. 
Είναι κάτι που οποιοσδήποτε σε κανονικές συνθήκες το κάνει µε ευκολία, αλλά 
µπορεί να είναι προβληµατικό αν το εν λόγω άτοµο έχει τις ικανότητες του 
επηρεασµένες από την κατανάλωση αλκοόλ ή άλλων ουσιών, και επίσης εαν, λόγω 
κάποιας ασθένειας, έχει δυσκολία για να διατηρήσει την ισορροπία. Είναι το 
λεγόµενο «βάδισµα του µεθυσµένου»: µετά από ένα βήµα προς µια κατεύθυνση, το 
επόµενο βήµα µπορεί να γίνει, τυχαία, σε οποιαδήποτε άλλη, ακόµα και προς τα 
πίσω, επιστρέφοντας στο σηµείο εκκίνησης. 

Αν κινούµαστε σε ευθεία γραµµή και σε κάθε βήµα προχωρούµε ένα µέτρο, αν 
κάνουµε Ν βήµατα θα είµαστε Ν µέτρα από το σηµείο εκκίνησης. Αν κάνουµε τα 
βήµατα του µεθυσµένου, πόσα θα χρειαστούν για να µετακινηθούµε για τα ίδια Ν 
µέτρα: Ή, µε άλλα λόγια: µετά από Ν βήµατα του µεθυσµένου, σε τι απόσταση θα 
είµαστε από το σηµείο εκκίνησης;                        

Αξίζει να διευκρινιστεί ότι, εκτός από ψυχαγωγία, αυτό το πρόβληµα 
χρησιµεύει επίσης, για παράδειγµα, για να γίνουν µοντέλα διάχυσης της θερµότητας 
και για να µπορούµε να καταλάβουµε γιατί ένα δωµάτιο χρειάζεται κάποιο χρόνο 
για να ζεσταθεί όταν ανάβει η θέρµανση, έτσι ώστε το καλοριφέρ καίει, κοντά του 
είµαστε σε σχετικά άνετη θερµοκρασία και λίγο πιο µακριά από αυτό κάνει κρύο. 
Όταν θερµαίνονται, τα µόρια του αέρα κινούνται ταχύτερα, και µετακινούνται µε 
τυχαίο τρόπο, όπως ο µεθυσµένος. 
 Ας επιστρέψοµε στην ερώτηση. Για να απαντηθεί µπορούν να γίνουν απλά 
µοντέλα. Για παράδειγµα, ρίχνοντας ένα κέρµα γίνεται µια κίνηση προς τα εµπρός ή 
προς τα πίσω, ανάλογα µε το αποτέλεσµα. Φαίνεται έτσι ότι, κατά µέσο όρο, για να 
προχωρήσει Ν µέτρα απαιτούνται Ν2 βήµατα: για να αποµακρυνθούµε κατά 10 
µέτρα, θα πρέπει να κάνουµε περίπου 100 βήµατα (100=102). Πολλά, όπως 
φαίνεται, και η δυσαναλογία είναι µεγαλύτερη όσο µεγαλύτερη είναι η απόσταση: 
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για 50 µέτρα είναι ήδη 2.500 βήµατα. Είναι κατανοητό τώρα το βάδισµα ενός 
µεθυσµένου µπορούµε να αντλήσουµε θετικά συµπεράσµατα γιατί αργεί τόσο να 
ζεσταθεί ένα δωµάτιο µε καλοριφέρ; Επιπλέον, στη δυσκολία µετακίνησης πρέπει 
να προστεθεί το ότι µε την απόσταση ψύχοντας τα µόρια. Ακόµα και µε. 
 

3.3 ΑΛΛΕΣ ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ 
Η ΓΑΤΑ ΚΑΙ ΤΟ ΠΟΝΤΙΚΙ 

Είναι ένα παιχνίδι τύχης, λίγο σουρεαλιστικό για τους διαγωνιζόµενους που 
συµµετέχουν σε αυτό. Υπάρχει µια γάτα και ένα ποντίκι στις θέσεις που 
σηµειώνονται µε το όνοµά τους στον πίνακα. Ακολουθώντας το ένστικτο της, η 
γάτα θέλει να πιάσει το ποντίκι και αυτό προσπαθεί να ξεφύγει. Όµως στη 
προκειµένη περίπτωση πρόκειται για πολιτισµένα ζώα και συµφωνούν να 
ακολουθήσουν ορισµένους κανόνες παιχνιδιού.  

Καθένας από τους δύο θα κάνει ένα βήµα τη φορά (που και στις περιπτώσεις 
σηµαίνει ότι θα περάσει από ένα διπλανό τετράγωνο οριζόντια ή κάθετα, όχι 
διαγώνια), στην τύχη.  

Η γάτα µετακινείται προς τα δεξιά ή προς τα πάνω. Το ποντίκι προς τα κάτω ή 
προς τα αριστερά. Αν σε κάποια στιγµή της διαδροµής συµπέσουν στο ίδιο 
τετράγωνο, η γάτα τρώει το ποντίκι. Αν ανταλλάξουν τις θέσεις τους χωρίς να έχει 
συµβεί ένα τέτοιο ενδεχόµενο, το ποντίκι σώζεται. Ποια είναι η πιθανότητα ότι η 
γάτα θα φάει µεζέ; Και ότι το ποντίκι θα σωθεί; 
  

  ΠΟΝΤΙΚΙ 

ΓΑΤΑ   

 
Όταν έχοµε κατανοήσει καλά το παιχνίδι, µπορούµε να επεκτείνουµε τον 

πίνακα, µε τους ίδιους όρους παιχνιδιού και τοποθέτησης (και τα δύο στις αντίθετες 
γωνίες), αλλά τώρα σε τετράγωνο 4 x 4, στη συνέχεια 5 x 5 και ούτω καθεξής. 

 Λύση: Οι δύο πιθανότητες που προκύπτουν είναι αντίθετα γεγονότα, συνεπώς 
είναι συµπληρωµατικές στο 1: αν p (ή Ρ%) είναι η πιθανότητα η γάτα να φάει το 
ποντίκι, (1 – p) (ή 100 – Ρ%) είναι η πιθανότητα για να σωθεί. Μπορούµε να 
µοντελοποιήσουµε τις µετακινήσεις της γάτας και του ποντικιού ρίχνοντας δύο 
κέρµατα (ένα η γάτα και ένα το ποντίκι), όπου µια από τις δυνατότητες (π.χ. 
κορόνα) είναι να κινηθούν οριζόντια, και η άλλη, κάθετα.  

Τα µόνα σηµεία συνάντησης είναι αυτά της κύριας διαγωνίου του τετραγώνου 
(αυτής που δεν ενώνει τις αρχικές θέσεις), και επίσης πρέπει να φτάσουν και οι δύο 
ταυτόχρονα. 

Στην περίπτωση 3 x 3 το ποντίκι και η γάτα µπορούν να συναντηθούν σε 3 
τετράγωνα. Για να φτάσουν εκεί πρέπει να κάνουν δύο βήµατα, εποµένως η 
πιθανότητα ότι καθένα θα φτάσει στα τετράγωνα των άκρων είναι (1/2) x (1/2) = 
(1/4). Στο κεντρικό τετράγωνο, στο οποίο µπορούν να φτάσουν µε δύο τρόπους 
(αριστερά – κάτω και κάτω -  αριστερά στην περίπτωση του ποντικιού και το 
αντίθετο για τη γάτα) είναι διπλή: 2/4 = 1/2.  

Η  πιθανότητα να συναντηθούν σε ένα τετράγωνο των γωνιών είναι (1/4)  x 
(1/4) = 1/16. Στο τετράγωνο του κέντρου,       2/4 x 2/4 = 4/16. Στο σύνολο των 3 
τετραγώνων δυνατής συνάντησης η πιθανότητα είναι 1/16 + 1/16 + 4/16 = 6/16 
=3/8 (ή 37,50%). Εποµένως η πιθανότητα για να σωθεί το ποντίκι είναι 10/16 = 5/8 
(ή 62,50%): τα ευγενικά συναισθήµατα µας ως πολιτισµένων ανθρώπων έχουν 
υψηλή πιθανότητα να ικανοποιηθούν. 
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ΠΟΛΥΑΡΙΘΜΕΣ ΟΙΚΟΓΕΝΕΙΕΣ 
Στη χώρα µας οι οικογένειες έχουν λίγα παιδιά, στο σηµείο που είναι σπάνιο να 

βρεθεί κάποια µε τέσσερα παιδιά. Όµως οι προηγούµενες γενιές ήταν πολύ 
παραγωγικές, και εξακολουθούν να είναι σε πολλά µέρη του πλανήτη. Είναι ήδη 
γνωστό ότι η πιθανότητα να γεννηθεί αγοράκι ή κοριτσάκι είναι σχεδόν ίδια. 

Όµως µεταξύ των οικογενειών µε τέσσερα παιδιά, τι είναι πιο πιθανό, να έχουν 
δύο παιδιά κάθε φύλου, ή τρία του ενός φύλου και ένα του άλλου; 

Λύση. Μπορούµε να προσοµοιώσουµε την κατάσταση µε τη ρίψη τεσσάρων 
νοµισµάτων, µε την κορόνα να αντιστοιχεί στο ένα φύλο, και τα γράµµατα στο 
άλλο. Μπορεί να αναπαρασταθεί από ένα δεντρο-διάγραµµα µε τις πιθανότητες  
κορόνας ή γραµµάτων σε καθέναν από τους τέσσερις κλάδους.  

Από τους 16 κλάδους του δέντρου, σε 8 είναι 3 παιδιά του ενός φύλου και ένα 
του άλλου (πιθανότητα που αποµένουν είναι τα τέσσερα του ίδιου φύλου 
(πιθανότητα 3/8 = 37,5%) και οι δύο που αποµένουν είναι τα τέσσερα του ίδιου 
φύλου (πιθανότητα 1/8 = 12,5%). Αν κάνετε πολλές δοκιµές (π.χ. προσθέτοντας τα 
αποτελέσµατα πολλών φύλων που το κάνουν) τα αποτελέσµατα είναι πολύ κοντά 
σε αυτή την πιθανότητα. 
 

3.4 ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΗ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑ    ΣΕ ΜΙΑ ΣΦΑΙΡΑ 
Επιλέγουµε τρία τυχαία σηµεία πάνω σε µια σφαίρα. Ποια είναι η πιθανότητα 

ότι τα τρία βρίσκονται στο ίδιο ηµισφαίριο (υποθέτοντας ότι ο µέγιστος κύκλος που 
το οριοθετεί ανήκει στο ηµισφαίριο); 

Λύση. Ίσως το θέµα απαιτεί ορισµένες προκαταρκτικές σκέψεις σχετικά µε την 
γεωµετρία του χώρου και της σφαίρας. Έστω τρία οποιαδήποτε σηµεία, υπάρχει 
πάντα τουλάχιστον ένα επίπεδο που περνάει από αυτά (γι’ αυτό ένα τραπέζι µπορεί 
να σταθεί σε τρία πόδια, που δεν βρίσκονται σε ευθεία γραµµή.  

Αν βρίσκονται, τότε υπάρχουν άπειρα επίπεδα, τέµνοντας µια σφαίρα καθορίζει 
σε αυτή έναν κύκλο, που είναι µέγιστος (µε ακτίνα ίση µε της σφαίρας) αν αυτό το 
επίπεδο περνάει από το κέντρο της και µε µικρότερη ακτίνα σε άλλη περίπτωση.   

Στην τελευταία περίπτωση το σύνολο του κύκλου βρίσκεται σε ένα ηµισφαίριο, 
που αποκτάται τέµνοντας τη σφαίρα µε ένα επίπεδο παράλληλο προς αυτό που 
διέρχεται από το κέντρο.  

Εποµένως, εάν το επίπεδο που περνάει από τα τρία σηµεία περνάει από το 
κέντρο της, τα τρία σηµεία είναι στον µέγιστο κύκλο που οριοθετεί το ηµισφαίριο. 
∆ιαφορετικά, βρίσκονται µέσα σε αυτό. Όµως και στις δύο περιπτώσεις, τα τρία 
σηµεία είναι στο ίδιο ηµισφαίριο. Εποµένως, η απροσδόκητη απάντηση είναι ότι τα 
τρία σηµεία, µε όποιον τρόπο κι αν τα επιλέξουµε, είναι πάντα στο ίδιο ηµισφαίριο. 

 

3.5 ΠΑΛΙΟΙ   ΓΑΜΟΙ 
ΓΑΜΟΣ   ΣΤΗ   ΑΝ∆ΡΟΧΩΡΑ 

Σε µια επικράτεια που ονοµάζεται Ανδροχώρα (όχι κατά τύχη, και δεν 
βρίσκεται σε µια συγκεκριµένη γεωγραφική περιοχή, αλλά εκτείνεται αρκετά στον 
χρόνο και τον χώρο: τη χώρα των φαλλοκρατών), όταν ένα κορίτσι ήθελε να 
παντρευτεί έπρεπε να ζητήσει άδεια.  

Πήγαινε µαζί µε το αγόρι µε το οποίο είχε αρραβωνιαστεί στο παλάτι του 
«αρχηγού» και αυτός έβαζε στο κλειστό χέρι του κοριτσιού έξι κοµµάτια λεπτό 
σχοινί ίσου µήκους που προεξείχαν από τις δύο πλευρές του χεριού.  

Ο αρραβωνιαστικός της έπρεπε να τα ενώσει (κάνοντας κόµπους), ανά δύο σε 
κάθε πλευρά του χεριού, χωρίς η κοπέλα να το ανοίξει, για να µην µπορεί να ξέρει 
τα άκρα του καθενός. Όταν γίνονται οι έξι κόµποι η κοπέλα άνοιγε το χέρι: αν το 
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σχοινί έβγαινε σχηµατίζοντας ένα δαχτυλίδι µπορούσαν να παντρευτούν, 
διαφορετικά, έπρεπε να αναβάλουν τον γάµο.      

Μετά από ένα έτος είχαν µια νέα ευκαιρία. Αν το αποτέλεσµα ήταν πάλι 
αρνητικό, δεν µπορούσαν να προσπαθήσουν ξανά, και δεν είχαν δικαίωµα να 
παντρευτούν. Μπορούµε να εκτιµήσουµε πόσο δύσκολο ήταν να παντρευτεί κανείς 
στην Ανδροχώρα; 

Λύση. Προφανώς, ο «αρχηγός» της επικράτειας δεν αγαπούσε πολύ τους 
γάµους µεταξύ των υπηκόων του, επειδή πιθανότητα να βγει ένα δαχτυλίδι είναι, 
«προφανώς», πολύ µικρή. Όµως, τα φαινόµενα µπορεί να απατούν. 

Ας βρούµε την πιθανότητα του πρώτου έτους υπολογίζοντας τις ευνοϊκές 
περιπτώσεις (CF) και τις δυνατές περιπτώσεις (CP). ∆ένοµε όπως θέλουµε τα 
σχοινιά που εξέχουν από τη µια πλευρά του χεριού, εφόσον αυτό δεν συνεπάγεται  
κανένα περιορισµό για αυτό που θα συµβεί δένοντας στην άλλη πλευρά, και θα 
εξετάσουµε τη δεύτερη πλευρά. 

 Οι δυνατοί τρόποι δεσίµατος είναι οι ακόλουθοι: για τον πρώτο κόµπο, 
επιλέγουµε ένα από τα άκρα, που µπορούµε να το ενώσουµε µε οποιοδήποτε  από 
τα άλλα πέντε (εποµένως 5). Μόλις γίνει αυτό, επιλέγουµε το δεύτερο άκρο, έτσι 
ώστε µένουν µόνο τρία για να επιλέξουµε.  

Μόλις δεθεί ο δεύτερος κόµπος µας µένουν µόνο δύο ελεύθερα άκρα, και η 
µόνη δυνατότητα να το δέσουµε µαζί. Εποµένως, CP = 5 · 3 · 1 = 15. Σε πόσες από 
αυτές τις περιπτώσεις βγαίνει ένα ολόκληρο δαχτυλίδι; Αυτές θα είναι οι CF. 

Αφού επιλέξουµε ένα από τα άκρα, µπορούµε να κάνουµε τον πρώτο κόµπο µε 
όλα τα σχοινιά εκτός από αυτό που συνδέεται ήδη από πάνω σε αυτό, δηλαδή, 
υπάρχουν τέσσερις δυνατότητες.  

Για τον δεύτερο κόµπο πρέπει να αποφύγουµε το σχοινί που είναι ήδη ενωµένο 
από πάνω µαζί του και, αν ήταν η περίπτωση, θα δηµιουργούµε έναν κύκλο µε 
τέσσερα κοµµάτια λόγω του προηγούµενου κόµπου: δύο περιπτώσεις. Στην τρίτη 
µένουν µόνο δύο άκρα, εποµένως µια µόνο επιλογή. Αυτό σηµαίνει ότι CF = 
4·2·1=8. Η πιθανότητα να παντρευτεί το πρώτο έτος είναι: 

P=
lm
ln
= Y

UV
≅0,53 (53%). 

Ένα εκπληκτικό αποτέλεσµα: η πρώτη προσπάθεια είναι θετική σε 
περισσότερες από τις µισές περιπτώσεις. 

Ας δούµε τώρα στο σύνολο των δύο ετών. Η πιθανότητα να µη βγει το 
δαχτυλίδι σε ένα έτος είναι: (1-p)=1-0,53=0,47. 

Η πιθανότητα ότι δεν θα βγει σε κανένα από τα δύο έτη (ότι δεν θα βγει σε 
καµία από τις δύο προσπάθειες) είναι το γινόµενο των πιθανοτήτων τους: 
(1-p)(1-p)=0,47 · 0,47=0,22. 

Αυτό δείχνει ότι κάνοντας τη δοκιµή δύο έτη στη σειρά υπάρχει πιθανότητα 
περίπου 22% να µη βγει ένα µοναδικό δαχτυλίδι σε κανένα από τα δύο. ∆ηλαδή, θα 
µπορέσει να παντρευτεί το 78% όσων θα προσπαθήσουν για δύο έτη. 

Η πιθανότητα του δεύτερου έτους µπορεί να ειδωθεί διαφορετικά. Η 
δυνατότητα να γίνει ένα µοναδικό δαχτυλίδι στη δεύτερη προσπάθεια θα είναι και 
πάλι 53%, όµως παίρνοντας µόνο το 47% των ζευγαριών που δεν πέτυχαν το πρώτο 
έτος, που είναι τα µόνα που θα επαναλάβουν τη δοκιµή.  

Αφού 0,47 το δεύτερο έτος θα πετύχει το δαχτυλίδι το 25% των ζευγαριών που 
είχαν παρουσιαστεί και αποτύχει. Εποµένως θα υπάρχουν µόνο 47%-25%=22% που 
δεν µπορούν να παντρευτούν. 

Κοιτάζοντας οποιονδήποτε από τους δυο τρόπους, και αντίθετα σε αυτό που 
φαινόταν «προφανές», δεν είναι πολύ δύσκολο να παντρευτούν στην Ανδροχώρα! 
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ΓΑΜΟΣ ΣΤΗ ΦΑΛΛΟΚΡΑΤΟΧΩΡΑ 
Η Φαλλοκρατοχώρα, επικράτεια κοντά στην Ανδροχώρα, είχε έναν αρχηγό 

ακόµη πιο αντιδραστικό, που ήθελε να σκληρύνει τους όρους του γάµου σε σχέση 
µε την Ανδροχώρα: εφάρµοζε την ίδια διαδικασία, όµως, αντί για έξι, µε οκτώ 
κοµµάτια λεπτό σχοινί. Πιστεύετε ότι είναι πιο δύσκολο να παντρευτεί κανείς στη 
Φαλλοκρατοχώρα; 

Για τον ίδιο λόγο όπως και στην Ανδροχώρα, το πρώτο έτος η θα είναι: 
 

p= 
W∙S∙T∙U
	p∙V∙R∙U

= SY
UqV

=	0,457 (45,7%). 

 
Σε δύο διαδοχικά έτη, η πιθανότητα να µη βγει κανείς είναι: 

(1-p)	∙ (1-p)=0,284 (28,4%). 
Αυτό σηµαίνει ότι το 71,6% θα µπορεί να παντρευτεί. Ο αρχηγός της 

Φαλλοκρατοχώρας ήταν σκληρός αλλά όχι πολύ ενήµερος για τις πιθανότητες! 
 

3.6   ΝΙΚΗ   ΣΤΟ   ΤΕΝΙΣ 

Ο Γιάννης και η Άννα είναι φίλοι, παιδιά δύο φιλικών οικογενειών, και 
ερασιτέχνες παίκτες του τένις. Θέλουν να τους αφήσουν να πάνε σε ένα ταξίδι, 
αλλά οι γονείς τους, επίσης ερασιτέχνες του τένις, δεν το βλέπουν µε καλό µάτι  και 
αποφασίζουν να το κρίνουν σε µια σειρά αγώνων: αν κερδίσουν την πρόκληση θα 
µπορούν να πάνε εκδροµή.  

Οι µητέρες τους εξηγούν: «∆ιαλέξτε µεταξύ σας αυτόν που θέλει να παίξει µ’ 
εµάς τις δύο. Όποιος επιλεγεί πρέπει να παίξει τρία παιχνίδια µ’ εµάς 
ανταλλάζοντας αντίπαλο σε κάθε παιχνίδι. Εάν κερδίσετε δύο διαδοχικά παιχνίδια 
µπορείτε να πάτε σε αυτό το ταξίδι». Από τις δύο µητέρες, της Άννας είναι πολύ 
καλύτερη παίκτρια από τη µητέρα του Γιάννη. Απέναντι σε ποια από τις δύο 
µητέρες θα πρέπει να παίξει πρώτα το καλύτερο από τα παιδιά για να έχει 
περισσότερες πιθανότητες να κερδίσει; 

Λύση. Μπορούµε να αποφασίσουµε µε την «κοινή λογική» (που όπως 
βλέπουµε µε τις πιθανότητες είναι, όπως και σε άλλου τοµείς, η λιγότερο κοινή των 
λογικών) ή να καταφύγουµε στον υπολογισµό των πιθανοτήτων, που δεν φαίνεται 
περίπλοκο, αφού υπάρχουν µόνο δύο δυνατές λύσεις: είτε θα παίξουν στην αρχή µε 
τη µητέρα του Γιάννη ή µε τη µητέρα της Άννας. Φυσικά, µε τη δυσκολία ότι δεν 
υπάρχουν αριθµοί που µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε (ακόµα κι αν είναι για να 
κάνουµε πράξεις και να έχουµε την αίσθηση ότι κάνουµε κάτι.) 

Φαίνεται ότι το «προφανές» είναι να παίξουν δύο παιχνίδια µε τη µητέρα του 
Γιάννη, επειδή παίζει χειρότερα και έτσι είναι ευκολότερο να κερδίσουν. Ας 
ονοµάσουµε Jτην πιθανότητα να κερδίσουν τη µητέρα του Γιάννη και A, να 
κερδίσουν τη µητέρα της Άννας.  

∆εν γνωρίζοµε τις τιµές του J και A, αλλά αφού η µητέρα του Γιάννη παίζει 
χειρότερα, είναι πιο εύκολο να την κερδίσουν, µπορούµε να βεβαιώσουµε ότι το J 
είναι µεγαλύτερο από το A (J>A). Αν κάνοµε τα δέντρα της κατάστασης, βλέπουµε 
τις πιθανότητες για καθεµία από τις ακολουθίες (Μητέρα του Γιάννη – Μητέρα της 
Άννας - Μητέρα του Γιάννη, ή Μητέρα της Άννας - Μητέρα του Γιάννη – Μητέρα 
της  Άννας) και µπορούµε να συγκρίνουµε τα αποτελέσµατα. 

Ας δούµε την σειρά παιχνιδιών Μητέρα του Γιάννη – Μητέρα της Άννας - 
Μητέρα του Γιάννη. Θα τους δώσουν την άδεια σε οποιαδήποτε από τις ακόλουθες 
περιπτώσεις: 
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1. Κερδίζει τη µητέρα του Γιάννη και κερδίζει τη µητέρα της Άννας (ο τρίτος 
αγώνας δεν χρειάζεται να γίνει επειδή έχει ήδη κερδίσει δύο στη σειρά). Η 
πιθανότητα P1 για την περίπτωση αυτή είναι  
P1 = J · A. 

2. Χάνει µε τη µητέρα του Γιάννη την πρώτη φορά, αλλά κερδίζει τα δύο 
επόµενα παιχνίδια. Η πιθανότητα P2 στην περίπτωση αυτή είναι P2 = (1-J) · 
A·J. 
Η πιθανότητα P της νίκης σε αυτή την περίπτωση είναι το άθροισµα των P1 

και P2: 
P= P1 + P2 = J · A + A · J · (1-J) = J · A · (1 + 1 – J) = J · A (2 – J). 
Τώρα η σειρά παιχνιδιών Μητέρα της Άννας – Μητέρας του Γιάννη - 
Μητέρα της Άννας. Θα κερδίσουν τα παιδιά στις δύο ακόλουθες 
περιπτώσεις: 

1. Κερδίζει τη µητέρα της Άννας και κερδίζει τη µητέρα του Γιάννη ( και δεν 
έχει σηµασία τι θα συµβεί στο τρίτο παιχνίδι). Η πιθανότητα R1 στην 
κατάσταση αυτή είναι R1 = A · J. 

2. Χάνει µε τη µητέρα της  Άννας στο πρώτο παιχνίδι, κερδίζει τη µητέρα του 
Γιάννη και κερδίζει το δεύτερο παιχνίδι µε τη µητέρα της  Άννας. Η 
πιθανότητα R2 είναι R2 = (1 – A) · J · A. 
 

Η πιθανότητα R να κερδίσουν σε αυτή την περίπτωση είναι το άθροισµα των R1 και 
R2: R = R1 + R2 = A · J + J · A · (1 – A) = J · A · (2 – A). 

Για να δούµε που είναι µεγαλύτερη η πιθανότητα συγκρίνουµε τα P και R, που 
διαφέρουν µόνο στον τελευταίο παράγοντα. Αφού J>A, (2-J)<(2-A), έτσι ώστε 
R>P, έχουµε, εποµένως, µια προφανή αντίφαση, αντίθετα µε το «προφανές»: πρέπει 
να παίξουν δύο φορές µε την καλύτερη παίκτρια (την µητέρα της Άννας)! 

Σκεπτόµενοι ήρεµα και εφαρµόζοντας την κοινή λογική, χωρίς υπολογισµούς, 
θα το είχαµε επίσης συµπεράνει. Στη σειρά τριών παιχνιδιών το πιο βολικό για τη 
νίκη είναι το δεύτερο, επειδή µας χρησιµεύει για να κάνουµε τη σειρά των δύο 
συνεχόµενων νικών, τόσο αν κερδίσουµε το πρώτο όσο και το τρίτο. Εποµένως 
είναι πιο βολικό να παίξουµε στο δεύτερο µε την παίκτρια που είναι πιο εύκολο να 
κερδίσουµε. 

 

3.7 ΕΝΑ ΣΤΟΙΧΗΜΑ: ΟΙ ΤΡΕΙΣ ΚΑΡΤΕΣ 

Έχοµε τρεις κάρτες σε ένα αδιαφανές κουτί: η µία είναι άσπρη και στις δύο 
πλευρές, η άλλη έχει ένα κόκκινο σταυρό στη µία πλευρά και είναι άσπρη από την 
άλλη πλευρά, και η Τρίτη έχει ένα σταυρό και στις δύο πλευρές. Κάποιος βγάζει µία 
από τις κάρτες και τις βάζει πάνω στο τραπέζι σε µία από τις δύο πλευρές τους, η 
οποία είναι άσπρη. Προτείνει το στοίχηµα να µαντέψουµε την άλλη πλευρά, χωρίς 
να τη δούµε. Για τι είδους πλευρά είναι πιο ευνοϊκό να στοιχηµατίσουµε; Ή δεν έχει 
σηµασία; 

Λύση. Φαίνεται ότι δεν σηµασία αν πούµε ότι είναι επίσης άσπρη ή έχει 
σταυρό, ότι η πιθανότητα είναι 50%. Αλλά θα δούµε ότι δεν είναι έτσι, αλλά είναι 
πιο πιθανό να έχει το ίδιο χρώµα.  

Θα αναλύσοµε από πού µπορεί να έρθει αυτή η άσπρη πλευρά. Μπορεί να είναι 
µια από τις δύο πλευρές της κάρτας που είναι άσπρη και στις δύο πλευρές, ή τη 
λευκή πλευρά της «µικτής» κάρτας. Από τις έξι πλευρές που µπορούσαν να 
εµφανιστούν, τρεις είναι άσπρες.  

Μόλις δούµε µια άσπρη πλευρά, οι επιλογές εστιάζονται στις δύο κάρτες µε 
τουλάχιστον µια άσπρη πλευρά, και σε αυτές, δύο από τις τρεις πλευρές που δεν 
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γνωρίζουµε (η τέταρτη είναι αυτή που φαίνεται) είναι άσπρες. Κατά συνέπεια, η 
πιθανότητα ότι η άλλη πλευρά είναι άσπρη είναι 2/3, όχι 1/2 όπως θα µπορούσαµε 
να σκεφτούµε (για τον ίδιο λόγο, αν βγήκε ένας σταυρός πρέπει να 
στοιχηµατίσουµε για άλλο σταυρό). Αν παίξουµε πολλές φορές αυτό το παιχνίδι, 
είναι κερδοφόρο να στοιχηµατίσοµε ότι η άλλη πλευρά είναι του ίδιου χρώµατος µε 
αυτή που βλέπουµε; Τελικά θα κερδίσουµε δύο από τρεις φορές. 
 

3.8 ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΩΝ ΠΑΛΤΩΝ 

Μια οµάδα Ν νέων πηγαίνει σε µια ντισκοτέκ τον χειµώνα και, κατά την 
είσοδο, αφήνουν τα παλτά τους στο βεστιάριο, παίρνοντας ο καθένας ένα νούµερο. 
Υπάρχει µια εκτεταµένη διακοπή ρεύµατος, γι’ αυτό βγαίνουν στα σκοτεινά από 
την ντισκοτέκ και καθένας παίρνει ένα παλτό χωρίς να δει τον αριθµό. Ποια είναι η 
πιθανότητα ότι κανένας από τους  νέους δεν παίρνει το παλτό του; Εξαρτάται από 
τον αριθµό Ν συµµετεχόντων; 
      Λύση.   Μπορεί να προσοµοιωθεί µε διάφορους τρόπους. Μπορείτε να πάρετε 
κάρτες µε αριθµούς ( για παράδειγµα έως το 10), να τις ανακατέψετε, να τις βάλετε 
στη σειρά ανάποδα, να τις γυρίσετε, και να δείτε αν κάποια από αυτές είναι στη 
θέση που λέει η σειρά. Αν το επαναλάβετε αρκετές φορές (είναι καλύτερο να το 
κάνετε µε παρέα για έκπληξη και για να έχετε γρήγορα πολλά πειράµατα) παίρνετε 
µια γενική ιδέα των πιθανοτήτων.  
Αλλάζοντας τον αριθµό των καρτών (15 αντί 10, για παράδειγµα) µπορεί να 
ελεγχθεί εάν εξαρτάται από τον αριθµό των ατόµων. 

Αν ονοµάσουµε Ai, το γεγονός «το αγόρι i παίρνει το παλτό του», η ένωση των 
γεγονότων A1, A2, A3,…,AN  είναι το γεγονός Α= κάποιος από τους νέους παίρνει το 
παλτό του, και αυτό που µας ζητείται είναι η πιθανότητα του αντίθετου γεγονότος: 
ότι δεν θα το πάρει κανείς. Αν γνωρίζουµε το p(A), η πιθανότητα που ψάχνουµε 
είναι 1-p(A). 

Εφαρµόζοντας τους τύπους του υπολογισµού πιθανοτήτων παίρνουµε το 
ακόλουθο γενικό αποτέλεσµα για Ν άτοµα: 
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∆εδοµένο ότι το p(A) εξαρτάται από τα αντίστροφα των παραγοντικών (που 

είδαµε ότι αυξάνονται πολύ γρήγορα), η τιµή του είναι σχεδόν σταθερή µόλις το Ν 
γίνει λίγο µεγάλο (θυµίζουµε, για παράδειγµα, ότι 10!= 3.628.800, και έτσι το 1/10! 

γίνεται αµελητέο) και τείνει στο:   p(A)=1- 
U
r
≈ 0,63, 

όπου e ένας αριθµός που ορίζεται ως ένα όριο:   e= limd→w(1 +
U
d
)N  ≅ 2,71. 

Με λίγα λόγια, η πιθανότητα ότι δεν θα πάρει κανείς το παλτό του είναι 
πρακτικά ανεξάρτητη από τον αριθµό των νέων και είναι 0,37 (37%). 
 

 

3.9 ΣΥΛΛΟΓΕΣ ΑΥΤΟΚΟΛΛΗΤΩΝ ΚΑΡΤΩΝ 

Οι συλλογές αυτοκόλλητων καρτών είναι ένα χόµπι που διαρκεί στην πάροδο 
του χρόνου, µε το οποίο ασχολούνται διαδοχικές γενιές παιδιών και νέων, 
αλλάζοντας µόνο το θέµα στο οποίο αφιερώνονται οι κάρτες. 

 Υπάρχει πάντα η υποψία ότι οι κατασκευαστές κυκλοφορούν µεγάλο αριθµό 
δειγµάτων για όλες τις κάρτες, εκτός από δύο ή τρεις που δεν υπάρχει τρόπος να 
βρείτε όσους φακέλους κι αν αγοράζετε.  
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Αφήνοντας κατά µέρος αυτή την υποτιθέµενη πρακτική, αν όλες οι 
αυτοκόλλητες κάρτες κυκλοφορούν στον ίδιο αριθµό, πόσες αναµένεται ότι πρέπει 
να αγοράσουµε για να ολοκληρωθεί η συλλογή; 

Λύση. Ας θεωρήσοµε µια συλλογή 50 καρτών. Η πρώτη που θα αγοράσουµε 
είναι σίγουρο πως  δεν την έχουµε, αλλά µε τη δεύτερη πιθανότητα ότι είναι 
καινούργια είναι 49/50. Όταν έχουµε δύο, θα είναι 48/50, και ούτω καθεξής.  

Εάν έχοµε ήδη 40 διαφορετικές κάρτες, η πιθανότητα ότι αγοράζοντας µια 
καινούργια δεν θα την έχουµε είναι 10/50 ( οι 10 που µας λείπουν µεταξύ των 
50)=1/5. Εποµένως, στην περίπτωση αυτή είναι αναµενόµενο ότι πρέπει να 
αγοράσουµε 5=50/10 κάρτες (το αντίστροφο του 10/50).  

Το ίδιο συµβαίνει και στις άλλες περιπτώσεις, εποµένως, διαισθητικά, ο 
συνολικός αριθµός των καρτών που πρέπει να αγοράσουµε είναι: 
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Πρέπει να σηµειωθεί ότι η προηγούµενη έκφραση µπορεί να δικαιολογηθεί µε 

επιχειρήµατα πιθανοτήτων, πράγµα που σηµαίνει µε όσα λένε οι πιθανότητες. Η 
προηγούµενη παρένθεση ονοµάζεται «αρµονικός αριθµός», και µια καλή 
προσέγγιση της τιµής του (µπορεί να επαληθευτεί κάνοντας αθροίσµατα µε την 
αριθµοµηχανή) είναι 4,5. Αυτό σηµαίνει ότι χωρίς παράτυπες πρακτικές στην 
κατασκευή, θα έπρεπε να αγοράσουµε περίπου 50·4,5=225 αυτοκόλλητα για να 
ολοκληρωθεί η συλλογή.  

 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4
Ο     

ΚΛΗΡΩΣΕΙΣ    ΚΑΙ   ΛΑΧΕΙΟΦΟΡΕΣ   ΑΓΟΡΕΣ 

Ο σχεδιασµός δίκαιων κληρώσεων και λαχειοφόρων αγορών (στις οποίες όλοι οι 
συµµετέχοντες έχουν τις ίδιες πιθανότητες να κερδίσουν) είναι λίγο πιο περίπλοκος 
από ότι φαίνεται.  

Μπορούµε να θεωρήσουµε ότι είναι κάτι που δεν µας επηρεάζει, εκτός αν 
είµαστε παίκτες, αλλά τότε δεν θα έχουµε ακριβή αντίληψη της πραγµατικότητας. 
Στην πραγµατικότητα, σε όλα µας τη ζωή συµµετέχουµε σε πολλές κληρώσεις, 
µερικές φορές ακόµη και χωρίς να το καταλαβαίνουµε, όπως αυτές που γίνονται για 
την επιλογή των µελών των εκλογικών τµηµάτων ή των ενόρκων στις δίκες.  

Επίσης η κατανοµή των σχολικών θέσεων στα µέρη και στις ηλικίες που είναι 
πάντα σπάνιες, η διανοµή των κοινωνικών κατοικιών, η συµµετοχή στις 
εξεταστικές επιτροπές διαγωνισµών (αν κάποιος είναι δηµόσιος υπάλληλος) ή ο 
τόπος ή η σειρά συµµετοχής σε αυτές (αν είναι υποψήφιος).  

Υπήρξαν ιστορικά παραδείγµατα, µερικά διαβόητα, για άδικες κληρώσεις και 
κακοσχεδιασµένες λαχειοφόρες αγορές, σε όλες τις περιπτώσεις χωρίς 
προµελετηµένο τρόπο, νοµίζοντας ότι έκαναν το σωστό, γεγονός που δείχνει ότι 
ακόµη και στον τοµέα αυτόν προκύπτουν δυσκολίες σύλληψης και εκτέλεσης.   

Η λέξη «λοταρία» για τη λαχειοφόρο αγορά προέρχεται από το lotto, ιταλική 
λέξη για να περιγράψει µια παρτίδα και ταυτόχρονα τον προορισµό. Ωστόσο, 
υπάρχουν αναφορές για λαχειοφόρες αγορές ακόµη και στην Κίνα, όπου η µέθοδος 
αυτή χρησιµοποιήθηκε για τη χρηµατοδότηση του Σινικού Τείχους. 

 Στην Ευρώπη, η ιστορία της λαχειοφόρου αγοράς ξεκινά το 1498 στην 
Πορτογαλία, που την επινόησε για να βοηθήσει τους ανήµπορους και να 
ανταποκριθεί στις νοµισµατικές ανάγκες της χώρας. Το 1727 η Ολλανδία ίδρυσε 
µια από τις παλαιότερες λαχειοφόρες αγορές στον κόσµο, αφού εξακολουθεί να 
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λειτουργεί ακόµα. Αναζητούσαν να αποκαταστήσουν το δηµόσιο ταµείο για τη 
χρηµατοδότηση των πολέµων τους και για την κατασκευή δηµόσιων έργων. 
 

4.1  ΚΛΗΡΩΣΕΙΣ ΜΕ ΚΑΛΠΙΚΟ ΝΟΜΙΣΜΑ 

Οι κληρώσεις µε ένα νόµισµα µπορεί να µην είναι πολύ συχνές, αλλά µε αυτές 
επιχειρούµενα πετύχουµε µια καλύτερη αντίληψη των προβληµάτων που 
συνδέονται µε τους σχεδιασµούς κληρώσεων.  

Αν υποθέσοµε ότι έχουµε ένα νόµισµα και µε αυτό θέλουµε να κάνουµε µια 
δίκαιη και αµερόληπτη κλήρωση για δύο άτοµα, η πρώτη δυνατότητα είναι να 
θεωρήσουµε ότι το νόµισµα είναι κανονικό, δηλαδή, ότι η πιθανότητα να έρθουν 
κορόνα ή γράµµατα είναι ακριβώς η ίδια, οπότε η λύση είναι απλή: ρίχνουµε 
κορόνα-γράµµατα.  

Όµως ότι το νόµισµα είναι κανονικό, είναι κάτι που δεν µπορούµε να 
γνωρίζοµε εκ των προτέρων. Ωστόσο, µε λίγη σκέψη µπορούµε να πετύχουµε µια 
κλήρωση που είναι πραγµατικά δίκαιη, ανεξαρτήτως του νοµίσµατος.  Αν 
υποθέσοµε ότι η πιθανότητα να βγει κορόνα ( C) είναι p (την οποία δεν γνωρίζουµε 
και θα ήταν 0,5 αν το νόµισµα ήταν κανονικό), έτσι ώστε η πιθανότητα για 
γράµµατα (X), το αντίθετο γεγονός µε το προηγούµενο, θα είναι (1- p).  

Η πιθανότητα να έχουµε CX (κορόνα- γράµµατα) µε αυτή τη σειρά, όταν οι 
ρίψεις είναι ανεξάρτητες και το αποτέλεσµα της µιας δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα 
της άλλης, είναι το γινόµενο των πιθανοτήτων: 

     Prob(CX) = P* (1-P). 

Η πιθανότητα να έρθει XC µε αυτή τη σειρά είναι:  
   Prob( XC) = (1-P)*P = (XC).      

Εποµένως, έχουµε τον τρόπο για να κάνουµε µια δίκαιη κλήρωση µεταξύ 
δύο ατόµων µε οποιοδήποτε νόµισµα. Ρίχνουµε το νόµισµα δύο συνεχόµενες φορές: 
µε XC κερδίζει ένας από τους παίκτες, µε CX, ο άλλος. Το µόνο µειονέκτηµα είναι 
ότι οι ρίξεις στις οποίες έρχεται XX ή CC είναι ακατάλληλες, δεν µπορούµε να τις 
λάβουµε υπόψη, και θα πρέπει να συνεχίσουµε έως ότου µια φορά θα έχουµε CX ή 
XC. Αγνοώντας αυτές τις περιπτώσεις δεν αλλάζει ο δίκαιος χαρακτήρας της 
κλήρωσης. Εποµένως, οποιοδήποτε νόµισµα είναι καλό για να κάνουµε µια δίκαια 
κλήρωση µεταξύ δύο ατόµων.  

Κάτι που δεν ισχύει µόνο για κέρµατα και µπορεί να εφαρµοστεί σε 
οποιοδήποτε άλλο µέσο µε δύο πιθανά αποτελέσµατα, έστω και αν έχουν πολύ 
διαφορετικές πιθανότητες.  
 

4.2 ΚΛΗΡΩΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΡΙΑ Η ΠΕΡΙΣΣΟΤΕΡΑ ΑΤΟΜΑ 

Αν τα άτοµα ανάµεσα στα οποία πρέπει να κάνουµε την κλήρωση είναι τρία 
και κάποιος προτείνει την εξής διαδικασία: ετοιµάζουµε µια τσάντα (ή αδιαφανές 
κουτί) µε τρεις µπάλες, µια άσπρη και δύο µαύρες όλες µε ίδιο σχήµα και υφή ώστε 
να µην µπορούν να διακριθούν µε την αφή. Οι τρεις τραβούν, µε τη σειρά, µια 
µπάλα που δεν επιστρέφουν στην τσάντα. 
  Κερδίζει αυτός που βγάζει την άσπρη µπάλα. Εξετάζοντας αν είναι δίκαιο ή 
όχι και αν κάποιος από τους τρεις έχει πλεονέκτηµα µπορούµε να υποθέσουµε, για 
απλότητα, ότι οι µπάλες είναι αριθµηµένες 0, 1, 2, και η άσπρη µπάλα είναι ο 
αριθµός 0.  

Η σειρά τραβήγµατος των τριών µπαλών θα είναι µια από τις έξι ακόλουθες, 
που αντιστοιχούν στις έξι δυνατές διατάξεις που µπορούν να προκύψουν:  

012 021 102 120 201 210 
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Μια απλή οπτική παρατήρηση οδηγεί στο συµπέρασµα ότι στις δύο από τις έξι 
περιπτώσεις  η µπάλα 0 θα βγει πρώτη, σε άλλες δύο θα βγει δεύτερη και στις δύο 
υπόλοιπες Τρίτη. Με άλλα λόγια, είναι αδιάφορη η σειρά µε την οποία θα 
τραβήξουν την µπάλα.    

Χρησιµοποιώντας τον κανόνα του Laplace, είναι επίσης προφανές ότι η 
πιθανότητα να βγει η άσπρη µπάλα πρώτη είναι 2/6 (δύο ευνοϊκές περιπτώσεις, σε 
έξι δυνατές περιπτώσεις, που αντιστοιχούν σε οποιαδήποτε από τις προηγούµενες 
διατάξεις), και επίσης είναι 2/6 η πιθανότητα να βγει στη δεύτερη ή Τρίτη θέση.   

Αν συλλογιστούµε το πρόβληµα µε όρους δεσµευµένης πιθανότητας, εφόσον 
υπάρχουν τρεις µπάλες, η πιθανότητα να κερδίσει ο πρώτος είναι prob(1ος) = 1/3. 
Για να κερδίσει ο δεύτερος, ο πρώτος πρέπει να έχει βγάλει µια µαύρη µπάλα και ο 
δεύτερος την άσπρη. Με άλλα λόγια, ο δεύτερος πρέπει να έχει τη δυνατότητα να 
τραβήξει ( η πιθανότητα για να συµβεί αυτό είναι 2/3, η δεσµευµένη πιθανότητα ότι 
ο πρώτος δεν έχει κερδίσει) και επιπλέον να βγάλει την άσπρη όταν υπάρχουν µόνο 
µια µαύρη και µια άσπρη. Συνολικά, prob(2ος) = 2/3 *1/2= 1/3. Τέλος, prob(3ος) = 
1-1/3 – 1/3 = 1/3.  

Αν αντί για τρεις είχε 100 ή Ν συµµετέχοντες, θα βάζαµε 100 (ή Ν) µπάλες και 
παρόµοιοι συλλογισµοί µας οδηγούν να βεβαιώσουµε ότι η πιθανότητα να βγει η 
µπάλα σε µια συγκεκριµένη θέση είναι 1/100 (ή 1/Ν).    

Μια αντίστοιχη κατάσταση παρουσιάζεται όταν ο δάσκαλος θέλει να κληρώσει 
ένα βραβείο µεταξύ των N  µαθητών του και γι’ αυτό γράφει έναν αριθµό µεταξύ 1 
και Ν σε ένα χαρτί και ζητά από κάθε µαθητή «µε αλφαβητική σειρά» έναν αριθµό 
µεταξύ 1 και Ν, δίνοντας το βραβείο σε όποιον µαντέψει τον αριθµό που έγραψε. 
Πάλι η σειρά δεν έχει σηµασία.  

 

4.3 ΚΛΗΡΩΣΕΙΣ   ΜΕ   ΠΟΛΛΟΥΣ   ΣΥΜΜΕΤΕΧΟΝΤΕΣ 

Οι κληρώσεις µε πολλούς συµµετέχοντες παρουσιάζουν δυσκολίες, για αυτόν 
τον λόγο θα γίνει αναφορά σε δύο ιστορικά γεγονότα, που και τα δύο σχετίζονται 
µε στρατούς. Και στις δύο περιπτώσεις οργανώθηκαν µε την εντύπωση ότι ήταν 
δίκαιες, ότι όλοι οι συµµετέχοντες είχαν τις ίδιες πιθανότητες να επιλεγούν ή να 
αποκλεισθούν.         
 Στις Ηνωµένες Πολιτείες το 1970, µε τον πόλεµο του Βιετνάµ στο απόγειό 
του, την ανάγκη για στρατιώτες και µια ατµόσφαιρα απόρριψής του, οργανώθηκε 
τότε µια στρατιωτική κλήρωση για να επιλέξουν τους νέους που έπρεπε να 
αποσταλούν. Για να οργανώσουν την κλήρωση τοποθέτησαν τις 366 πιθανές 
ηµεροµηνίες ενός έτους (από 1 Ιανουαρίου έως 31 ∆εκεµβρίου, 
συµπεριλαµβανοµένης της 29ης Φεβρουαρίου), καθεµιά σε µια κάψουλα και όλες 
τραβήχτηκαν στην τύχη. Η πρώτη που βγήκε ήταν η 14η Σεπτεµβρίου, µετά η 24η 
Απριλίου και µε τον τρόπο αυτό στρατολογήθηκαν στρατιώτες, που γεννήθηκαν 
µεταξύ 1941 και 1952, ακολουθώντας τη σειρά των ηµεροµηνιών που 
εµφανίστηκαν στην κλήρωση (πρώτα αυτοί της 14ης Σεπτεµβρίου, στη συνέχεια 
αυτοί της 24ης Απριλίου κλπ.)        
 Στην κλήρωση του Βιετνάµ το αποτέλεσµα αποκάλυψε ότι εκείνοι που 
γεννήθηκαν στους τελευταίους µήνες του έτους ήταν πολλοί περισσότεροι από 
εκείνους που γεννήθηκαν στους υπόλοιπους µήνες. ∆εδοµένου ότι η ηµεροµηνία 
γέννησης θεωρείται τυχαία  ήταν αναµενόµενο ότι η κατανοµή των ηµεροµηνιών 
θα ήταν επίσης τυχαία. Όµως οι κάψουλες µε τις ηµεροµηνίες γέννησης µπήκαν στο 
δοχείο αρχίζοντας από την 1η Ιανουαρίου και έπειτα, µε αυστηρή σειρά 
ηµεροµηνιών µέχρι να φτάσουν στις 31 ∆εκεµβρίου. Χωρίς να τις αναµείξουν 
ιδιαίτερα άρχισαν να τραβούν, έτσι ώστε αυτές του τέλους του έτους που ήταν 
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επάνω, βγήκαν σε πολύ υψηλότερο ποσοστό από το αναµενόµενο. Με πιο απλό και 
πιο δίκαιο τρόπο θα µπορούσαν να τραβήξουν µία ηµεροµηνία στην τύχη, µετά να 
γυρίσουν κατάλληλα το δοχείο, και να επιλέξουν τους απαιτούµενους άνδρες που 
γεννήθηκαν µετά την ηµεροµηνία αυτή.  

Η επόµενη περίπτωση αφορά την Ισπανία το 1997, όπου η στρατιωτική θητεία 
ήταν υποχρεωτική για τους άνδρες µιας συγκεκριµένης ηλικίας. Οι στρατεύσιµοι 
ήταν 165.342, αλλά οι ανάγκες του στρατού ήταν λιγότερες, έτσι ώστε 16.442 από 
αυτούς δεν έπρεπε να πάνε στρατό.  

Στην περίπτωση αυτή η επιλογή στην κλήρωση ήταν κάτι επιθυµητό. 
Οργανώθηκαν µε τον ακόλουθο τρόπο: πρώτα δόθηκε µε τυχαίο τρόπο ένας 
αριθµός σε καθέναν από τους 165,342 στρατεύσιµους.  

Για να γίνει η κλήρωση τοποθετήθηκαν έξι δοχεία µε µπάλες για καθένα από 
τα έξι ψηφία του αριθµού που θα επιλεγόταν και από τον οποίο θα αποδεσµεύονταν 
τα 16.442 «αγόρια» που είχαν αριθµούς συνεχόµενους µε αυτόν που βγήκε και αν 
έφταναν στο τέλος θα ξανάρχιζαν από τον αριθµό 1 µέχρι να ολοκληρωθεί η 
απαιτούµενη ποσότητα). Στο πρώτο δοχείο είχε πέντε µπάλες µε το 1 και πέντε µε 0 
(αντιστοιχούσε στις εκατοντάδες χιλιάδες).  

Σε όλα τα άλλα είχε 10 µπάλες αριθµηµένες από το 0 έως το 9. Είχε προβλεφτεί 
ότι εάν στο δεύτερο δοχείο (µε τις δεκάδες χιλιάδες) έβγαινε µια µπάλα µεγαλύτερη 
από το 6 όπως συνέβηκε στην πραγµατικότητα, θα επαναλαµβανόταν το τράβηγµα 
στο δοχείο αυτό. Σε αυτήν την περίπτωση θα πρέπει να εξεταστεί κατά πόσο ήταν 
δίκαια ή όχι η κλήρωση.         

Στην περίπτωση αυτή το γεγονός ότι στο πρώτο δοχείο υπήρχε η ίδια 
πιθανότητα να βγει 0 ή 1, αφού υπήρχαν πέντε µπάλες για το καθένα, έκανε την 
πιθανότητα να βγει ένας αριθµός  µε συνέπεια να βρεθεί εκτός στρατολόγησης, να 
εξαρτάται από τον αριθµό που είχε. Έτσι, αγνοώντας το θέµα της ενδεχόµενης 
επανάληψης του αριθµού που βγήκε στο δεύτερο δοχείο, για τους αριθµούς µεταξύ 
1 και 99.999, η πιθανότητα να βγουν είναι: 

  

P
(p) = �

�
∙ �
GG.GGG

 = 0,000005
 

Ενώ για τους υπόλοιπους αριθµούς η πιθανότητα είναι: 

P(S)= 
�
�
 ∙ �
}J.BAB

 = 0,00000765. 

∆ηλαδή, οι αριθµοί της τελευταίας οµάδας είχαν πιθανότητα να εκλεγούν 
σηµαντικά µεγαλύτερη από τους πρώτους, κατά περίπου 50% περισσότερο. Ο 
αριθµός που βγήκε στην κλήρωση ήταν το 155.611. Στην περίπτωση του πρώτου 5, 
χρειάστηκε να επαναληφθεί το τράβηγµα, επειδή αρχικά βγήκε ένα 8 (επειδή είναι 
µεγαλύτερο από 6). Απαλλάχθηκαν από τη στρατιωτική υπηρεσία από τον αριθµό 
αυτόν µέχρι το τέλος και στη συνέχεια από το 1 έως να ολοκληρωθούν οι 16.442 
απαλλαγέντες.  

         

4.4 ΛΑΧΕΙΟΦΟΡΕΣ ΑΓΟΡΕΣ, ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΠΡΟΣ∆ΟΚΙΑ 

Στις κοινωνίες µας υπάρχει αντίσταση στην πληρωµή φόρων, εκτός από έναν 
που καταβάλλεται οικειοθελώς και µε ευχαρίστηση: οι επίσηµες λαχειοφόρες 
αγορές. Επειδή σε αυτές, χωρίς καµία αµφιβολία, αυτός που κερδίζει πάντα είναι το 
κράτος. Η ανάλυση των τυχερών παιχνιδιών έχει αναµφισβήτητο µαθηµατικό 
ενδιαφέρον, αλλά επίσης και κοινωνικό. Λαµβάνοντας υπόψη τον µεγάλο αριθµό 
ανθρώπων και τις οικονοµικές ποσότητες που διακινούνται, είναι ένα σηµαντικό 
θέµα σε όλες τις χώρες.       
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∆εδοµένου ότι σε πολλά παιχνίδια όπως η λαχειοφόρος αγορά υπάρχει η 
δυνατότητα να αποκτηθούν διάφορα βραβεία, µια σηµαντική έννοια είναι της 
µαθηµατικής ελπίδας του κέρδους, η οποία µας παρέχει πληροφορίες σχετικά µε το 
µέσο κέρδος που θα µπορούσαµε να αποκτήσουµε. Για τον υπολογισµό του 
καθορίζονται, αρχικά, οι πιθανότητες κάθε βραβείου µε την κλασική µέθοδο: ο 
λόγος µεταξύ του αριθµού των ευνοϊκών περιπτώσεων να πάρουµε ένα βραβείο και 
του συνόλου των πιθανών περιπτώσεων.  

Για παράδειγµα, σε µια κλήρωση µε 100 λαχνούς ή αριθµούς, ένα πρώτο 
βραβείο και δύο δεύτερα, η πιθανότητα να κερδίσουµε το πρώτο βραβείο παίζοντας 
ένα λαχνό είναι 1/100 = 0.01 ή 1%, και ένα δεύτερο, 2/100 = 0,02 ή 2%. Η 
πιθανότητα να µην κερδίσουµε είναι 97/100 = 0,97 ή 97%. Η µαθηµατική 
προσδοκία του κέρδους σε ένα παιχνίδι είναι το άθροισµα των γινοµένων των 
δυνατών κερδών επί της πιθανότητας απόκτησής τους µείον τα χρήµατα που 
καταβλήθηκαν για την συµµετοχή. 

 Στην προηγούµενη λοταρία, αν κάθε λαχνός κοστίζει 5 €, το πρώτο βραβείο 
είναι 100 € και τα δύο δεύτερα 40 €, η ελπίδα του κέρδους είναι 100 * 0,01 + 40 * 
0,02 – 5 = 1 + 0,8 – 5 = -3,2 €. Αν η ελπίδα είναι αρνητικός αριθµός, όπως στην 
περίπτωση αυτή, το παιχνίδι είναι δυσµενές για τον παίκτη. Αν ήταν θετικός, κάτι 
που συµβαίνει συχνά, εκτός από λάθος στον σχεδιασµό, θα ήταν ευνοϊκό και αν 
ήταν µηδέν, θα ήταν ένα αµερόληπτο ή δίκαιο παιχνίδι για τα δύο µέρη. 

 
4.5 ΤΑ ΛΟΤΤΟ 

Οι λαχειοφόρες αγορές µε το όνο α λόττο, στις οποίες πρέπει να επιλεγούν m 
αριθµοί µεταξύ 1 και N είναι πολύ δηµοφιλείς σε πολλές χώρες. Στην Ισπανία 
υπάρχουν τρεις: η Loteria Primitiva και το Lotto 6/49 στην Καταλονία, στις οποίες 
πρέπει να επιλεγούν 6 αριθµοί µεταξύ 1 και 49, και το 7/39 της ONCE. Στο 
Ηνωµένο Βασίλειο υπάρχει επίσης το 6/49.  

Στην Ελβετία, το 6/45, στη Νέα Ζηλανδία, το 6/40 και στην Σουηδία υπάρχουν 
δύο δυνατότητες, 7/35 ή 6/48.            
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 Σε όλες τις περιπτώσεις, µε µικρές παραλλαγές υπάρχει βραβείο αν βρεθούν 
όλοι ή διάφοροι από τους αριθµούς που κληρώνονται. Στην περίπτωση του 
Ισπανικού Λόττο πρέπει να βρεθούν 6, 5 + ένας άλλος αριθµός  που κληρώνεται 
ξεχωριστά, συµπληρωµατικός, 5, 4, 3. Σύµφωνα µε το Ισπανικό Λόττο το πρώτο 
βραβείο είναι 6 αριθµοί που κληρώνονται µεταξύ 1 και 49.  

Ο συνολικός αριθµός των διαφορετικών τρόπων µε τους οποίους µπορούν να 
βγουν 6 αριθµοί από τους 49 δυνατούς, εφόσον η σειρά µε την οποία επιλέγονται 
δεν έχει σηµασία, είναι συλλογιζόµενοι ως εξής: 

  CAG} D = HAG
}   = AG	∙AM∙AL∙A}∙AJ∙AA

}
 = 13.983.816 

 
Σχεδόν 14 εκατοµµύρια είναι οι συνδυασµοί που υπάρχουν. Έτσι η πιθανότητα να 
πετύχουµε τους 6 κάνοντας ένα µόνο στοίχηµα είναι ένας πραγµατικά µικρός 
αριθµός. 

  p= �
�B.GMB.M�}

 = 0,000007%. 

 
Σχετικά µε τις πιθανότητες των άλλων βραβείων, σε κάθε περίπτωση θα είναι: 
 

p= ��~ �έ'	������ώ���'	
�B.GMB.M�}

 

γι’ αυτό θα πρέπει να υπολογιστούν οι δυνατές περιπτώσεις για κάθε αριθµό 
επιτυχιών. Μπορεί να µη βρεθεί κανένας από τους έξι αριθµούς και µε κάθε 
«αποτυχία» µπορεί να ληφθεί οποιοσδήποτε από τους άλλους  αριθµούς 49 – 6 = 

43, εποµένως υπάρχουν 6	∙ 43 = 258 δυνατότητες να υπάρξουν 5 επιτυχίες, αλλά 
ε΄δω περιλαµβάνονται οι περιπτώσεις στις οποίες συµπίπτει ο συµπληρωµατικός 
αριθµός και εκείνες που δεν συµπίπτει. Με παρόµοιους συλλογισµούς, οι ευνοϊκές 

περιπτώσεις για 4 επιτυχίες είναι	\WR	∙\SRR = 246.820. Έτσι οι πιθανότητες επιτυχίας 
είναι: 

5 + C: p= 6 / 13.983.816 = 1 / 2.330.636 

5 p= 252 / 13.983.816 = 1 / 1.032 

4 p= 13.545 / 13.983.816 = 1 / 57 

3 p= 246.820 / 13.983.816 = 1 /57 
 

Αθροίζοντας όλα αυτά, παίρνουµε ότι η πιθανότητα βραβείου είναι 1,86%. 
Είναι όλοι πάρα πολύ µικροί αριθµοί. Αν είµαστε σταθεροί είναι εύκολο, αφού το 
έτος έχει 52 εβδοµάδες, περίπου µια φορά ανά έτος να έχουµε ένα δελτίο µε τρεις 
επιτυχίες. Οι υπόλοιπες πιθανότητες είναι τόσο µικρές που δεν µπορούµε να 
αναµένουµε βραβεία µε µεγαλύτερη συχνότητα, ακόµα και για τις 4 επιτυχίες θα 
πρέπει να περιµένουµε µερικά χρόνια. 
 

Κεφάλαιο 5    ΟΙ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ ΣΤΗΝ ΚΟΙΝΩΝΙΑ 

5.1 ΠΙΝΑΚΕΣ ΖΩΗΣ 
Οι πίνακες ζωής ή θνησιµότητας είναι ένα στατιστικό εργαλείο που επιτρέπει 

την µελέτη της θνησιµότητας σε διάφορους πληθυσµούς σε µια χρονική περίοδο. 
Μία από τις πιο κοινές εφαρµογές τους είναι οι ασφάλειες.  

Οι πρώτοι πίνακες ζωής ή θνησιµότητας οφείλονται στον Τζον Γκράουντ ο 
οποίος, µαζί µε τον William Petty, επεξεργάστηκε στο δεύτερο µισό του 17ου αιώνα 
τις πρώτες στατιστικές για τον πληθυσµό, γεγονός που τους καθιστά προδρόµους 
της σύγχρονης δηµογραφίας.  
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5.2 ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΣΤΗΝ ΙΑΤΡΙΚΗ ΠΡΑΚΤΙΚΗ 

Με τα αποτελέσµατα µερικών κλινικών αναλύσεων, ο γιατρός συµβουλεύεται 
µια σειρά στοιχείων τα οποία, σύµφωνα µε διαδικασίες πιθανοτήτων και 
στατιστικής, του παρέχονται µε κατανοητό τρόπο ώστε να λάβει µέτρα που θεωρεί 
κατάλληλα. Η τελική απόφαση είναι για τον γιατρό. Τα στοιχεία, η επεξεργασία 
τους και ο τρόπος µε τον οποίο του παρέχονται είναι ένα µεγάλο εργαλείο 
υποστήριξης για την απόφασή του. Όµως µερικές πληροφορίες µπορεί να έχουν 
αποφασιστική σηµασία ώστε ο γιατρός να πάρει αποφάσεις ή να µας επιβάλει 
πρότυπα συµπεριφοράς.  

Για παράδειγµα, ξέρουµε ότι ορισµένες «συστάσεις» µαζί µε τις αγωγές, 
δείχνουν ότι κάτι είναι «εκτός των κανονικών ορίων». Στην ιατρική ως κανονικά 
όρια ενός συγκεκριµένου χαρακτηριστικού εννοούνται αυτά µεταξύ των οποίων 
βρίσκεται η πλειοψηφία του πληθυσµού στον οποίο ανήκοµε και καθορίζονται µε 
βάση το θεώρηµα κεντρικού ορίου και την κανονική κατανοµή. Η διαδικασία για 
να γίνει αυτό είναι να προσδιοριστεί µεταξύ ποιων τιµών θα βρίσκεται η µέση τιµή 
µε ορισµένη πιθανότητα, το πρόβληµα που ήδη µελέτησε ο Laplace.  

Οι τιµές µεταξύ των οποίων θα πρέπει να είναι ο µέσος όρος είναι αυτό που 
στη σηµερινή στατιστική ονοµάζεται διάστηµα εµπιστοσύνης. Μια παρόµοια 
περίπτωση είναι όταν ένας παιδίατρος λέει ότι το εκατοστηµόριο στο οποίο 
βρίσκεται ένα παιδί από την άποψη του βάρους και του ύψους είναι 85% ή 95%. Τα 
διαστήµατα εµπιστοσύνης για τις διαφορετικές ηλικίες που χρησιµοποιούν οι 
παιδίατροι αναφέρονται στα βάρη και στα ύψη µεταξύ των οποίων είναι ο 
πληθυσµός των παιδιών που αποτελούν τον πληθυσµό αναφοράς. Ότι ένα παιδί 
είναι στο εκατοστηµόριο 80 του ύψους και 75 του βάρους σηµαίνει ότι το 80% των 
παιδιών της ίδιας ηλικίας θα είναι, το πολύ, του ίδιου ύψους µε αυτό και το ίδιο για 
το εκατοστηµόριο 75% όσον αφορά το βάρος. Είναι σηµαντικό να έχοµε έναν καλό 
πληθυσµό αναφοράς: αν αυτός που χρησιµοποιήθηκε για τον προσδιορισµό της 
κανονικότητας του ύψους και του βάρους ήταν πολύ διαφορετικός από αυτόν που 
αντιστοιχεί, τα αποτελέσµατα δεν θα είχαν καµιά εγκυρότητα. 

 
 

5.3 ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ   ΚΑΙ   DNA 

Από τα µέσα της δεκαετίας του 1980, η χρήση των προφίλ 
δεσοξυριβονουκλεϊκου οξέος (DNA) χρησιµοποιείται σε δικαστικές υποθέσεις για 
την απόδειξη της πατρότητας, της οικογενειακής σχέσης µεταξύ διαφορετικών 
ατόµων ή της αθωότητας ή ενοχής ποινικών υπόπτων.  

Η ιδέα είναι η σύγκριση του DNA των παιδιών µε αυτό των θεωρούµενων 
πατέρων στην περίπτωση των τεστ πατρότητας, ή του DNA που προέρχεται από 
δείγµατα που συλλέχτηκαν στη σκηνή ενός εγκλήµατος µε αυτό που λαµβάνεται 
από τους υπόπτους. Αυτά τα τεστ έχουν βελτιωθεί και σήµερα αποτελούν µια 
βασική απόδειξη σε πολλές νοµικές διαδικασίες, λόγω της µεγάλης ποικιλίας 
µεταξύ των προφίλ DNA των διαφορετικών ατόµων, ακόµα και αν ανήκουν στην 
ίδια εθνική οµάδα.  

∆ιάφορα γεγονότα, όπως η φήµη ορισµένων νοµικών υποθέσεων στις οποίες 
έχει χρησιµοποιηθεί αυτός ο τύπος τεστ ή οι τηλεοπτικές σειρές όπως το CSI, έχουν 
κάνει γνωστές αυτές τις τεχνικές. Αυτό που είναι λιγότερο γνωστό είναι ότι πίσω 
από την ανάπτυξη αυτών των προφίλ DNA βρίσκονται ισχυρά εργαλεία 
πιθανοτήτων, τα οποία έχουν οδηγήσει στη δικαστική στατιστική.  

Μία από τις πρώτες δίκες στις οποίες χρησιµοποιήθηκαν τεστ DNA έγινε στην 
Αγγλία το 1987, όπου ένας νεαρός δεκαεπτά ετών κατηγορήθηκε για τον βιασµό 
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και τη δολοφονία δύο κοριτσιών, ενός το 1983 και του άλλου το 1987. Ορισµένες 
περιστασιακές ενδείξεις και το ιστορικό του νεαρού έµοιαζαν να τον δείχνουν 
ένοχο χωρίς πολλές αµφιβολίες.  

Ο νεαρός ζήτησε η ανάλυση του αίµατος και το DNA να συγκριθούν µε τα 
δείγµατα σπέρµατος που βρέθηκαν στα δύο κορίτσια. Το συµπέρασµα ήταν 
πειστικό: τα δύο κορίτσια είχαν βιαστεί από το ίδιο άτοµο, αλλά δεν ήταν ο 
κατηγορούµενος. Στις νοµικές υποθέσεις στις οποίες επιχειρείται να προσδιοριστεί 
ο δράστης ή οι δράστες ενός εγκλήµατος µετριέται κάποιο χαρακτηριστικό που 
επιτρέπει τον καθορισµό της πιθανής σχέσης του κατηγορούµενου µε το έγκληµα. 
Η ιδέα είναι απλή, αλλά το πρόβληµα είναι η πρακτική εφαρµογή της.  

Το θέµα είναι να οριστεί κάποιο χαρακτηριστικό που επιτρέπει να 
αναγνωριστεί µε ακρίβεια ένα άτοµο. ∆εν θα αναλυθεί ο τρόπος ανάλυσης DNA, 
αλλά θα περιγράψουµε πως ο υπολογισµός των πιθανοτήτων συµβάλλει στη λήψη 
αποφάσεων σχετικά µε το θεωρούµενο έγκληµα. Για να το απεικονίσουµε, θα 
θεωρήσουµε µια απλοποιηµένη περίπτωση, λίγο ρεαλιστική αλλά χρήσιµη για τους 
σκοπούς µας.    

Έχει διαπραχτεί ένα έγκληµα και η αστυνοµία συλλέγει δείγµατα DNA στο 
χώρο που έγινε και έχει συλλάβει έναν ύποπτο, από τον οποίο έχει πάρει το DNA 
του. Αν υποθέσουµε ότι κάθε δείγµα DNA παράγει ένα απλό δεδοµένο, ανεξάρτητα 
από το αν στη δίκη εµφανίζονται και άλλες δυνατότητες, θα θεωρήσουµε ότι 
υπάρχουν µόνο δύο επιλογές: ο ύποπτος είναι ένοχος (C) ή αθώος ( ), και η 
απόφαση θα βασιστεί στα τεστ DNA. Ο σκοπός εποµένως είναι η διάκριση µεταξύ 
των δύο ακόλουθων υποθέσεων: 

1) Τα δείγµατα προέρχονται από το ίδιο άτοµο (C).  
2) Tα δείγµατα προέρχονται από διαφορετικά άτοµα (I). 

Συµβολίζουµε µε Εν ( ένδειξη ) τη σύµπτωση των δειγµάτων που προέρχονται 
από το DNA που συλλέχτηκαν στον τόπο του εγκλήµατος και του υπόπτου και µε S 
τις άλλες περιπτώσεις. Εδώ θα πρέπει να προσφύγουµε στο θεώρηµα του Bayes, 

που αναφέρει ότι για δύο γεγονότα Α και Β και συµβολίζοντας µε prob  (A| B) 
την δεσµευµένη πιθανότητα του γεγονότος Α µε δεδοµένο το γεγονός Β, υπό την 

προϋπόθεση ότι prob(B)≠ 0, επαληθεύεται ότι: 

Prob (A|B) = (prob (A|B) ∙ prob (A) / prob (B).  
 

Χρησιµοποιώντας τον συµβολισµό της δεσµευµένης πιθανότητας και το 
θεώρηµα του Bayes, η αναλογία της ενοχής προς την αθωότητα δίνεται από: 
 

<���	(H|��|H,()
<���	(�|��,()

 = 
<���	(��|H,()
<���	(��|�,()

 ∙ <���	(H|()
<���(�|()

 

 
Από αυτή την έκφραση φαίνεται ότι οι δύο βασικές πιθανότητες που πρέπει να 

καθοριστούν είναι η πιθανότητα της ένδειξης Εν εάν ο ύποπτος είναι ένος και εάν 
είναι αθώος. ∆εν αρκεί να εξεταστεί µόνο η πιθανότητα της ένδειξης όταν ο 
ύποπτος είναι αθώος και να βγει το συµπέρασµα ότι µια µικρή τιµή αυτής της 
πιθανότητας είναι ισχυρή απόδειξη υπέρ της ενοχής.  

Η πιθανότητα της ένδειξης εάν ο ύποπτος είναι ένοχος θα πρέπει επίσης να 
ληφθεί υπόψη. Σηµειώστε ότι αυτές οι δύο πιθανότητες δεν είναι συµπληρωµατικές 
και θα µπορούσαν να είναι και οι δύο πολύ µικρές. Σε τέτοιες λεπτές διακρίσεις 
παίζουν δικηγόροι και εισαγγελείς και µια παρερµηνεία αυτών των λεπτών εννοιών 
των πιθανοτήτων µπορεί να σηµαίνει την καταδίκη ενός αθώου ή την αθώωση ενός 
ενόχου.  
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ΕΠΙΛΟΓΟΣ 

ΚΑΤΑΚΤΗΘΗΚΕ   ΤΕΛΙΚΑ   ΤΟ   ΤΥΧΑΙΟ; 

Φτάσαµε εδώ στο τέλος του χρονικού µας για την κατάκτηση του τυχαίου, 
της µετάβασης από την υπερφυσική εξήγηση των πραγµάτων που δεν είναι 
κατανοητά στην εξηµέρωση των πολύπλοκων γεγονότων µε τη µετατροπή τους σε 
παραµέτρους για να τα έχουµε υπό έλεγχο, για να κατανοήσουµε τις βασικές 
κατευθυντήριες γραµµές. Όπως λέει ο Ινδός στατιστικολόγος C.R.Rao, «το τυχαίο 
ασχολείται µε τη τάξη µέσα στην αταξία, ενώ το χάος ασχολείται µε την αταξία 
µέσα στην τάξη».         
  Ήταν µια µακριά και πολύπλοκη διαδροµή για την ανθρωπότητα, που δεν 
έχει τελειώσει ακόµη. Μάλλον ισχύει ότι σχεδόν τίποτα από όσα σχετίζονται µε την 
πιθανότητα δεν είναι διαισθητικό. Αντιµετωπίζοµε µια διαφορετική λογική από 
αυτή του «ναι ή όχι», του «όλα ή τίποτα», την οποία λόγω γενετικού κώδικα ή 
πολιτιστικού περιβάλλοντος κατανοούµε καλύτερα. ∆εχόµαστε και κατανοούµε 
χωρίς προβλήµατα πως όταν πατάµε ένα διακόπτη ανάβει το φως και όταν τον 
πατήσουµε ξανά σβήνει, όµως δεν είναι τόσο κατανοητό ότι πατώντας τον µερικές 
φορές το φως ανάβει και άλλες όχι, και ότι θα πρέπει να αξιολογήσουµε αυτήν την 
αβεβαιότητα.         

Επειδή το τυχαίο συνίσταται στην αβεβαιότητα, στο να µη γνωρίζοµε τι θα 
συµβεί, σε αυτή την ανασφάλεια που τόσο λίγο εκτιµάται στις «αναπτυγµένες» 
κοινωνίες µας, στις οποίες µας αρέσει να έχουµε τα πάντα υπό έλεγχο. Τόσο που 
ενώ βρισκόµαστε σε µια εποχή της ιστορίας στην οποία ελέγχουµε τις περισσότερες 
κοινωνικές µεταβλητές, µας ενοχλούν περισσότερο οι αβεβαιότητες (κλίµα, 
µεταδοτικές ασθένειες, ατυχήµατα...), οι οποίες σε κάποιο βαθµό είναι 
χαρακτηριστικά της ζωής.  

Είναι αλήθεια ότι θα ήταν δύσκολο να ζήσοµε αν συνέβαιναν υπερβολικά 
πολλά φαινόµενα µε εντελώς απρόβλεπτο τρόπο, όµως, στο άλλο άκρο, θα υπήρχε 
µικρό ενδιαφέρον εάν όλα ήταν ντετερµινιστικά και απολύτως προβλέψιµα. 
Ευτυχώς, η εξέλιξη της ζωής, σε µια οργανωµένη κοινωνία αποτελεί ένα µοναδικό 
µίγµα των δύο, γεγονός που σηµαίνει ότι, όπως συνήθιζε το λέει ένας κορυφαίος 
στατιστικολόγος, «η ζωή είναι περίπλοκη, αλλά όχι χωρίς ενδιαφέρον». 

 


