ΜΙΓΑΔΙΚΟΙ  ΑΡΙΘΜΟΙ – ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  (ΗΛΕΚΤΡΙΚΑ  ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ)

Πρόβλημα

Να βρεθούν οι ρίζες της εξίσωσης

x2= -9      Aδύνατο στους πραγματικούς αριθμούς   (R).
Για να τη λύσουμε κατασκευάζουμε ένα νέο σύνολο αριθμών που ονομάζονται φανταστικοί αριθμοί.

Ορίζουμε τη φανταστική μονάδα ως εξής:

Θέτω          i2= -1           →            i= (+,-).√-1
Οποιαδήποτε επανάληψη αυτής της μονάδος μας δίνει φανταστικό αριθμό π.χ. 

3i  ,   -5i  ,   100i  ,   20i  ,   είναι φανταστικοί αριθμοί. 
Έτσι δημιουργείται το σύνολο των φανταστικών αριθμών   ( I) .

Πράξεις φανταστικών αριθμών.

Πρόσθεση,    3i+5i=8i ,       -2i+10i=8i,     11i+13i=24i
Αφαίρεση,    3i-5i=-2i,        2i-10i=-8i,      17i-(-9i)= 17i+9i=26i   
Πολλαπλασιασμός,  (4i).(5i)=20i2=-20,        (3i).(7i)=21i2=-21
Διαίρεση,   (6i) / (5i)
Η ένωση των πραγματικών και φανταστικών αριθμών, μας δίνει ένα μεγαλύτερο σύνολο αριθμών τους ονομαζόμενους μιγαδικούς αριθμούς  (C).
Κάθε μιγαδικός αριθμός έχει ένα μέρος πραγματικό κι ένα μέρος φανταστικό δηλ. 

               Z  =  α  +  βi   (καρτεσιανή μορφή)
                           ↑       ↑
                    R       I
Πράξεις μιγαδικών αριθμών

Πρόσθεση,         (3-4i)+(2+3i)=(3+2)+(-4i+3i)=(5-i)
Αφαίρεση        (3-7i)-(8+3i)=(3-8)+(-7i-3i)=(-5-10i)
Πολλαπλασιασμός,  (α+βι)(γ+δι)=αγ+αδι+βιγ+βιδι=(αγ-βδ)+(αδ+βγ)ι
Διαίρεση,    [ (α+βι) / (γ+δι)]
Η καρτεσιανή μορφή των μιγαδικών είναι η κατάλληλη μορφή να κάνουμε την πράξη της πρόσθεσης και της αφαίρεσης μιγάδων.
Γεωμετρική παράσταση μιγαδικού στο επίπεδο
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z=α+βi=

  =ρσυνθ+ρiημθ=
  =ρ(συνθ+iημθ) =ρ∟θ      (Τριγωνομετρική  η  πολική,  μορφή).
Γινόμενο  μιγαδικών σε τριγωνομετρική μορφή.
z1=ρ1(συνθ1+iημθ1)       │

z2=ρ2(συνθ2+iημθ2)       │    →     z1.z2=ρ1ρ2[συν(θ1+θ2)+iημ(θ1+θ2)]
Παράδειγμα:
z1=√2[συν(π/3)+iημ(π/3)]       │

z2=√3[συν(π/4)+iημ(π/4)]       │    →   z1.z2=√2√3[συν[(π/3)+(π/4)]+iημ[(π/3)+(π/4)]

 Διαίρεση μιγαδικών σε τριγωνομετρική μορφή.    
(z1/ z2)=[ρ1(συνθ1+iημθ1)] / [ρ2(συνθ2+iημθ2)] =
             =(ρ1/ρ2)[συν(θ1-θ2)+iημ(θ1-θ2)]
Παράδειγμα:

(z1/z2)=[√5(συν(π/2)+iημ(π/2))] / [√6(συν(π/6)+iημ(π/6))]=

         =(√5/√6)[συν((π/2)-(π/6))+iημ((π/2)-(π/6))]

Η τριγωνομετρική μορφή των μιγαδικών είναι κατάλληλη μορφή να κάνουμε τις πράξεις του πολλαπλασιασμού και της διαίρεσης μιγάδων.

Τύπος  D΄ Moivre.

Αν  z=ρ(συνθ+iημθ) → zν=ρν[συν(νθ)+iημ(νθ)] → (συνθ+iημθ)ν=συν(νθ)+iημ(νθ)
Εκθετική μορφή μιγαδικών.
Με τη βοήθεια δυναμοσειρών αποδεικνύεται ότι:
συνθ+iημθ=eiθ     άρα

z=ρ(συνθ+iημθ)=ρeiθ                    →           z=ρeiθ  (εκθετική μορφή).
Πολλαπλασιασμός μιγαδικών σε εκθετική μορφή.

z1=ρ1eiθ1     │

z2=ρ2eiθ2     │    →    ( z1.z2)=(ρ1ρ2)ei(θ1+θ2)
Διαίρεση μιγαδικών σε εκθετική μορφή.

z1=ρ1eiθ1     │

z2=ρ2eiθ2     │    →    (z1/z2)=(ρ1/ρ2)ei(θ1-θ2)
Συμπέρασμα:
Η εκθετικη μορφή των μιγαδικών είναι κατάλληλη μορφή να κάνουμε τις πράξεις του πολλαπλασιασμού και της διαίρεσης μιγάδων.
Εφαρμογές μιγαδικών αριθμών στα ηλεκτρικά κυκλώματα με σύνθετες αντιστάσεις.

Σε κάθε ηλεκτρικό κύκλωμα έχουμε την ωμική αντίσταση που οφείλεται στους αγωγούς από όπου διέρχεται το ρεύμα την επαγωγική αντίσταση που οφείλεται στα πηνία και την χωρητική αντίσταση που οφείλεται στους πυκνωτές. Με την βοήθεια των μιγαδικών αριθμών έχουμε μια πολύ καλή αντιστοιχία των αντιστάσεων. 
Παράδειγμα
α)z=5+6i   →     το 5 αντιπροσωπεύει την ωμική αντίσταση ενώ το +6 αντιπροσωπεύει την επαγωγική αντίσταση του κυκλώματος

β) z=10-2i   →    το 10 αντιπροσωπεύει την ωμική αντίσταση ενώ    το -2 αντιπροσωπεύει την χωρητική αντίσταση του κυκλώματος  

Συμπέρασμα
Έτσι όπως βλέπουμε στα προηγούμενα παραδείγματα, ο πραγματικός αριθμός των μιγάδων αντιπροσωπεύει την ωμική αντίσταση ενός κυκλώματος, ενώ αν ο φανταστικός αριθμός έχει πρόσημο αρνητικό αντιπροσωπεύει την χωρητική αντίσταση του κυκλώματος, σε αντίθετη περίπτωση, που ο φανταστικός αριθμός έχει θετικό πρόσημο, αντιπροσωπεύει την επαγωγική αντίσταση του κυκλώματος.
Τιμές  βασικών    τριγωνομετρικών   συναρτήσεων
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Άσκηση

1) Να γραφούν σε τριγωνομετρική και πολική μορφή οι μιγαδικοί αριθμοί 

      1  ,  √3+i ,  1+i√3,   -3+3i,   -√3-i,    2-2i,    -1821 
Άσκηση

2)Δίνεται  η σύνθετη μιγαδική αντίσταση   z=(1/2)+(i√3)/2   να βρεθεί  η  z25
Άσκηση

3)Δίνονται οι σύνθετες μιγαδικές αντιστάσεις  z1=√3+i  ,z2=1,  z3=i, να υπολογιστούν  οι σύνθετες μιγαδικές αντιστάσεις  στα ακόλουθα ηλεκτρικά κυκλώματα
Α)  (z1.z2.z3)100
Β)  Z1+Z2-Z3
Γ)    (Ζ1)10  /( Ζ3)5 
Άσκηση

4) Δίνονται οι σύνθετες μιγαδικές αντιστάσεις  Z1=√3+i, και   Z2=√3-i.
Α)Να βρεθεί η ολική σύνθετη αντίσταση αν συνδεθούν παράλληλα.           

     δηλαδή (1/z)=(1/z1)+(1/z2)  , (σε πολική μορφή)
Β) Να βρεθεί η ολική σύνθετη αντίσταση αν συνδεθούν σε  σειρά.

      δηλαδή Z=z1+z2  ,(σε πολική μορφή)
Άσκηση

5) Δίνονται οι σύνθετες μιγαδικές αντιστάσεις  z1=√3+i, και z2=√3-i.

    να βρεθεί η  σύνθετη αντίσταση  
               z =(z1)ν.(z2)ν     όπου ν θετικός ακέραιος.
                                                                           Καθηγητής
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