ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΔΙΑΦΟΡΙΚΩΝ ΕΞΙΣΩΣΕΩΝ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ

ΙΣΤΟΡΙΚΗ ΕΙΣΑΓΩΓΗ

Οι διαφορικές εξισώσεις είναι ο κλάδος των μαθηματικών που περισσότερο ίσως από κάθε άλλον οφείλει την γέννηση του στην Μηχανική, στην Αστρονομία και στη Θεωρητική Φυσική. Αρχίζουν δε να κάνουν την εμφάνισή τους από την εποχή του Newton (1642-1727) και του Leibniz (1646-1716). Ο Newton είναι ο πρώτος που χρησιμοποίησε διαφορική εξίσωση για την κίνηση των σωμάτων περιοριζόμενος στις απλές μορφές : 
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O Leibniz προχώρησε λίγο παραπέρα αναπτύσσοντας τη μέθοδο των χωριζόμενων μεταβλητών, των ομογενών πρώτης τάξης και των γραμμικών διαφορικών εξισώσεων πρώτης  τάξης.  Στον  Leibniz  όμως  οφείλονται  οι  συμβολισμοί  της  παραγώγου

dy/dx  και του ολοκληρώματος   ∫f(x)dx.
Ο κύριος σκοπός της Επιστήμης είναι η κατανόηση της Φύσης, (με την πλατιά της έννοια), μέσα στην οποία ζούμε. Και η κατανόηση αυτή μπορεί να επιτευχθεί με την μελέτη των διαφόρων φαινομένων, (φυσικών, κοινωνικών, οικονομικών,...). Στη μελέτη αυτή πρωταρχικό ρόλο έχουν τα Μαθηματικά. 

Από αρχαιοτάτων χρόνων είχε γίνει αντιληπτό ότι τίποτα δεν παραμένει σταθερό, όλα αλληλένδετα μεταβάλλονται, όπως επιγραμματικά μας το εκφράζει το γνωστό ρητό του Ηράκλειτου (544-484 π.Χ.), "Πάντα ρει, πάντα χωρεί καί ουδέν μένει", ( Όλα ρέουν και αλλάζουν και τίποτα δεν παραμένει σταθερό). 

Η ταχύτητα ενός σώματος, που πέφτει υπό την επίδραση της βαρύτητας αλλάζει με το χρόνο. Η αεροδυναμική αντίσταση ενός σώματος αυξάνεται με την ταχύτητα. Η θέση της Γης, όπως και των άλλων πλανητών, αλλάζει με το χρόνο σε σχέση με τον Ήλιο. Το κύρτωμα μιας δοκού εξαρτάται από το βάρος, που την καταπονεί. Ο όγκος μιας σφαίρας μεταβάλλεται με την ακτίνα του. 

Επειδή όμως τα περισσότερα φαινόμενα είναι αρκετά πολύπλοκα, είναι πρακτικά αδύνατο να θεμελιωθούν και να περιγραφούν πλήρως με μαθηματικό τρόπο. Γι' αυτό προσπαθούμε να προσεγγίσουμε την πραγματικότητα με μαθηματικά πρότυπα, (μοντέλα), κάνοντας ορισμένες υποθέσεις που απλοποιούν τα φαινόμενα και τους νόμους που τα διέπουν. Οι απλοποιήσεις αυτές ανάγονται συνήθως στην παράλειψη ορισμένων στοιχείων, που πιστεύουμε ότι επιδρούν λίγο, ή και καθόλου, στην εξέλιξη του φαινομένου. Η δημιουργία του μαθηματικού προτύπου γίνεται με μια μαθηματικοποίηση των αντιστοίχων νόμων που, επειδή συνήθως περιέχουν ρυθμούς μεταβολής ενός μεγέθους, (ποσοτικά άγνωστου), εκφράζονται με παραγώγους του άγνωστου αυτού μεγέθους. Κατ' αυτό τον τρόπο το μαθηματικό πρότυπο παίρνει τη μορφή μιας συναρτησιακής σχέσης που περιέχει μια άγνωστη συνάρτηση και ορισμένες παραγώγους της. Η συναρτησιακή αυτή σχέση ονομάζεται Διαφορική Εξίσωση, (Δ.Ε.).
ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΗΣ ΧΩΡΙΖΟΜΕΝΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ
Γενική   μορφή                          
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Λύση   διαφορικής  εξίσωσης              
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΣΤΗ ΚΙΝΗΣΗ ΥΛΙΚΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ 
1) Στη διάρκεια πορείας πλοίου ικανοποιείται η σχέση   υ=t-1.s , όπου υ=υ(t), s=s(t) είναι αντίστοιχα η ταχύτητα και η συνάρτηση κίνησης του πλοίου ως προς το χρόνο   t.  Ποια η συνάρτηση κίνησης τη χρονική στιγμή  t, οταν s(1)=1  και πόσο το  s(3);

2)  Στην κίνηση ενός σωματιδίου ισχύει  t(1+υ2)+(1+t2)α=0,  όπου  υ=υ(t),  α=α(t)  είναι αντίστοιχα η ταχύτητα και η επιτάχυνση συναρτήσει του χρόνου.  Να βρεθεί η συνάρτηση της ταχύτητας για κάθε χρονική στιγμή  t  όταν   υ(2)=2;

3) Στην κίνηση ενός σωματιδίου ισχύει  (1+s2)dt+tsds=0,  όπου  s=s(t)  είναι η συνάρτηση κίνησης του σωματιδίου ως προς το χρόνο  t.  Να υπολογιστεί η συνάρτηση κίνησης για κάθε χρονική στιγμή  t  όταν  s(1)=1.
4)  Ένα σωματίδιο ακολουθεί κατά την κίνησή του τη σχέση  t2ds-sdt=0  όπου  s=s(t)  η συνάρτηση κίνησης του σωματιδίου.  Να βρεθεί η συνάρτηση κίνησης για κάθε χρονική στιγμή  t  όταν  s(1)=1.

Ορθογώνιες τροχιές
Σε πολλά προβλήματα εμφανίζονται δυο οικογένειες καμπυλών  τέτοιες ώστε κάθε καμπύλη της μιας οικογένειας τέμνει κάθετα κάθε καμπύλη της άλλης. Π.χ. αν θεωρήσουμε κάποιο "αστρόβιλο" δυναμικό πεδίο, (π.χ. πεδίο βαρύτητας ή ηλεκτροστατικό), σε δυο διαστάσεις, δηλ. σ' ένα επίπεδο, οι τομές των ισοδυναμικών επιφανειών αποτελούν μια οικογένεια καμπυλών που τέμνουν κάθετα τις δυναμικές γραμμές. 

Επίσης σε δισδιάστατα προβλήματα αστρόβιλης ροής ασυμπίεστου ρευστού οι καμπύλες κατά μήκος των οποίων η ρευματική συνάρτηση είναι σταθερή, (δηλ. οι ρευματικές γραμμές), τέμνουν κάθετα τις καμπύλες κατά μήκος των οποίων το δυναμικό ταχύτητας είναι σταθερό. 

Θεωρούμε λοιπόν μια μονοπαραμετρική οικογένεια επιπέδων καμπυλών: 

F(x,y,c)=0 (1) 

και αναζητούμε μια άλλη μονοπαραμετρική οικογένεια επιπέδων καμπυλών: 

G(x,y,k)=0 (2) 

που έχουν την ιδιότητα: κάθε καμπύλη της οικογένειας (2) να τέμνει κάθετα κάθε καμπύλη της οικογένειας (1). Οι ζητούμενες καμπύλες ονομάζονται "ορθογώνιες τροχιές" των καμπυλών της οικογένειας (1).
Βρίσκουμε πρώτα τη διαφορική εξίσωση που περιγράφει τις καμπύλες της αρχικής οικογένειας. Παραγωγίζοντας την (1) ως προς  x  και απαλείφοντας τη  c  μεταξύ της (1) και της εξισώσεως από την παραγώγιση παίρνουμε την  
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  (3).
Oι ορθογώνιες τροχιές της (1) είναι λύσεις της διαφορικής εξισώσεως  
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  ΤΩΝ  ΟΡΘΟΓΩΝΙΩΝ  ΤΡΟΧΙΩΝ
1) Ηλεκτρομαγνητισμός. Ας θεωρήσουμε ένα δυσδιάστατο ηλεκτρικό, (ή μαγνητικό) πεδίο. Οι ισοδυναμικές καμπύλες του πεδίου ορίζονται σαν οι καμπύλες του επιπέδου σε κάθε σημείο των οποίων το δυναμικό έχει σταθερή τιμή. Οι ορθογώνιες τροχιές, οι κάθετες στις ισοδυναμικές καμπύλες δίνουν το ηλεκτρικό πεδίο. Συγκεκριμένα η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου είναι διάνυσμα εφαπτόμενο των ορθογωνίων τροχιών και κάθετο στις ισοδυναμικές καμπύλες. 

2) Μηχανική των ρευστών. Θεωρούμε τις ισοδυναμικές καμπύλες ενός ρευστού, δηλαδή τις καμπύλες σε κάθε σημείο των οποίων το δυναμικό του ρευστού είναι σταθερό. Τότε οι ορθογώνιες τροχιές των ισοδυναμικών καμπυλών είναι οι ρευματικές γραμμές, οι οποίες αποτελούν τις τροχιές που ακολουθούν τα μόρια του ρευστού κατά τη διάρκεια της ροής του ρευστού. 

3) Θερμική αγωγιμότητα. Ας θεωρήσουμε μια μεταλλική πλάκα, της οποίας τα σημεία δεν έχουν την ίδια θερμοκρασία. Η οικογένεια των καμπυλών, σε κάθε σημείο των οποίων, η θερμοκρασία έχει την ίδια τιμή, λέγονται ισοθερμικές καμπύλες.  Η οικογένεια των ορθογωνίων καμπυλών είναι οι καμπύλες κατά μήκος των οποίων διαδίδεται η θερμότητα.
5)Οι δυσδιάστατες ισοδυναμικές καμπύλες ενός κυκλώνα, δίνονται από δορυφόρο με την βοήθεια, του τύπου,  x2-y2=c2.  .  Nα βρεθούν οι καμπύλες κατά μήκος των οποίων μετακινούνται, οι αέριες μάζες.

6)  Οι ισοθερμικές καμπύλες σε μια μεταλλική πλάκα τα σημεία της οποίας δεν έχουν την ίδια θερμοκρασία δίνονται από τον τύπο   y=cex.  Nα βρεθούν οι καμπύλες κατά μήκος των οποίων διαδίδεται η θερμότητα.

7)Οι δυσδιάστατες ισοδυναμικές καμπύλες ηλεκτρομαγνητικού πεδίου, δίνονται από τον τύπο  x2+y2=c2.  .  Nα βρεθούν οι καμπύλες κατά μήκος των οποίων διαδίδεται η

 έντασης του πεδίου

 8)  Οι δυσδιάστατες ισοδυναμικές καμπύλες μαγνητικού πεδίου δίνονται από τον τύπο  y=cx2.  .  Nα βρεθούν οι καμπύλες κατά μήκος των οποίων διαδίδεται η

 έντασης του πεδίου

9)Δορυφόρος, δείχνει  κυκλώνα, δυσδιάστατα ,με ισοδυναμικές καμπύλες , τύπου 
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  .  Nα βρεθούν οι καμπύλες κατά μήκος των οποίων μετακινούνται, οι αέριες μάζες.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ  Δ.Ε  ΧΩΡΙΖΟΜΕΝΩΝ  ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ
10) Η αύξηση των πλοίων μιας εταιρίας είναι ανάλογη προς τον αριθμό των πλοίων της . Εάν σε δέκα χρόνια ο αριθμός τριπλασιάστηκε και σε δέκα πέντε χρόνια έφτασε τα πενήντα .Υπολογίστε τον αρχικό αριθμό των πλοίων της εταιρίας

   Υπόδειξη                 
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11) Ναυτιλιακή εταιρία αυξάνεται ανάλογα με το μέγεθός της. Η εταιρία στα δέκα χρόνια είχε τριάντα πλοία και μετά στα σαράντα  χρόνια έφτασε τα εκατό πλοία. Υπολογίστε 

α) το πλήθος των πλοίων την χρονική στιγμή t 
β) το πλήθος των  πλοίων αρχικά  

Υπόδειξη             
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12)Το πλήθος του στόλου ναυτιλιακής εταιρία Α δίνεται από το μοντέλο y1=2x2+1 (όπου x πενταετίες).α)Να βρεθεί το μοντέλο του πλήθος  του στόλου ναυτιλιακής εταιρίας Β, αν η σχέση των ταχυτήτων αγοράς πλοίων  της Α εταιρίας προς την Β έχει σταθερά αναλογία 2 προς x. (Δεδομένο ότι  y2(0)=0 )
β)Να βρεθεί το πλήθος των πλοίων κάθε εταιρίας, την τρίτη πενταετία της λειτουργίας τους. 
13)Η κατανάλωση ενός σκάφους Α σε cm3 καυσίμου ανά χ εκατοντάδες στροφές της μηχανής το min, δίνεται από τον τύπο    
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. α)Να βρεθεί ο τύπος  κατανάλωσης 
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  ενός  αλλού  σκάφους Β , αν ο ρυθμός  κατανάλωσης του  Β είναι χ φορές μεγαλύτερος του ρυθμού  κατανάλωσης του Α. (Δεδομένου  y2(0)=0 ). β) Να βρεθεί κατανάλωση των σκαφών στις 1000 στροφές ανά min.    (
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14)Το πλήθος των  Ελληνικών φορτηγών  πλοίων τις τελευταίες  πενταετίες  χ  ακολουθεί το μοντέλο  Φ=2χ2 όπου  10<χ<30. α) Να βρεθεί το μοντέλο που ακολουθει το πλήθος των  Ελληνικών δεξαμενόπλοιων, αν οι ρυθμοί ναυπήγησης των δεξαμενόπλοιων Δ τις τελευταίες  πενταετίες  χ  είναι  διπλάσιες των ρυθμών ναυπήγησης των φορτηγών.( Δεδομένου  Δ(0)=0 ).
Β)Να βρεθεί το πλήθος των Φ και Δ την δέκατη  πενταετία.
15)Μια ναυτιλιακή εταιρία στο ξεκίνηµά της είχε 4 πλοία. Μετά από 30 χρόνια ο στόλος της έφτασε τα 40 πλοία. Να βρεθεί , α) το ακέραιο προσεγγιστικά πλήθος, των πλοίων της εταιρίας, που είχε, στα 10 χρόνια, εάν η αύξηση, ακολουθεί το μοντέλο 
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   . β) το χρόνο που η εταιρία θα έχει 60 πλοία.
Υπόδειξη            
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15α) Ο μηχανισμός των Αντικυθήρων (αστρολάβος) που χρησιμοποιούσαν στην ναυσιπλοΐα  για να χαράζουν πορεία με την βοήθεια των άστρων κατασκευάστηκε τον 20 π.Χ στη Ρόδο από την μαθηματική σχολή του Απολλώνιου, βρέθηκε σε ναυάγιο στα Αντικύθηρα. Στο ναυάγιο βρέθηκε το ισότοπο C14 μάζας 80mg. Αν γνωρίζουμε ότι το αντίστοιχο υπόλειμμα εν τη γενέσει του θα ήταν 100mg. Να υπολογισθεί ο χρόνος βύθισης του πλοίου γνωρίζοντας ότι ο υποδιπλασιασμός του αντιστοίχου ισοτόπου είναι 60  αιώνες.
    Υπόδειξη               
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16) Σε ραδιενεργό (καύσιµο πυρηνοκίνητου υποβρυχίου) υλικό η ποσότητα που διασπάται (ακριβέστερα μεταστοιχειώνεται) ανά μονάδα χρόνου είναι ανάλογη της ολικής ποσότητας. Εάν αρχικά έχουµε στον πυρήνα του αντιδραστήρα σχάσιμο υλικό μάζας 500mg και µετά δυο χρόνια έχει διασπαστεί το 10% της αρχικής µάζας, υπολογίστε
α) τη µάζα τη χρονική στιγµή t 
β) τη µάζα µετά τέσσερα χρόνια και
γ) το χρόνο που χρειάζεται για να διασπαστεί η µισή µάζα
    (το χρόνο υποδιπλασιασμού), ώστε το υποβρύχιο να ανεφοδιαστεί καύσιµο υλικό.
 Υπόδειξη    
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17)Πυρηνικό εργοστάσιο, παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας, καταναλώνει σχάσιμο υλικό μάζας N g. Μετά από t=5 χρόνια λειτουργίας το σχάσιμο υλικό στον αντιδραστήρα έχει μάζα N=90g. Αναμένεται μετά από υπολογισμούς σε t=15 χρόνια το σχάσιμο υλικό να έχει μάζα N=45g. Να υπολογίσετε,
α) την μάζα Ν του υλικού την χρονική στιγμή t 
β) την αρχική μάζα του σχάσιμου υλικού στην λειτουργία του εργοστασίου 

γ) τον χρόνο που θα χρειαστεί να ανεφοδιαστεί το εργοστάσιο με νέο υλικό την στιγμή που η μάζα γίνει Ν=10g  
Υπόδειξη    
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18) Εάν μετά από μία ώρα της πτώσης μιας ατομικής βόμβας έχει διασπαστεί το 70% της ραδιενεργής ποσότητας, να υπολογίσετε το χρόνο υποδιπλασιασμού της ραδιενεργού υλικού.

Υπόδειξη    
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19) Σε βυθισμένο πλοίο βρέθηκε υπόλειμμα ανθρώπινου σκελετού που περιέχει ισότοπο του  C14  μάζας 70mg. Αν γνωρίζουμε ότι το αντίστοιχο υπόλειμμα ανθρώπινου σκελετού εν ζωή έχει μάζα  100mg του C14 . Να υπολογιστεί: 
α) ο χρόνος βύθισης του πλοίου, αν ο χρόνος υποδιπλασιασμού του αντίστοιχου ισοτόπου είναι 60 αιώνες 
β) το υπόλειμμα μάζας  του σκελετού  σε 100 αιώνες. 
(Το μοντέλο που διέπει το φαινόμενο είναι  
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Υπόδειξη
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20) Μια βακτηριακή καλλιέργεια αυξάνεται ανάλογα με το μέγεθός της. Η καλλιέργεια παρατηρείται ότι έχει μετά από μία ώρα 1000 κλώνους βακτηρίων και μετά από τέσσερις ώρες 3000 κλώνους βακτηρίων. Υπολογίστε 

α) το πλήθος των κλώνων την χρονική στιγμή t 
β) το πλήθος των κλώνων της καλλιέργειας αρχικά  

Υπόδειξη
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21) Έχει διαπιστωθεί ότι η αύξηση του πληθυσμού των ψαριών μιας ιχθυοκαλλιέργειας είναι ανάλογη προς τον πληθυσμό των ψαριών της ιχθυοκαλλιέργειας . Εάν σε δύο χρόνια ο πληθυσμός της ιχθυοκαλλιέργειας διπλασιάστηκε και σε τρία χρόνια έγινε 200.000 ψάρια .Υπολογίστε τον αρχικό πληθυσμό της ιχθυοκαλλιέργειας.
Υπόδειξη
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ΓΡΑΜΜΙΚΕΣ     Δ.Ε      ΠΡΩΤΗΣ         ΤΑΞΗΣ

ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ  ΑΡΑΙΩΣΕΩΣ  ΔΙΑΛΥΜΑΤΩΝ
22) Σε δεξαμενή διυλιστηρίου έχουμε 100m3 πετρέλαιο κίνησης , περιεκτικότητας σε θείο 0,01  Kg/m3. Από την στιγμή t=0 προσθέτουμε στην δεξαμενή με σταθερή παροχή 5  m3/min, πετρέλαιο ναυτιλιακό, περιεκτικότητας 1  Kg/m3 σε θείο,  ενώ συγχρόνως εξάγουμε από το καλά ανακατεμένο μείγμα 5  m3/min. 
α) Να υπολογίσετε την ποσότητα της δεξαμενής σε θείου την χρονική στιγμή t
β) Να υπολογίσετε τον χρόνο  t  την στιγμή που το θείο στην δεξαμενή γίνει  5Kg 

γ) Να υπολογίσετε το θείο στην δεξαμενή την χρονική στιγμή  t=5 
δ) Bρείτε την περιεκτικότητα σε θείο του πετρελαίου στη δεξαμενή το χρόνο  t=10min.
ΥΠΟΔΕΙΞΗ: 
(V όγκος διαλύματος δεξαμενής), (Q ποσότητα διαλελυμένης ουσίας στη δεξαμενής στο χρονο t),( e ρυθμός εισαγωγής διαλύματος), ( f  ρυθμός εξαγωγής διαλύματος),    (  b  περιεκτικότητα διαλελυμένης ουσίας του διαλύματος εισαγωγής),(  Q(0)=α  ποσότητα διαλελυμένης ουσίας της δεξαμενής στο χρονο t=0)
Το φαινόμενο διέπεται από το μοντέλο 
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23) Σε δεξαμενή διυλιστηρίου έχουμε 1000m3 πετρέλαιο ,  με περιεκτικότητα σε χρωστική ουσία 0,001 Kg/m3. Την στιγμή t=0 αρχίζουμε με σταθερή παροχή                3 m3/min να ρίχνουμε στην δεξαμενή πετρέλαιο ,  με περιεκτικότητα σε χρωστική ουσία  0,005 Kg/m3. Από το καλά ανακατεμένο μείγμα εξάγουμε  σταθερά  ποσότητα πετρελαίου  3 m3/min .

α) Βρείτε την ποσότητα χρωστικής στη δεξαμενή την χρονική στιγμή  t 
β) Να υπολογίσετε τον χρόνο  t , όταν η ποσότητα της χρωστικής στην δεξαμενή γίνει 2Κg 

γ) Να υπολογίσετε την ποσότητα της χρωστικής στην δεξαμενή το χρόνο  t=10      
δ) Bρείτε την περιεκτικότητα σε χρωστική ουσία του πετρελαίου στη δεξαμενή το χρόνο  t=10min.
ΥΠΟΔΕΙΞΗ: 
(V όγκος διαλύματος δεξαμενής), (Q ποσότητα διαλελυμένης ουσίας στη δεξαμενής στο χρονο t),( e ρυθμός εισαγωγής διαλύματος), ( f  ρυθμός εξαγωγής διαλύματος),    (  b  περιεκτικότητα διαλελυμένης ουσίας του διαλύματος εισαγωγής),(  Q(0)=α  ποσότητα διαλελυμένης ουσίας της δεξαμενής στο χρονο t=0)
Το φαινόμενο διέπεται από το μοντέλο 
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24) Σε δεξαμενή διυλιστηρίου έχουμε 2000 m3 αμόλυβδη βενζίνη με περιεκτικότητα σε κινιζαρινη  0,005 Κg/m3. Aπό τη στιγμή  t=0  προσθέτουμε στη δεξαμενή με σταθερή παροχή  4 m3/min περιεκτικότητας  0,002 Κg/m3 σε κινιζαρινη, ενώ συγχρόνως εξάγουμε από το καλά ανακατεμένο μείγμα  4 m3/min.
α) Βρείτε το χρόνο t που θα εξάγεται από τη δεξαμενή αμόλυβδη βενζίνη σε περιεκτικότητα κινιζαρινης      0,003  Κg/m3
β)  Βρείτε την ποσότητα κινιζαρινης στη δεξαμενή την χρονική στιγμή  t.΄
γ) Bρείτε την περιεκτικότητα σε κινιζαρινη  της αμόλυβδης βενζίνης στη δεξαμενή το χρόνο  t=100min.
(κινιζαρίνη είναι ιχνηθέτης που καθορίζει το προϊόν της αμόλυβδης 95RON (διαφοροποιεί την απλή αμόλυβδη από την super αμόλυβδη των 100RON).    

ΥΠΟΔΕΙΞΗ: 
(V όγκος διαλύματος δεξαμενής), (Q ποσότητα διαλελυμένης ουσίας στη δεξαμενής στο χρόνο t),( e ρυθμός εισαγωγής διαλύματος), ( f  ρυθμός εξαγωγής διαλύματος),    (  b  περιεκτικότητα διαλελυμένης ουσίας του διαλύματος εισαγωγής),(  Q(0)=α  ποσότητα διαλελυμένης ουσίας της δεξαμενής στο χρόνο t=0)
Το φαινόμενο διέπεται από το μοντέλο 
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25) Σε δεξαμενή διυλιστηρίου έχουμε 2000 m3  ναυτιλιακό πετρέλαιο περιεκτικότητας σε μόλυβδο 0,003 Kg/m3.  Από τη στιγμή  t=0  προσθέτουμε στη δεξαμενή με σταθερή παροχή  3 m3/min  ναυτιλιακό πετρέλαιο περιεκτικότητας σε μόλυβδο  0,006 Kg/m3  ενώ συγχρόνως εξάγουμε από τη δεξαμενή από το καλά ανακατεμένο μίγμα  3 m3/min.

α)  Βρείτε την ποσότητα μολυβδου στη δεξαμενή τη χρονική στιγμή  t.
β) Βρείτε το χρόνο  t  που θα εξάγεται από τη δεξαμενή ναυτιλιακό πετρέλαιο περιεκτικότητας σε μόλυβδο  0,004 Kg/m3.

γ)  Bρείτε την ποσότητα του μολυβδου στη δεξαμενή το χρόνο  t=10min.
δ) Bρείτε την περιεκτικότητα σε μόλυβδο του ναυτιλιακού πετρελαίου στη δεξαμενή το χρόνο  t=5min. 
ΥΠΟΔΕΙΞΗ: 
(V όγκος διαλύματος δεξαμενής), (Q ποσότητα διαλελυμένης ουσίας στη δεξαμενής στο χρόνο t), ( e ρυθμός εισαγωγής διαλύματος), ( f  ρυθμός εξαγωγής διαλύματος),    (  b  περιεκτικότητα διαλελυμένης ουσίας του διαλύματος εισαγωγής), ( Q(0)=α  ποσότητα διαλελυμένης ουσίας της δεξαμενής στο χρόνο t=0)
Το φαινόμενο διέπεται από το μοντέλο 
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26)Σε δεξαμενή διυλιστηρίου όγκου 50m3, έχουμε 10 m3 , καθαρό, από νερό, ναυτιλιακό πετρέλαιο.  Από τη στιγμή  t=0  προσθέτουμε στη δεξαμενή με σταθερή παροχή  4 m3/min  ναυτιλιακό πετρέλαιο περιεκτικότητας σε  νερό 1 Kg/m3  ενώ συγχρόνως εξάγουμε από τη δεξαμενή από το καλά ανακατεμένο μίγμα,   πετρέλαιο με ταχυτητα    2 m3/min.

α)  Βρείτε τη χρονική στιγμή  t που θα γεμίσει η δεξαμενή.
β)  Bρείτε την ποσότητα νερού στη δεξαμενή όταν αυτή γεμίσει.     
δ) Bρείτε την περιεκτικότητα σε νερο του ναυτιλιακού πετρελαίου στη δεξαμενή το χρόνο  t=10min.
ΥΠΟΔΕΙΞΗ: 
(V όγκος διαλύματος δεξαμενής), (Q ποσότητα διαλελυμένης ουσίας στη δεξαμενής στο χρόνο t), ( e ρυθμός εισαγωγής διαλύματος), ( f  ρυθμός εξαγωγής διαλύματος),    (  b  περιεκτικότητα διαλελυμένης ουσίας του διαλύματος εισαγωγής), (Q(0)=α  ποσότητα διαλελυμένης ουσίας της δεξαμενής στο χρόνο t=0)
Το φαινόμενο διέπεται από το μοντέλο 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ  ΨΥΞΗΣ – ΘΕΡΜΑΝΣΗΣ

27) Τοποθετούμε συγκεκριμένη ποσότητα σιδηρούχου ορυκτού θερμοκρασίας 500ο C  σε υψικάμινο με σταθερή θερμοκρασία  1800ο C.  Εάν σε  5min  η θερμοκρασία του σιδηρούχου ορυκτού είναι  600ο C  υπολογίστε:

α) Σε πόσα λεπτά το σιδηρούχο ορυκτό έφτασε τους  750ο C.

β) Τη θερμοκρασία του σιδηρούχου ορυκτού σε  20min.

γ) Το χρόνο που χρειάζεται ώστε το σιδηρούχο ορυκτό να φτάσει τους  1500ο C  (τήξη καθαρού σιδήρου).

ΥΠΟΔΕΙΞΗ:
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   ,k σταθερά, TΜ    σταθερή θερμοκρασία υψικαμίνου  
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28) Αντλία ψυκτικού υγρού στέλνει ψυκτικό σε ντηζελομηχανής με θερμοκρασία Τ=200C . Ο χρόνος διέλευσης του ψυκτικού από την μηχανή διαρκεί t=20 sec , το ψυκτικό εξέρχεται από την μηχανή με θερμοκρασία T=1000C. Όταν ο χρόνος διέλευσης μειωθεί σε t=10sec, ποια η θερμοκρασία εξόδου του ψυκτικού,  έτσι ώστε η μηχανή να κρατεί σταθερή θερμοκρασία Tm=3000C. 
α)Να βρεθεί  η θερμοκρασία εξόδου του ψυκτικού από την μηχανή συνάρτηση του χρόνου διέλευσης  t  .
β) Το χρόνο  t διέλευσης ώστε το ψυκτικό υγρό να ανέβει τους Τ=299ο C.
γ)  Αν η ταχύτητα ροής του ψυκτικού υγρού στη μηχανή είναι υ=200 cm3/ sec και ο όγκος των σωληνώσεων της μηχανής που κυκλοφορεί το ψυκτικό υγρό είναι 1000cm3 να βρεθεί η θερμοκρασία που αναπτύσσει το ψυκτικό υγρό .
δ) Αν η ταχύτητα ροής του ψυκτικού υγρού στη μηχανή είναι υ=200 cm3/ sec η θερμοκρασία εξόδου του είναι Τ=50 ο C,  να βρεθεί  όγκος V των σωληνώσεων της μηχανής που κυκλοφορεί το ψυκτικό.
ε)Το θεωρητικό χρόνο διέλευσης του ψυκτικού που η μηχανή κινδυνεύει να καεί;

ΥΠΟΔΕΙΞΗ:
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   ,k  σταθερά, TΜ    σταθερή θερμοκρασία μηχανής 
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29) Αντλία ψυκτικού υγρού στέλνει ψυκτικό σε μηχανή εσωτερικής καύσης με θερμοκρασία Τ, έτσι ώστε, η μηχανή να κρατά σταθερή θερμοκρασία  Τm=400ο C .  Ο χρόνος διέλευσης του ψυκτικού από τη μηχανή διαρκεί  t=10sec και το  ψυκτικό εξέρχεται από τη μηχανή με θερμοκρασία Τ=200ο C. Όταν ο χρόνος διέλευσης αυξηθεί σε t=20sec η θερμοκρασία εξόδου του ψυκτικού από τη μηχανή είναι  Τ=300ο C.  Να βρεθεί: 
α)η θερμοκρασία Τ εξόδου του ψυκτικού από τη μηχανή συναρτήσει του χρόνου διέλευσης  t.

β) η αρχική θερμοκρασία  Τ εισόδου του ψυκτικού στη μηχανή.

γ) ο χρόνος εξόδου t του ψυκτικού από τη μηχανή ωστε η θερμοκρασία εξόδου να είναι Τ=100ο C. 
δ)η ταχύτητα ροής του ψυκτικού υγρού στη μηχανή αν η χωρητικότητα των σωληνώσεων της μηχανής που κυκλοφορεί το  ψυκτικό υγρό είναι 1000cm3 ,και η θερμοκρασία εξόδου του ψυκτικού είναι Τ=1000 C.
ΥΠΟΔΕΙΞΗ:
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   ,k  σταθερά, TΜ    σταθερή θερμοκρασία μηχανής 
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30) Αντλία ψυκτικού υγρού στέλνει ψυκτικό σε ντηζελοµηχανή µε θερμοκρασία Τ1. Ο χρόνος διέλευσης του ψυκτικού από τη µηχανή διαρκεί t2  sec, το ψυκτικό εξέρχεται από τη µηχανή µε θερμοκρασία T2. 
α) Να βρεθεί η θερµοκρασία εξόδου του ψυκτικού από τη µηχανή, συνάρτηση του χρόνου διέλευσης t , ώστε η µηχανή να κρατεί σταθερή θερµοκρασία Tm=300C. 
β) Να βρεθεί η θερµοκρασία εξόδου του ψυκτικού από τη µηχανή,αν Τ1=200C,    T2=1000C,  t2=5sec   και t=10sec.
γ) Να βρεθεί η θερµοκρασία εξόδου του ψυκτικού από τη µηχανή,αν Τ1=200C,    T2=1000C,  t2=5sec  ,η ταχύτητα ροής του ψυκτικού υγρού στη μηχανή είναι 

υ=200 cm3/ sec και ο όγκος των σωληνώσεων της μηχανής που κυκλοφορεί το ψυκτικό υγρό είναι 1000cm3  .
δ) Να βρεθεί η ταχύτητα ροής του ψυκτικού υγρού στη μηχανή αν η χωρητικότητα των σωληνώσεων της μηχανής που κυκλοφορεί το  ψυκτικό υγρό είναι 1000cm3 και ο χρόνος διέλευσης του ψυκτικού από τη μηχανή διαρκεί  t=5sec 
ε) Να βρεθεί η χωρητικότητα των σωληνώσεων της μηχανής που κυκλοφορεί το  ψυκτικό υγρό αν η ταχύτητα ροής του ψυκτικού υγρού στη μηχανή είναι 

υ=200 cm3/ sec και ο χρόνος διέλευσης  διαρκεί  t=5sec 
 ΥΠΟΔΕΙΞΗ:
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      ,k  σταθερά, TΜ    σταθερή θερμοκρασία μηχανής
                                 ΗΛΕΚΤΡΙΚΑ ΚΥΚΛΩΜΑΤΑ

31) Η ένταση του ηλεκτρικού ρεύματος  Ι  σε ένα ηλεκτρικό κύκλωμα ικανοποιεί την εξίσωση 
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32) Ένα ηλεκτρικό κύκλωμα έχει αντίσταση  50Ω  , ένα πηνίο με αυτεπαγωγή  1Η  και πηγή ΗΕΔ 5V. Να υπολογίσετε το ρεύμα τη χρονική  t ,αν 
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ΥΠΟΔΕΙΞΗ:
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33) Ένα κύκλωμα περιλαμβάνει μια πηγή με ΗΕΔ 400cos 2t   V , μια αντίσταση 100Ω και μια χωρητικότητα 10-2 F (farad). Αρχικά ο πυκνωτής δεν έχει φορτίο. Υπολογίστε το ρεύμα την χρονική στιγμή t.
ΥΠΟΔΕΙΞΗ
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34)Ένα ηλεκτρικό κύκλωμα έχει αντίσταση  20Ω  , ένα πηνίο με αυτεπαγωγή  1Η  και πηγή ΗΕΔ 70V.
α) Να υπολογίσετε το ρεύμα τη χρονική  t ,αν 
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β) Να βρείτε το  
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γ) Αντι για μπαταρια στο κύκλωμα  που δινει σταθερη ΗΕΔ χρησιμοποιησουμε γεννητρια με ΗΕΔ 100ημ2t  υπολογίσετε το ρεύμα τη χρονική  t.
ΥΠΟΔΕΙΞΗ:
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ΠΤΩΣΗ ΣΩΜΑΤΩΝ ΜΕ ΑΝΤΙΣΤΑΣΗ ΤΟΥ ΑΕΡΑ

35) Βόμβα μάζας 100kg αφήνεται από ύψος 1000m να πέσει χωρίς αρχική ταχύτητα στην Γη. Εάν αγνοήσουμε την αντίσταση του αέρα βρείτε

α) την ταχύτητα της βόμβας την χρονική στιγμή  t 
β) την θέση της βόμβας την χρονική στιγμή t
γ) πόσο χρόνο θα χρειαστεί η βόμβα για να εκραγεί όταν είναι ρυθμισμένη να το κάνει αυτό στα 50 m πάνω από την επιφάνεια της γης
ΥΠΟΔΕΙΞΗ
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35) Πύραυλος βάρους 100N εκτοξεύεται προς τα κάτω από ύψος 1000m με αρχική ταχύτητα 10m/s. Η αντίσταση του αέρα είναι ανάλογη προς την ταχύτητα του σώματος. Εάν η οριακή ταχύτητα του πυραύλου είναι 60m/s βρείτε 

α) την ταχύτητα του πυραύλου 

β) την θέση του πυραύλου την χρονική στιγμή t
ΥΠΟΔΕΙΞΗ
 Όταν κ>0  οριακή ταχύτητα είναι  
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     , αν   κ=0    τότε          
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